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W tej pracy przedstawimy niektore twierdzenia z geometrii ptaskiej i poszukamy ich
uogolnien w przestrzeni. Najpierw przejrzatam ( Justyna Wiecek ) ksigzke pt.’Matematyka
w zadaniach dla kandydatow na wyzsze uczelnie” W. Leksinski, B. Macukow, W. Zakowski
1 zainteresowalo mnie w niej twierdzenie o polu trojkata zamieszczone w naszej pracy pod
numerem 1. Potem moja pani od matematyki podpowiedziata mi, ze prawdziwe moze by¢
ono takze dla dowolnego wielokata, w ktory da si¢ wpisa¢ okrag ( twierdzenie 2).
Namowitam kolege ( Artura Les$niaka ) i zabraliSmy si¢ do dowodzenia tych twierdzen.
Okazato si¢ to niezbyt trudne. T¢ cze$¢ pracy wykonaliSmy samodzielnie. W innej Ksiazce
pt.” Program SMART komponent 04 ARKA Matematyka, Figury ptaskie i przestrzenne”
przeczytaliSmy, ze twierdzenie 1 latwo uogodlnia si¢ do twierdzenia z geometrii przestrzeni o
czworoscianie , w ktory da si¢ wpisa¢ kule (twierdzenie 3). W ksigzce tej nie byto dowodu,
wiec wykonaliSmy go sami. PomysleliSmy, Zze moze i twierdzenie 2 tatwo si¢ uogdlnia i
powstato twierdzenie 4. Dowdd byt zupetnie analogiczny do dowodu twierdzenia 3. W tej
samej ksigzce na nastepnej stronie autorzy podali inne twierdzenie dotyczace trojkata i
zalezno$ci miedzy promieniem okregu wpisanego, a promieniami okregéw dopisanych (
twierdzenie 5 ). Autorzy napisali, ze ten fakt rowniez uogdlnia si¢ do twierdzenia w
przestrzeni ( twierdzenie 6 ), ale nie podali dowodow. My wykonali§my je z pomoca pani
Doroty Szczepanskiej i wskazowki wzietej z ksigzki H. S. Coxetera ,,Z geometrii dawnej i
nowej”. To juz nie bylo takie proste. Zacznijmy wigc:

Jednym z faktow z geometrii plaskiej jest do§¢ znane twierdzenie o trojkacie:

Twierdzenie 1

Pole trojkata jest réwne iloczynowi potowy jego obwodu i dtugosci promienia
okregu wpisanego w ten trojkat. C

A a B

_ a+b+c
Ppapc = — T

Dowod:

1 1 1 1
Prasc = Paago + Pasco + Pacao =EaT+EbT+ECT=§(a+b+C)T
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Ten wzor jest tez prawdziwy dla wszystkich wielokatow plaskich w ktore mozna wpisaé
okrag. Pokazemy to najpierw na przyktadach kwadratu, szesciokata foremnego i rombu,
a nastepnie udowodnimy w przypadku ogolnym tzn. dla dowolnego wielokata, w Ktory daje
si¢ wpisa¢ okrag:

potowa obwodu w tym przypadku to 2a
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Pole jednego z czterech trojkatow
1
P, = ST¢

Prompu = 271C,  gdzie 2¢ jest potowa obwodu

O
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Wezmy dowolny wielokat, w ktoéry mozna wpisac okrag. Podzielmy go na trojkaty tak jak na
rysunku:

Kazdy z tych trojkatow ma wysokos¢ r. Pole wielokata rowne jest sumie pol tych trojkatow.

1 1 1 1
Pyiciokata = ST + 5Nt + il + ol = E(nl +ny + o my)r

Udowodnilismy:

Twierdzenie 2

Pole wielokata, w ktory da sie wpisac¢ okrag, jest rowne iloczynowi potowy jego
obwodu i dlugosci promienia tego okregu.

Zastanowmy sig, czy te twierdzenia da si¢ uogdlni¢ do twierdzen dotyczacych geometrii
przestrzeni. W twierdzeniu 1 tréjkat mozna by zastapi¢ czworoscianem, a okrag sferg
(lub kula).
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Twierdzenie 3

Objetos¢ czworoscianu, w ktéry da sie wpisac kule jest rowna iloczynowi
trzeciej czesci jego pola powierzchni i dlugosci promienia tej kuli.

Dowod:

S — pole powierzchni ostrostupa

R — promien kuli wpisanej w ostrostup

Objetos¢ czworoscianu ABCD jest rowna sumie objetosci czterech ostrostupéw 0 podstawach

bedacych $cianami czworos$cianu, o wysokosciach réwnych R 1 o wspolnym wierzchotku O.

1 1 1 1
V =2 PpapcR + 5 PapcpR + S PapcaR + S PpapgR =

1 1
=§(PAABC+PABCD +PADCA+PDAB)'R =§5R

Twierdzenie w przestrzeni, troch¢ zmodyfikowane okazato si¢ prawdziwe.

Czy tak samo bedzie z uogdlnieniem twierdzenia dla wielokata? Idea dowodu wydaje si¢ nie
ulega¢ zmianie takze dla wielo$cianu z wpisang kula.

NiechS =S§; + S, + -+ S,, bedzie polem powierzchni dowolnego wieloscianu, w ktory da
si¢ wpisa¢ kule, a Sy, S5, ... S, polami jego poszczegolnych scian. Objetos¢ wieloscianu
mozna przedstawi¢ jako sume objetosci ostrostupow, z ktorych kazdy ma podstawe, bedaca
Sciang wieloscianu, wysokos$¢ to promien kuli wpisanej w ten wielo$cian, a wierzchotek to
srodek tej kuli. Na rysunku jest to pokazane w szescianie:
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V=V, +V,+--4+V, , gdzieV jest objetoscia catej bryty, a V;,V,, ..., V;, sa obje¢tosciami
poszczeg6lnych ostrostupow.

V= %-Si R dla kazdego ostrostupa,
1 1 1 1 1
Udowodnili$my:

Twierdzenie 4

Objetosc wieloscianu, w ktory da sie wpisac kule jest réwna iloczynowi trzeciej
czesci jego pola powierzchni i dlugosci promienia tej kuli.

W ksiazce ,,Program SMART komponent 04” znalezli$my rowniez inng wtasnos$¢ z geometrii
ptaskiej dotyczacg trojkata, a wlasciwie promieni okregow: wpisanego w ten trojkat r, i
dopisanych do trojkata: 7, 1, 7. . Sytuacje ilustruje rysunek:
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Sprawdzmy, czy prawdziwe jest:

Twierdzenie 5

Jesli dany jest trojkgt ABC i wpisany w niego okrgg o promieniu r, i okregi dopisane
do trojkata ( styczne do jednego z bokow i przedtuzeh pozostatych dwoch )
0 promieniach r,, 1, 1. to prawdziwy jest wzor:

Dowdd:

Przyjrzyjmy si¢ trojkatom BCO., ACO., ABO, i ich polom:
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1
Pagco, =50 T
Praco, = Eb'rc

1
Paago, = EC'rc

1 1 1 1
Paagc :PABCOC+PAACOC_PAABOC:Ea'rc+5b'rc_zc'rc:E(a‘l'b_c)'rc 1)

Ale z twierdzenia 1 wynika, ze:

a+b+c
Prape = > T (2)

Poréwnujemy (1)1 (2):

a+b+c

1
"r=—(a+b—-c)-r
2 2( ) Cc

po przeksztatceniach:

1 a+b—c

Tc - (a+b+o)r

. .1 b+c—-a 1 a+c-b
analogicznie: — = — , — = ——
Ta r(a+b+c) "1y r(a+b+c)

1 1 1 b+c—a a+c-b a+b—c a+b+c 1
—4+=+== + + = ==
Ta Tp Tc r(a+b+c) r(a+b+c) (a+b+o)r (a+b+o)r r

Czy prawdziwe bedzie analogiczne twierdzenie w przestrzeni ? Czy gdyby w dowolny
czworos$cian wpisac kule 1 dopisa¢ do $cian, lub ptaszczyzn, w ktére przechodza $ciany kule,
prawdziwy bytby podobny wzor ? Okazuje sig, ze tak. Nie podejmujemy si¢ zrobi¢
odpowiedniego rysunku, ale niech R bgdzie promieniem kuli wpisanym w czworoscian,

a Ry, Ry, R3, R, promieniami kul dopisanych do tego czworoscianu ( do $ciany ABC, ABD,
BCD i ACD ). Rozwazajac kule styczng zewnetrznie do Sciany ABC ( o promieniu R, ).
Wysoko$¢ R, maja rowniez trzy ostrostupy pochylte o podstawach w pozostatych scianach
czworos$cianu. Jesli od sumy ich objetosci odejmiemy objetos¢ ostrostupa opartego na ABC to
otrzymamy obj¢tos¢ czworoscianu ABCD. Z twierdzenia 3  jest ona rowna:

V—lSR
3

1 1 1 1 1
ESR = EPAABD "Ry +§PABCD "Ry +§PAACD "Ry _EPAABC "Ry =

1
=3 (Paagp + Papcp + Pracp — Paagc) * Ra (3
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analogicznie bedzie:

1 1
3SR = E(PAABC + Pagcp + Pracp — Paasp) * Rz (4)
1 1
39R = E(PAABC + Paspp + Paacp — Pagcp) * R3 (%)
1 1
39R = E(PAABC + Pasgp + Papcp — Paacp) * Ra (6)

Przeksztatcamy (3), (4), (5) i (6):

1 _ Paapp*+PascptPaacp—Paasc @)
Ry SR

1 _ PaapctPapcptPracp—Paasp ®)
R, SR

1 _ PaapctPaapp+Paacp—Pagcp )
R3 SR

1 _ PaapctPaapp+Papcp—Paacp (10)
R, SR

Dodajemy cztery ostatnie rdwnosci stronami:

1 " 1 n 1 + 1 2Ppppc + 2Papep + 2Ppacp + 2Ppapp 2S5
R, R, R; R, SR SR

XN

Prawdziwe jest:

Twierdzenie 6

Jesli dany jest czworoscian ABCD , w ktory da sie wpisac kule o promieniu R, i kule
dopisane do czworoscianu ( styczne do jednej ze Scian i ptaszczyzn przedtuzajgcych
pozostate trzy Sciany ) o promieniach Ry, R,, R3, R, t0 prawdziwy jest wzér:

1 1 1 1 2

—t—t—t—==
R, R, Ry R, R

Pozostaje pytanie, czy w dowolny czworo$cian zawsze mozna wpisac kule (i dopisac cztery
inne ), tak jak w trojkat zawsze daje si¢ wpisa¢ okrag ? Nie wiemy, ale w czworoScianie
foremnym, czy w ostrostupie prawidtlowym trojkatnym na pewno da si¢ to zrobic.
Zastanowimy si¢ nad tym do przysziego roku 1 postaramy si¢ napisa¢ o tym prace
matematyczng juz jako licealisci.
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