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Wstep

W tym konkursie bierzemy udziat po raz pierwszymagem
naszej pracy jest Zasada Szufladkowa DirichletabMlysmy ja
dlatego, ze bardzo zaciekawily nas jej tajemnice. Nie jet ta
skomplikowana jak siwydaje — wecz przeciwnie. Jest bardzo
prosta i interesgga. Zackcamy naszych rowsaikow do
przeczytania naszej pracy. Temat 1, 2 napisayyrazem, temat 3
Patrycja Wykrent, temat 4 napisata Julia Furtakemat 5 i 6
rowniez napisatymy razem. W ostatnim rozdziale napisahy
wilasne zadania z rozgmaniami, do ktorych mima zastosowa
zasad szufladkovg Dirichleta.

Zajmowanie sitematem Zasady Szufladkowej sprawiato nam
wiele przyjemnéci. Zaclkecamy do przeczytania naszej pracy.



1.Posta Dirichleta

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet urodzitveiDulren 18
lutego 1805 r. zmart w Getyndze 5 maja 1859 r. idgimieckim
matematykiem francuskiego pochodzenia, wyktadpwaiwersy-
tetow we Wroctawiu, Berlinie i Getyndze. Jego prdogycz teo-
rii liczb, szeregow liczbowych, analizy matematyegzmachunku
wariacyjnego i fizyki teoretycznej. Jest autoréasady szufladko-

wej.



2.Co to jest zasada szufladkowa

Najpraciej mowgc, jest to rodzaj rozumowania, ktore
rozstrzyga, w pewnych przypadkach, problemy o éstii. Nie g
to rozstrzygngcia o charakterze ifgiowym. Zasada ta w wersji
poghdowej gtosi: Jeeli mamy n szufladek im przedmiotow
(m>n) i przedmioty te rozmigimy w n szufladkach, to istnieje
szufladka zawiergta wkcej niz jeden przedmiot. Eato
uzywamy zasady szufladkowej w postaci uogolnionej.
Mianowicie: Jéli mamy m przedmiotow in szufladek oraz
m > n X k, gdzie k jest liczla naturaln, to przy dowolnym
rozmieszczeniu tych przedmiotéw w szufladkach &mszuflada
z co najmniejk + 1 przedmiotow.

Z pozoru wydaje sito dziecinnie oczywista wprost zasada.
Oczywiscie mazna wymyli¢ wiele bardzo prostych zastosawa
Dla przyktadu:

- Wsérod trzech ranych liczb naturalnychaszawsze 2 parzyste lub
2 nieparzyste (przedmioty - to liczby; szufladkiparzystdc¢,
nieparzystec)

- Wsérod peciu liczb naturalnych pewne dwie ddg sany reszt z
dzielenia przez 4 (przedmioty — to liczby; szufladkeszty: O, 1,
2, 3)

- Wérod dowolnych 10 liczb naturalnych znajsic dwie z § samy
cyfra jednaci (przedmioty — liczby; szufladki -0, 1, ..., 9,)



3.Zasada szufladkowa w geometrii

Zadanie 1.

Kazdy punkt ptaszczyzny pomalowano na jeden z kolorow:
czerwony lub zielony. Wyka ze istniej dwa punkty tego samego
koloru odlegte od siebie o 1.

Rozwigzanie:

Istotnie, wystarczy popatréena trojlkgt rownoboczny o boku 1.
Dwa z jego wierzchotkbw musz by¢, na mocy zasady
szufladkowej, tego samego koloru.

Zadanie 2.
Udowodnij,ze w gronie 6 os6b, pewne 3 osoby zmnap, albo
pewne 3 s nie znay.

Rozwigzanie:

Ustawmy wszystkie szé osob w wierzchotkach sagokata. Jgli
X zna s¢ z osoly Y (zakladamyze wtedyY zna s¢ z osola X, tj. X

| Y znap sig nawzajem), togczymy wierzchotki odpowiadage
tym osobom odcinkiem koloru zielonego, élijjesoby te nie znaj
sie, to odcinkiem koloru czerwonego. Rozway dowolry osolg
X. Z punktuX musimy poprowadzi5 odcinkow, z ktérych kaly
jest koloru zielonego albo czerwonego. Poniewdcinkow jest 5,
a maliwych koloréw 2, to na mocy zasady szufladkoweype
trzy z tych p¢ciu odcinkdw musz by¢ jednakowego koloru (patrz
rysunek na nagpnej stronie).



Przyjrzyjmy sé trojkatom oznaczonym na rysunkaoitym
kolorem.,

Przypadek 1.

Z punktu X ,wychodg’ co najmniej 3 odcinki koloru zielonego.
J&li jeden z bokowzottego trojlgta jest koloru zielonego, to za-
wsze umiemy wskazarojkat o bokach zielonego koloru (zawsze
znajdziemy 3 osoby, ktore zmpagie nawzajem). Natomiast, §ie
zaden z nich nie jest koloru zielonego, to wszystkig jego boki
s3 koloru czerwonego (mamy @oby, ktore nie zngjsic nawza-
jem).

Przypadek 2.

Z punktu X ,wychodZ’ co najmniej 3 odcinki koloru czerwone-
go. Jsili jeden z bokowzottego trojlgta jest koloru czerwonego, to
zawsze umiemy wskazarojkat o bokach czerwonego koloru (za-
wsze znajdziemy 3 osoby, ktore nie znag nawzajem). Nato-
miast,jesli zaden z nich nie jest koloru czerwonego, to wszgstki
trzy jego boki g koloru zielonego (mam@ osoby, ktore znajsic
nawzajem).



Zadanie 3.

W kole o promieniu 1 wybrano 7 punktéw. Wykaz, Ze istnieje
wsrod nich co najmniej jedna para punktdéw, ktérych odlegtos¢ nie
przekracza 1.

Rozwigzanie:
Zacznijmy od zbudowania szuflad. Podzielmy koto na sze$¢
przystajacych wycinkow.

Zauwazmy, ze odlegtos¢ dowolnych dwoch punktow nalezacych
do tego samego wycinka jest rOwna co najwyzej 1. Mamy 6
wycinkow (to sg nasze szuflady) i1 7 punktéw (przedmioty), zatem
w co najmniej jednym wycinku lezg dwa punkty — a wiec
odleglo§¢ miedzy nimi nie przekracza 1 1 teza zadania jest
spelniona.

Zadanie 4.

Przy okraglym stole jest 100 miejsc oznaczonych proporczykami
100 roznych panstw. Ambasadorowie tych panstw siedli przy stole
w sposob losowy tak, ze zaden z nich nie zajat odpowiedniego
miejsca. Wykaz, ze mozna tak obrdci¢ okragly stot, aby co naj-
mniej dwoch ambasadordéw siedziato przy wilasciwych proporczy-
kach.



Rozwigzanie:
Dla kazdego ze 100 ambasadorow istnieje doktadnie jedagcivt

we ustawienie stotu spad 100 maliwych. Skoro wygciowa sy-
tuacja nie jest dobra dla nikogo, to kto® pozostatych 99 usta-
wien musi by odpowiednie dla przynajmniej dwoch oséb.



4. Zasada szufladkowa w arytmetyce

Zadanie 1.
Wykaz, ze wsrod dowolnie wybranych 11 liczb naturalnych
znajdh sie dwie, ktérych cyfry jedngci 3 rowne.

Rozwigzanie

Mamy 10 maliwych cyfr jednagci (od O do 9), niech toghla
nasze szufladki. Rozmieszczamy w nich 11 danyclzblic
Wowczas, z zasady szufladkowej Dirichleta, do pgwsaafladki
trafia przynajmniej; dwie liczby, a to wiaie byto do
udowodnienia.

Zamiast méwd o cyfrach jedngci, mazna sformutowa to samo
zadanie w nieco inny sposob:

Zadanie 1.
Udowodnij,ze wéréd dowolnie wybranych 11 liczb naturalnych
znajdy sie dwie, ktore daj te sam reszt przy dzieleniu przez 10.

Korzyscia z takiego przeformutowania jest wmiovos¢
uogolnienia naszego rozyziania take na reszty z dzielenia przez
inne liczby. W tym celu warto zauvw, ze przy dzieleniu przez
dodatng liczbe catkowity n, jestn mozliwych reszt: 0,1,2,..n-1.

Zadanie 2.
Danych jest 1001 liczb naturalnych. Udowodug, istnieje
wsrod nich 501 liczb parzystych lub 501 liczb niepatych.

Rozwigzanie

Rozmieszczamy dane liczby w dwoch szufladkaarzystei
nieparzystePoniewa mamy wecej nz 500x2 liczb, to w pewnej
szufladce znajdzie gco najmniej 500+1 z nich.
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5. Zasada szufladkowa w kombinatoryce

Zadanie 1.
W grupie 13 osOb muszdy¢é co najmniej dwie osoby, ktore
urodzity se w tym samym miescu.

Rozwigzanie:

Wezmy bowiem 12 szufladek z nazwami mgest | ,wktadajmy”
do nich osoby, ktére urodzity sw danym miesicu. Poniewa
0s6b jest 13, a szufladek 12, to w jednej z niclsanioyé co
najmniej dwie osoby.

Zadanie 2.
Jalks maksymalg liczbe wiez mazna ustawé na szachownicy 8
X 8 tak, abyzadne dwie si nie bity?

Rozwigzanie:
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8 wiez tatwo kady z Was ustawi, np, na jednej z praiekch.
Gdybysmy chcieli ustawd wiecej niz 8 wiez, to co najmniej dwie
znajdowatyby si w tej samej kolumnie i bityby &i

Zadanie 3.

W oparciu o zasadszufladkowy nietrudno wykazg ze wsrod
mieszkacow Warszawy co najmniej dwie osoby md¢ samy
liczbe wioséw na gtowie.

Rozwigzanie:

Rzeczywicie, liczba wlosdéw na gtowie czlowieka nie przekac
500 000, natomiast liczba miesakaw Warszawy przekracza

1 000 000

Wezmy 500 000 szufladek ponumerowanych kolejnymi laomb
naturalnymi od 1 do 500 000 i wktadajmy do szufladidanym
numerze osoby, ktore maagaky liczbe wloséw na glowie, jak
numer szufladki. Poniewaosob jest ponad 1 000 000, a szufladek
500 000, z naszej zasady wynikze w jednej lub wjcej
szufladkach musi siznalez¢ wiecej niz jedna osoba.

Zadanie 4.

Mamy 20 workow i 20 kotow. Dla kalego worka i kadego kota
ustalamy ce¢y przy czym worek mee kosztowa od 2zt 10gr do
4zt, a kot od 10zt do 12zt, a ceny wielokrotngciami 1gr. Czy
maozna tak ustaéi cere workow i kotow, aby kady zestaw ,,kot+
worek" byt w innej cenie?

Rozwigzanie:

Cena zestawu ,,kot+worek" jest z zakresu od 1Qgt Ho 16zt
Mozliwych cen jest 1600-1209=391, natomiast samych
zestawow ,,kot+worek" jest 20x20=400. Jesicej zestawow i
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mozliwych cen, wec pewne 2 zestawy nagic sany cere.

Zadanie 5.

W klasie jest 37 uczniow. Uzasadnig przynajmniej 4 z nich
urodzito s¢ w tym samym miegcu.

Rozwigzanie:

Szuflady to miegice. Jest 37=3x12+1 ucznidéw przypgdkujemy
12 miesgcy to w pewnej szufladzie gbzie" 3+1 uczniow. Wi
przynajmniej 4 uczniow urodzitoeiv tym samym miescu.
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6. Nasze wilasne przykitady zada

Zadanie 1.

S3 4 klatki, 4 czarne koty i 5 rudych kotéw. Udowogiae

w kazdym wariancie rozmieszczenia kotow w klatkaedhe
przynajmniej jedna klatka, w ktoregtla co najmniej 2 koty tego
samego koloru.

Rozwigzanie:
| wariant [l wariant

1 2 3 4 1 2 3 4
Cz Cz Cz Cz __Cxz R R
R R R R _Cxz R R
R R

[l wariant IV wariant

1 2 3 4 1 2 3 4
Cz Cz R R _CzCz Cz R
Cz R R R CzR R _R
Cz R

V wariant

1 2 3 4

R R Cz Cz

R Cz Cz R

R

W kazdym wariancie rozmieszczenia wynik&, w jednej klatce
beda co najmniej 2 koty tego samego koloru (Wymidy smy to
podkr&leniem).
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Zadanie 2.
Mam 49 ksizek i che je rozmidci¢ na 12 potkach. lle ksiek
bedzie znajdowato gina jednej potce?

Rozwigzanie:
Z zasady te] wynikaze na jednej potce znajcic co najmniej
cztery ksjzki.

Zadanie 3.

W sklepie ogrodniczym wigiciele sprzedali 62 che choinki,

a przewigli je w 31 samochodach. Ille choinek zostato
przewiezionych w jednym samochodzie?

Rozwigzanie:
Z zasady Dirichleta wynikae w jednym samochodzie zostaty
przewiezione przynajmniej 2 choinki.

Zadanie 4.
W klasie jest 23 uczniéw i 19 szafek nagkki . llu uczniow
bedzie musiato dziedi szafki z koleg lub kolezanka?

Rozwigzanie:
112 3| 4| 5| 6, 7/ 8 9 10 11 12 183 14 15 16 17 18 19

L2 2 2 02 0 0 0 0 0 0 0 L

L 0 0 20

Z zasady szufladkowej wynikae przynajmniej 4 osobyeds
dzielity szafle z kole@ lub kolezanks.
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Zadanieb.

W szpitalu pracuje 8 lekarzy i 8 ptghiarek. Na nocnym dyrze
jest zawsze 1 lekarz i 1 psginiarka. Pracuycy lekarze maj od 25
do 60 lat, przy czym kaly kolejny lekarz, pocgvszy do
najmtodszego, jest o 5 lat starszy od poprzednieglek
pielegniarek ksztattuje sipomiedzy 21 a 35 lat (issto same liczy
nieparzyste).

Czy mana tak ustawd nocne dyury w szpitalu, aby na kdym
byt lekarz i pie¢gniarka o innej sumie wieku ?

Rozwigzanie:

Wiek lekarzy: 25 30 35 40 45 50 66

Wiek piekgniarek: 21 23 25 27 29 31 33 35

Rozwigzanie:

Wiek pary: lekarz + piegniarka ksztattuje siod 46 lat (25 + 21)
do 95 lat (60 + 35).

llos¢ mazliwych par to: 8 x 8 = 64

llos¢ mazliwych wynikéw stanowdicych sung wieku pary: lekarz
+ piekgniarka to 46 (jest 18 wynikow, z ktorychkly raz s¢
powtarza) 64>46

Jest we¢cej maliwych zestawié@ lekarza i pigjgniarki, ni
mozliwych do uzyskania liczb, stanoyaych sung ich wieku.
Zatem w szpitalu nie mma ustawdé nocnych dyurow w taki
sposob, aby na kdym pracowat lekarz i piegniarka o innej
sumie wieku. W§c z zasady szufladkowej wynikae jest 18
dyzurow, w ktorych wiek lekarza i piggniarki co najmniej raz si
powtarzaj.
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Opinia o uczennicach

Julia oraz Patrycjagsuczennicami bardzo pilnymi. Wykazugdolngci matematyczne. Zawsze
aktywnie uczestniegz w zagciach. Braty udziat w konkursach matematycznychictakjak
Mi¢dzynarodowy Konkurs KANGUR, Ogolnopolski Konkurs fovd. Czsto rozwizuja zadania
nietypowe, o podwiszonym stopniu trudgoi. Temat i sposob, w jaki przedstawity go w swojej
pracy mae zainteresowa ucznibw na zaciach pozalekcyjnych. Opracowany materiat
zawiera rownie wiasne przyktady zadamatematycznych uczennic.
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