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Wstep

Jak rozstrzygnaé, kto ma wieksze szanse na zwyciestwo w grach losowych, jak
zaplanowac spacer po rynku, tak aby i$¢ tylko raz przez kazdg z odchodzacych od niego ulic,
jak narysowad koperte bez odrywania reki od kartki papieru, jak wyznaczyé najkrotszg droge

do celu? W odpowiedziach na wszystkie te pytania bardzo pomocny okazuje sie GRAF -
przedmiot niniejszej pracy. Grafy poznatam juz w pierwszej klasie szkoty podstawowej.
Pomagaty mi wodweczas ilustrowac zadania z tresciag na dodawanie i odejmowanie liczb
w zakresie 10. Wygladato to mniej wiecej tak:

Obecnie, w klasie szdstej, korzystam z analogicznie wygladajgcego grafu, ilustrujgcego
rozszerzanie oraz skracanie utamkow, np.:
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Sadzitam, ze to jedyna forma grafu, dlatego zaintrygowato mnie, gdy Pani uczgca mnie
matematyki napomkneta, ze grafy mogg miec bardzo rézng postaé. Grafy odstonity przede
mng cate swe bogactwo i zainspirowaty do napisania tej pracy. Wszystkie zawarte w nigj
zadania i rysunki opracowatam i wykonatam samodzielnie, opierajgc sie na literaturze
zrodtowej.



Historia grafow

Rozwdj teorii graféw zapoczatkowat w 1736 roku Leonard Euler. Pomyst wzigt sie od
problemu z mostami krélewieckimi w Krdlewcu, ktéry obecnie nalezy do Rosji i nosi nazwe
Kaliningrad. Przez Krélewiec ptynefa rzeka, w ktérej rozwidleniach znajdowaty sie dwie
wyspy. Zbudowano siedem mostéw, tak ze jeden z nich tgczyt obie wyspy, pozostate zas
taczyty wyspy z brzegami rzeki (zob. rysunek). Mieszkancy Krélewca zadawali sobie pytanie:
Czy mozliwe jest przejscie przez wszystkie mosty w taki sposdb, aby przez kazdy przejs¢ tylko
raz i powraci¢ do punktu wyjscia?

Sytuacje opisang wyzej mozemy przedstawié¢ w formie grafu:

Aby odpowiedzie¢ na pytanie mieszkancow Krélewca, musimy zastanowic sie, czy graf jest

unikursalny (por. str. 16).



Podstawowe pojecia

Trzy podstawowe pojecia z teorii graféw to:

- wierzchotlek

- - krawedz
/ \

® scieika

Sciezka to ciag krawedzi miedzy dwoma wierzchotkami.

>

Petla to krawedz taczaca wierzchotek z nim samym.

@ wierzcholek stopnia parzystego



Wierzchotek stopnia parzystego to wierzchotek, od ktérego odchodzi parzysta liczba
krawedazi.

# - wierzchotek stopnia nieparzystego

Wierzchotek stopnia nieparzystego to wierzchotek, od ktérego odchodzi nieparzysta liczba
krawedzi.

Typy grafow

Wyrdzniamy kilka typow graféw:

- grafy puste - grafy, w ktérych wierzchotki nie sg potgczone ze sobg krawedziami

- grafy petne - grafy, w ktérych kazdy wierzchotek jest potgczony z wszystkimi innymi
wierzchotkami
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- drzewa - grafy, w ktérych z kazdego wierzchotka drzewa mozna dotrze¢ do innego
wierzchotka tylko w jeden sposéb
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- grafy skierowane - grafy, w ktérych krawedzie zakoriczone s3 strzatkami
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- grafy wazone - grafy, w ktorych kazdej krawedzi grafu przypisana jest jakas wartos¢, ktora
moze oznaczac np. odlegtos¢ miedzy punktami (miejscowos$ciami, itd.)

3cm

1,5cm

N /
1,5cm

- grafy etykietowane - grafy, w ktérych kazdy wierzchotek posiada swojg nazwe

Jacek Joasia

Ola

70813 Marek

- multigrafy - grafy, w ktérych wybrane dwa wierzchotki mogg byé potgczone dowolng liczba
krawedzi

s

- grafy spdjne to grafy, w ktorych dwa dowolne wierzchotki mozna potaczy¢ sciezka.
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- grafy niespdjne - grafy, w ktdrych nie da sie potaczy¢ dwdch dowolnych wierzchotkow

N
/

Sciezka

- graf regularny - graf, w ktérym wszystkie wierzchotki majg taki sam stopien

/Zrédto: wikipedia.pl/



Zadania na grafach

Wszystkie zadania zawarte w tym podrozdziale opracowatam samodzielnie. Majg one na celu
ukazanie bogactwa form graféw i réznorodnosci probleméw, ktére mozna rozwigzywac przy ich
pomocy. Nie byto natomiast moim zamiarem stworzenie zadan o wysokim poziomie trudnosci.

Zad.1
Czy mozna stworzy¢ graf pelny z czterema wierzchotkami?
Odp.

Tak, oczywiscie. Graf petny da sie stworzy¢ przy dowolnej liczbie wierzchotkéw.

Zad.2

Uzupetnij graf.
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Zauwazmy, Ze zadanie to ma wiele rozwigzan.
Odp.

Np.
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Zauwazmy, ze zadanie to ma wiele rozwigzan.
Zad.3

Uzupelnij graf.
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Zadanie to, w przeciwienstwie do poprzedniego, posiada jedno rozwiazanie.
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Zad.4

W szkole, do ktorej uczeszczaja Ala, Ola, Zosia oraz Kasia organizowane sg 4 kota:
humanistyczne, matematyczne, przyrodnicze oraz SKS. W kazdym kole pozostato po 1
miejscu, wiec dziewczynki, ktére chca na nie chodzi¢, musza sie rozdzieli¢. Ala ma
zamiar przytaczy¢ sie do kota przyrodniczego, humanistycznego lub na SKS, Ola do
przyrodniczego, humanistycznego lub matematycznego, Zosia do humanistycznego lub
matematycznego, za$ Kasia do matematycznego. Czy mogq sie podzieli¢ tak, aby kazda
byta zadowolona, a jesli tak, to jak?

Odp.

Dane zawarte w tresci zadania mozemy zilustrowa¢ w postaci grafu etykietowanego.

Kolo

Ola Przyrodnicze
. Kolo
ZOS l a Humanistyczne
o Koto
Ka S l a Matematyczne

Zaznaczmy wszystkie mozliwe sytuacje.

A'a ; ---------- - SKS
N S
N e
N N
N ~
b ~ ~ Kolo
Ola S:: - L-\-\- - povrodnicze
. e \
~ ~‘
N ~_
~ \\
. \\ ~ \\\ Koto
ZOSIG FrQelalalial wocdaiatian N Humanistyczna
\. & A
~. \
< \
> ~ :\ Kolo
Kas'a ---------- A2 Matematyczne
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Oto graf, na ktérym pozostawiono tylko wybrane krawedzie:

ala b - SKS

~ !
‘ \\ ~. Koto
O l a B i Przyrodnicze
NS
N

N \\ N Kolo
~

i -~ ~ Humanistyczne
Zosia ~__ 2

~ :\ Koto

Ka Si a __________ b Matematyczne

Z danych wynika, ze Ala moze uczeszczac na SKS, Ola na koto przyrodnicze, Zosia na
koto humanistyczne, za$ Kasia na koto matematyczne.

Zad.5

Jak odmierzy¢ 71 wody za pomoca butelek o pojemnosciach: 151, 121, 41, 21. Czy jest to

mozliwe?

Odp.

151 121 L

Rozwigzanie zadania zilustruje na grafie:

0l, 01, 0l, Ol 151, 01, 0l, Ol 111, 01, 41, Ol 111, 41, 01, 0l 71, 41, 41, 0l
71

Zauwazmy, Zze aby odmierzy¢ 71 wody, wystarczy, abySmy mieli do dyspozycji naczynia o
pojemnosci 151 i 4l. Wtedy wystarczytoby napetni¢ woda butelke o pojemnosci 151 i
odla¢ z niej dwukrotnie 4l wody (odmierzajac wode butelka o pojemnosci 4I).
Oczywiscie, po pierwszym odmierzeniu wody nalezatoby ja wylac.
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Zad.6

Dwaj koledzy postanowili zagra¢ ze sobg w nastepujaca gre. Z pudetka, ktére zawiera
zielone i niebieskie kule, bedg losowa¢ z zamknietymi oczami ze zwracaniem kule tak
dtugo, az albo wylosowana zostanie pod rzad kula zielona, niebieska i niebieska - wtedy
zwyciezy Maciek - albo kula niebieska zostanie wylosowana trzy razy z rzedu -
wowczas wygra Jacek. Ktory z chtopcéw ma wieksze szanse na wygrang?

Zilustruje sytuacje opisang w tre$ci zadania na grafie.

LY N 4 n
Start——2 N S NN 3/NNN

Z - zielona kula
N - niebieska kula

Odp.

Wieksze szanse ma Maciek. Marek moze wygrac¢ tylko wtedy, gdy od razu pod rzad
zostang wyciggniete trzy niebieskie karteczki.

Zad.7

Uzupelnij graf.

2,3
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02 + 02 08 + 04

Tu, podobnie jak w zadaniu 2, rozwigzanie nie jest jednoznaczne.
Zad.8

Mieszkancy domu nr 2 i nr 5 oraz nr 2 i nr 1 postanowili sie odwiedzi¢. Jaka najkrotsza
droge musza przeby¢ mieszkancy domu nr 2, aby odwiedzi¢ mieszkancéw domu nr 5?7 A
jaka najkrotszg droge musza przeby¢ mieszkancy domu nr 2, aby odwiedzi¢
mieszkancéow domu nr 17

1km

A
2km / 3
A 50m A

2 3

Zauwazmy, ze najkrétsza droga miedzy domami nr 1 i nr 2 wynosi 2km, za$ dtugos¢
najkrotszej drogi miedzy domami nr 2 i nr 5 wynosi 200m + 1km + 50m = 200m +
1000m +50m = 1250m = 1km 250m.

Odp.

Mieszkancy domu nr 2, aby odwiedzi¢ mieszkancéow domu nr 5, muszg przeby¢ 2km, za$
aby odwiedzi¢ mieszkancow domu nr 1 muszg przeby¢ 1km250m.
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Zad.9

Antek pisze w szkole niezapowiedziang kartkdwke. Sktada sie ona z 4 pytan z 4
odpowiedziami (a, b, c ,d). Do kazdego pytania tylko jedna odpowiedZ jest poprawna.
Chtopiec zupeinie nic nie umie. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wszystkie jego
odpowiedzi bedg poprawne?

Zilustruje sytuacje opisang w tresci zadania na grafie.

=~ 7 z- zla odpowiedi
y \ - dobra odpowiedz

Odp.

Prawdopodobienstwo, ze wszystkie odpowiedzi Antka beda poprawne wynosi % .

Zad.10

a) Ola i Julka rzucajg jedng moneta. Jesli wypadnie ciag: orzetl, reszka - wygrywa Ola. Je$li
natomiast wypadnie ciag: orzet, orzet - wygrywa Julka. Ktéra z dziewczynek ma wieksze
szanse na wygrang?

Zilustruje sytuacje opisang w tresci zadania na grafie.
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Na grafie wida¢, ze gdy wyrzucimy reszke, caty czas wracamy do punktu wyjscia. Gdy
za$ wyrzucimy orta, do konca gry pozostat nam juz na pewno tylko jeden rzut. Jesli
wypadnie reszka - wygrywa Ola, je$li za§ wypadnie orzet - wygrywa Julka. Z tego
wynika, iz szanse dziewczynek wynosza po 50%.

Odp.
Dziewczynki majg réwne szanse na wygrana.

b) Czy dziewczynki miatyby rowne szanse na wygrang, gdyby Ola wygrywata przy ciagu:
orzet, orzet, reszka, a Julka przy ciggu: orzet, orzetl, orzet?

Zilustruje sytuacje opisang w tresci zadania na grafie.

START —— | 0 —2—3 | 00 —L oor

000

Na grafie widag¢, iz poki nie wyrzucimy dwdch ortéw, caty czas cofamy sie na start. Gdy
orzet zostanie juz dwukrotnie wyrzucony, ostatni rzut decyduje o rozstrzygnieciu gry.
Mozna wywnioskowa, ze szanse dziewczynek rozktadajg sie po 50%.

Odp.

Dziewczynki majg rOwne szanse na wygrana.
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c) A jaki bylby rozktad szans przy zatozeniu, Ze jesSli wypadnie ciag: orzet, orzet -
wygrywa Ola, a jesli wypadnie cigg: reszka, reszka - wygrywa Julka?

Zilustruje sytuacje opisang w tre$ci zadania na grafie.

0 0
r L
0
r
r
ri
rr
Na grafie mozna dostrzec geometryczng symetrie.
Odp.
Dziewczynki majg réwne szanse na wygrana.
Graf unikursalny

Graf unikursalny to taki, ktéry mozna narysowac ,nie odrywajac otéwka od kartki
papieru”. O grafie unikursalnym mowimy wtedy, gdy wszystkie jego wierzchotki sg
stopnia parzystego lub wystepuja doktadnie dwa wierzchotki stopnia nieparzystego.

Jednym z najbardziej znanych graféw unikursalnych jest graf zwany ,kopertg”. Ma on
dwa wierzchotki stopnia nieparzystego.

\/

16



A oto sposéb narysowania powyzszego grafu bez odrywania reki od kartki papieru:

™~
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W tym przypadku mamy z kolei przyktad grafu o wszystkich wierzchotkach stopnia
parzystego.
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Graf ten moZemy narysowac w nastepujacy sposob:

/\

/

Wracajac do pytania mieszkancow Krélewca nasSwietlonego na str. 2, mozemy
stwierdzi¢, ze graf, za pomoca ktérego zobrazowaliSmy problem, nie jest unikursalny,
gdyz wszystkie jego wierzchotki sg stopnia nieparzystego. Niestety, nie da sie wiec
przej$¢ wszystkich krélewieckich mostéw, przechodzac przez kazdy tylko raz.
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Cykl Hamiltona

Cykl Hamiltona to $ciezka przechodzaca przez wszystkie (poza poczatkowym)
wierzchotki grafu doktadnie jeden raz i konczaca sie w wierzchotku startowym.

Na postawie tak sformutowanej definicji nie mozemy okresli¢ jednoznacznie, na ktérych
grafach mozna wykonac¢ ten cykl. Na dwoch grafach unikursalnych przedstawionych w
poprzednim podrozdziale da sie wykona¢ Cykl Hamiltona. Na tej podstawie
wywnioskowatam, zZe cykl ten mozna wykona¢ na grafie unikursalnym.

Problem komiwojazera

Komiwojazer chce odwiedzi¢ pewng liczbe miast i wréci¢ do punktu wyjscia. Problem
polega na tym, iz chce on znaleZ¢ najkrétsza trase. Np.:

Poznafi -~ Y T Warszawa
™ /10

\‘\/ g ,a"w{'

8\'--\ SN

Wroclaw 1 Krakow

Zat6zmy, Zze komiwojazer wyrusza z Gdanska i chce odwiedzi¢ Warszawe, Krakow,
Wroctaw i Poznan, a nastepnie wrdéci¢ do punktu wyjscia (w tym przypadku jest to
Gdansk). Po przyjrzeniu sie grafowi wida¢, iz najkrétsza droga bedzie wygladata

nastepujaco:
Gd;frsk
1. \ 3
Poznaf / II"\.\ Warszawa
& .
) /10 Y »
f70 \
2 3
AN \ f?
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Gdansk =2 Poznan-> Krakow—=>Wroctaw—>Warszawa—-> Gdansk
1+2+1+3+3=10
Odp.

Komiwojazer pokona droge réwna 10 jednostek dtugosci.

Inne zastosowania graféow:

- mapy - aby dowiedzie¢ sie, jaka najkrétsza droga mozna dosta¢ sie z jednej
miejscowosci do drugiej, wykorzystujemy graf, ktérego wierzchotki beda odpowiadaty
miejscowos$ciom, a krawedzie drogom.

- miasta
S - punkt startowy
D - punkt docelowy
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- sieci - sie¢ komputerowa zbudowana jest z komputerow, ktore przesytaja miedzy soba
informacje. Komputery w danej sieci sg reprezentowane przez wierzchotki grafu, a
potaczenia miedzy nimi przez krawedzie.

@ - serwer
- komputer
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- praca doreczyciela - listonosz musi przej$¢ przez wszystkie domy, a nastepnie wrocic¢
na poczte. W wyborze optymalnej drogi pomoze mu graf.

-dom

® . poczta
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Podsumowanie

Przedtozona praca porusza jedynie niewielka cze$¢ zagadnien zwigzanych z teorig
graféw i jej mozliwymi zastosowaniami. Moim celem byto wyjasnienie podstawowych
poje¢ i zobrazowanie ich przy pomocy prostych przyktadéw. Prezentowane zadania
mialy unaoczni¢ ré6znorodnos¢ i przydatnos¢ graféw w rozwigzywaniu probleméw - nie
tylko natury czysto matematycznej, ale rowniez tych z zycia codziennego.
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Steinhaus, Hugo, Kalejdoskop matematyczny, Warszawa 1954.
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