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1 Pojecie wielomianu symetrycznego

Definicja. Wielomian W zmiennych x1, x2, . . ., x, nazywamy wielomia-
nem symetrycznym, jesli po dowolnej permutacji jego zmiennych otrzymu-
jemy wielomian rowny wielomianowi W(z1,xa, ..., zy).

Nastepujace wielomiany sa symetryczne:

(21,2, 23) = x12923 + T1X2 + Towy + X321 + X1 + T2 + T3,
(@1, 2, x3) = T1T2x3 — 2x1 T2 — 22123 — 2223,

2 2 2 2 2
($1,l’2,x3,$4, IE5) =T + Ty + T3 + Ty + T5,

T1,29) = 1125 + TS + 20303,

S TS

3 3
1'171'2) =T +1’2 - 7,

poniewaz po dowolnym przestawieniu ich zmiennych otrzymujemy wielo-
miany przyjmujace takie same wartosci jak wyjsciowe.

Ponizszy wielomian nie jest symetryczny:
2 2 2
W(z1,x2,3) = x{T2 + T125 + T573.
Aby to wykazaé, rozwazmy nastepujacg permutacje zmiennych:
r1 T2 I3
o= .
T2 T1 X3
Niech W, := Wy (x1, 2, ..., x,). Wowczas:
2 2 2 2 2 2
Wo (21, 22, x3) = 571 + X223 + v1T3 = T175 + 2123 + T2

Wspotczynnik przy x%xz wynosi 1 dla W, ale 0 dla W,,. Zatem W, #= W,
wiec wielomian W nie jest symetryczny.

2 Podstawowe wielomiany symetryczne

Definicja. Podstawowymi wielomianami symetrycznymi zmiennych x1,
x2,..., Ty stopnia k € N nazywamy kazdy z wielomianow ey (z1,x2, ..., Ty)
postaci:

ex(z1, T2, ..., oy) = g Ty Tiy - - - Tiy -
1< <i2<... <t <N



Dla k e€{1,2,...,n}:
e1(z1, 7, @) = Y Ty,

1<ii<n
62($1,$27...,ﬂ7n) - E xilx’iza
1<i1<io<n
en(T1,22,...,Tn) = E Tiy Tig - - Tiy -

1< <i2<...<ip<n

Dla kazdego k € N, k < n, istnieje dokladnie jeden podstawowy wielomian
symetryczny n zmiennych stopnia k. Przyjmujemy eg = 1 oraz e, = 0 dla
kazdego k > n.

Dla n = 3 podstawowe wielomiany symetryczne maja postac:

e1(z1, 2, x3) = 1 + T2 + T3,
ea(r1, 2, x3) = 122 + T2x3 + T3T1,

e3(x1, T2, 23) = T12223.

Twierdzenie 2.1 (O wielomianach symetrycznych) Jezeli wielomian

Wz, xo,...,x,) jest dowolnym wielomianem symetrycznym, to istnieje
doktadnie jeden wielomian Q(x1, 2, ..., xy,) taki, ze
W(x1,xo, ..., xn) = Qe1(x1,22, .., Tpn)y -, ek(T1, 22, ..., Tpn)).

Dowéd znajduje sie w ksiazce Ideals, Varieties, and Algorithms David
A. Cox, John B. Little, Donal O’Shea

O

Oznacza to, ze poprzez sumowanie oraz mnozenie wielomianéw ey, ea, ..., e,
mozna zbudowaé kazdy wielomian symetryczny. Na przyktad:

x% + x% + x% = (x1+ 2+ a;3)2 — 2(z122 + xox3 + T3T1) = e% — 2e9.



3 Algorytm redukcji wielomianéw symetrycznych

Istnieje algorytm pozwalajacy na przedstawienie wielomianu symetrycz-
nego w postaci elementarnych wielomianéw symetrycznych.

3.1 Procedura

Niech f bedzie wielomianem symetrycznym zmiennych i, xa, ..., Ty.
Zalézmy bez straty ogélnosci, ze x,, > Tp—1 > ... > x1.

Ze zbioru jednomian6éw nalezacych do f wybieramy ten o najwyzszym
stopniu, a jesli istnieja co najmniej dwa o takim samym, to dokonujemy se-
lekcji sposrod nich, kierujac sie porzadkiem leksykograficznym. Dla kazdego
k € {1,...,n} oznaczamy stopienn zmiennej x przez s.

Zdefiniujmy ¢ jako wspoélczynnik stojacy przy znalezionym jednomia-
nie. Realizujemy operacje przypisania:

R Sn—8n—-1 _Sn—-1—Sn-2  S2—S1 .81
g:=f—cef €5 €1 ey

Procedure powtarzamy dopdki g # 0. W chwili jej zakoiniczenia f bedzie
przedstawiony jako suma wyrazen odjetych od f podczas kolejnych pod-
stawienn. Kazdy taki sktadnik jest iloczynem elementarnych wielomianéow
symetrycznych, przemnozonych przez skalar, co implikuje fakt, iz finalna
postaé¢ wielomianu f bedzie zgodna z zalozeniem algorytmu.

3.2 Zadanie 1.
Dany jest wielomian:
W(a:l, o, 333) = 37% + x% + Z‘% + 3(61332 + 3.732333 + 33731:1.

Przedstawi¢ go w postaci podstawowych wielomianéw symetrycznych.

Rozwigzanie

Na podstawie algorytmu redukcji wielomianéw symetrycznych: znajduje-
my najwiekszy jednomian, jest nim z3, stopnia drugiego. Odejmujemy od
wielomianu f wyrazenie e?, za$ rezultat przypisujemy do wielomianu g:

g = x% + a:% + x% + 3x1w9 + 3woxs + 33wy — (11 + 22 + :U3)2



Czynnosé wykonujemy ponownie, tym razem biorac pod uwage jednomian
roxg. Wielomian f zmniejszamy o wyrazenie es:

1
g = 21272 + Xax3 + w371 — (2122 + 2223 + T371)

Ostatecznie otrzymujemy: W (x1, x9, z3) = €3 + ea.

3.3 Zadanie 2.

Przeksztalcié wielomian:
2
W(x1,x0) = 125 + 202 + 25 + 25 + (2122)

do postaci sumy elementarnych wielomianéw symetrycznych.

Rozwigzanie

Skorzystajmy z algorytmu redukcji. Pierwszym najwickszym znalezionym

. . . 3
jednomianem jest x1x;.

g = 217 + 2ox} + 25 + 23 + (v122)? — U(z120) (71 + 22)°
Nastepnie wyznaczamy jednomian (—1)(z122)?, réwniez czwartego stopnia.
g:=af + a3 — (r122)” = (—1)(z122)°

Po obnizeniu stopnia wielomianu, analizujemy sktadnik z3.
g = + o3 —1(x; +x2)°
Ostatecznie znajdujemy jednomian —3z123 i jest to ostatni krok algorytmu.
9= (=3)a123 + (=3)zaa} — (=3)(x1 + x2)(x122)

Stad: W (z1,72) = exe? + €3 — e} — 3eqes.

4 Sumy potegowe wielomianéw symetrycznych

Definicja. Suma potegowa wielomianu symetrycznego zmiennych xq,
x9, ..., Ty stopnia k € N jest wielomian symetryczny pg(z1,z2,...,Ty)
bedacy suma k-tych poteg wszystkich jego zmiennych.

n
pr(x1, T2, ..., Tp) = fo
i=1



Dla k € {0,1,2,...}:

p(](xlax%"'vxn) =n,

p1(x1,22,...,2n) =21 + 22 + - + Ty,
2 2 2

p2(x1,29, ..., Tp) =] + 25+ - + x5,

n
pr(x1, T2, ..., Tp) = fo
i=1

Dla kazdego k € N istnieje doktadnie jedna suma potegowa wielomianu sy-
metrycznego n zmiennych stopnia k.

Dla n = 3 sumy potegowe wielomiandéw symetrycznych sa nastepujace:

p1(z1, 22, 23) = 21 + x2 + 73,
2, 2, 2
p2(z1, 2, 23) = 77 + 75 + 73,

3 3 3
p3(x17x27x3) - xl + .’L'z + .’I]g,

5 Pelne jednorodne wielomiany symetryczne

Definicja. Pelnym jednorodnym wielomianem symetrycznym zmien-
nych x1,x9,...,2, stopnia k € N jest wielomian symetryczny hy(x1, z2,
..., Tn) bedacy suma wszystkich jednomianéw stopnia k jego zmiennych.

hk(xl,xg,...,xn) = E Ly Lo * ** Ty
1<ig <ip<---<ip<n



Dla k € {0,1,2,...}:

h0($1,$2,...,$n) = 1,
hl(w17x27"'7x7’1) - E Ty
1<i1<n
hao(x1,22,...,2,) = § Tjy Ti,
1< <ia<n
hi (1,22, .., 2n) = E Ty Tiy *+ * Ty -

1<iy <ip<--<ip<n

Dla kazdego k € N istnieje doktadnie jeden pelny jednorodny wielomian
symetryczny n zmiennych stopnia k.

Dla n = 3 pelne jednorodne wielomiany symetryczne definiujemy jako:

hi(w1,22,23) = o1 + 22 + 23,
L 2, 2, .2

o(x1, x9,w3) = af + x5 + x5 + 122 + 123 + T2T3,
hs(z1, 2, 23) = o5 + a3 + 23 + ¥iw0 + ¥iT3 + V3T +

2 2 2
+ r5x3 + 1371 + 23T + T1T2T3.

6 Wzory Newtona-Girarda

6.1 Notacja i zaleznosci

Definicja. Niech x1,...,x, beda zmiennymi. Oznaczmy podstawowy
wielomian symetryczny stopnia k przez eg(z1,...,zy), k-ta sume potegowa
jako pi(x1,...,x,) oraz pelny jednorodny wielomian symetryczny stopnia
k poprzez hi(z1,...,2z,). Wowczas dla kazdego k > 0 otrzymujemy naste-
pujace zaleznosci:

k
kep(x1,...,2n) = Z(—l)i_lek—z‘(%, o T)pi(T1, s Th)- (1)
i=1
k
khg(z1,...,2n) = Z hi—i(x1, ... xn)pi(T1,. .., Tp). (2)
i=1



Zalezno$ci pomiedzy podstawowymi wielomianami symetrycz-
nymi a sumg potegowsq

Dla k € {1,2,3,...}:

€1 = P1,
2ep = e1p1 — po,
3e3 = eap1 — e1p2 + p3,

Zalezno$ci pomiedzy sumg potegowa a pelnymi jednorodnymi
wielomianami symetrycznymi

Dla k € {1,2,3,...}:

h1 = p1,
2hg = hip1 + p2,
3hs = hap1 + hip2 + ps3.

k
khy = Z hy—ipi-
i—1

Zalezno$ci pomiedzy pelnymi jednorodnymi wielomianami sy-
metrycznymi a sumg symetryczng



Dla k € {1,2,3,...}:

eoh1 + e1thg = 0,
eoha + ethy + eahg =0,
eohs + e1ha + eahi + eshg = 0,

6.2 Zadanie 3.

Przeksztalci¢ wielomian W(x1, x9, x3) = :L‘? + l‘% + m% + 4z1x923 do po-
staci sumy elementarnych wielomianéw symetrycznych.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze W (x1, v, 13) = o3 + x5 + x% + 412003 = p3 + 4de3. Korzysta-
jac ze wzoru Newtona-Girarda, przedstawmy ps za pomoca elementarnych
wielomianéw symetrycznych.

p3 = ei1p2 — eap1 + 3es,
P2 = e1p1 — 2eg = €3 — 2e,
p3 = eq- (e% — 2e9) — ege1 + 3es,

pP3 = 6515 - 36162 + 363.
Podstawmy otrzymane wyrazenie do wielomianu wyjsciowego.

1:21)’ + :E% + x% + dx1x903 = p3 + 4des
= e‘;’ — 3etreg + 3es + 4deg

= e:f — 3ereq + Tes.

6.3 Zadanie 4.

Przedstawi¢ wielomian W (x1, 29, 73) = 25 + 23 + x% + 229 + 2223 +
x%ml + x%mg + x%xl —i—x%xg + x12223 za pomocg sum potegowych wielomianu
symetrycznego.

Rozwigzanie



Zauwazmy, ze wielomian W jest pelnym jednorodnym wielomianem syme-
trycznym stopnia 3, czyli hs(z1, z2, 23). Wykorzystujac zaleznosci pomiedzy
pelnymi jednorodnymi wielomianami symetrycznymi oraz sumami potego-
wymi, uzyskujemy:

hl = D1,
2hg = hip1 + p2,
3h3 = hap1 + hipa + ps3.

Przeksztatcajac powyzsze zaleznosci, otrzymujemy oczekiwang postaé wie-
lomianu wyj$ciowego:

hl = P1,
2hy = pi + po,
1
3h3 = i(p% + p2)p1 + pip2 + ps3,
1 3
3hg = ipf + 5pip2 + pa.

Ostatecznie: h3 = %p% + %plm + %p&

6.4 Zadanie 5.

Nastepujacy wielomian doprowadzié¢ do wyrazenia ztozonego z pelnych
jednorodnych wielomianéw symetrycznych:

W (z1, 22, 23) = 21(z273)? + 22(v321)* + 23(T172)*

Rozwigzanie
Rozpiszmy podany wielomian w postaci iloczynu podstawowych wielomia-
néw symetrycznych:

1‘1($2$3)2 + 332(903:1:1)2 + .7}3(3313}2)2 = (r172 + wox3 + x3771) (T12223)

Z tozsamosci Newtona-Girarda dla sum symetrycznych i pelnych jedno-
rodnych wielomianéw symetrycznych przeksztalcamy wyrazenie stojace po

10



prawej stronie powyzszej rownosci, czyli eses:

<h2€0 + hlel) (hgeo + hoey + hleg)
€9€3 —

—hg —hg
([ h2eg + hie haeg + hoer + hieq
—< ) ()
ha
h2 (haeg + hier) <h3€o + haey — %(hQGO + hlel))

1 hie hieg hi hieg
h2 <h260 + hlho) <h3€0 + ho “ho T <h2€0 + h0>>

1
h2 (haeg — h3)(hseg — 2hahy + h?)

= (hy — h?)(hs — 2hohy + h?)
= hshy — 2h1h3 + 3hoh? — hah? — hf

Ostateczna postacia wyrazenia jest hshg — 2h1h3 + 3hoh? — h3h? — hi.

7 Pojecie podstawowej Sredniej symetrycznej

7.1 Definicja

Podstawowa Srednig symetryczna zmiennych rzeczywistych x1, xo, ..., 2,
dla n, k € N definiujemy jako:

€k
mr = 73>
(x)
gdzie ey, jest elementarng funkcjg symetryczng zmiennych x1, xo, ..., zy.

7.2 Nierownos¢ Newtona

Niech my oznacza k-ta Srednig symetryczng zmiennych rzeczywistych
T1,T9,...,T,. Wowczas dla kazdego n, k € N:

2
ME—1Mi1 < M

Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie zmienne xq, x2, ..., Ty
sa roéwne. Zauwazmy, ze m; jest arytmetyczng, zas m,, geometryczng sred-
nig tych zmiennych.

11



7.3 Nierownos¢ Maclaurina

Oznaczmy przez my k-ta Srednia symetryczng zmiennych rzeczywistych
1,%2,...,Zn, k € N. Dlakazdego n € N, spelniony jest nastepujacy taricuch
nieréwnogci:

my > my > Ymg > ... > Ymn

Podobnie jak w nieréwnosci Newtona, réwnos$é zachodzi wtedy i tylko wte-
dy, gdy zmienne x; sa sobie réwne.

8 Zastosowania wzoru w ukltadach réwnan

Znajomosé wzoru Newtona-Girarda jest przydatna w rozwiazywaniu nie-
ktorych uktadéw réwnan. Najistotniejsza w tego typu zadaniach jest zalez-
nos¢ pomiedzy suma symetryczng, a potegowa wielomianéw symetrycznych.

8.1 Zadanie 6.

Dany jest uklad trzech rownan:

rH+y+z=1
224yt 22 =2
P4yt +28=3

Okresli¢ wartosé z* + 34 + 24,

Rozwigzanie
Niech ej oraz p; beda sumg symetryczng oraz k-ta suma potegows zmien-
nych z,y, z. Na podstawie tozsamosci Newtona:

pp=x+y+z=1
pp=xt+y?+22=2
ps=a3+y3+22=3

Dodatkowo e; = p; = 1 oraz e4 = 0, poniewaz liczba zmiennych nie prze-
kracza 3. Nastepnie:

pr—er =0 er =1
p2 —eip1 +2e2 =0 =Je=—3
p3 — e1p2 + e2p1 — 3ez =0 e3 =g

12



Szukana wartocig jest 24 4+ y* 4 2* = p4. Ponownie odwolujac sie do wzoru,
otrzymujemy:

1 13
p4=e1p3—62p2+63p1—4e4=3—1+6ZE.

8.2 Zadanie 7.

Dany jest uklad trzech réwnan:
r+y+z=1
4yt 42 =3
Byt 22 =T

Znalez¢ warto$é wyrazenia x° + y° + 2°.
Rozwigzanie

Dla e; bedacego suma symetryczna oraz pi przedstawiajacego k-ta sume
potegowa zmiennych x,y, z:

pr—e1 =0 e1 =1
pa —e1p1 + 2e9 =0 = <ep=-—1
p3 — e1p2 + eapp — 3ez =0 ez =1

Szukang wartoscia jest 2° +y° + 2° = ps. Liczba zmiennych jest réwna 3, a
zatem e = 0 < k > 3. Kontynuujac rozwazania:

ps = e1p3 — eap2 +e3pr —4deg =1+ 3+ 7 =11,
Ps = €1Pp4 — €aP3 + e3pa — e4p1 + des =3+ 7+ 11 = 21.

9 Zadania olimpijskie

W zadaniach z olimpiad panstwowych i miedzynarodowych zwigzanych
z wielomianami czesto kluczowym elementem rozwiazania okazuje sie zasto-
sowanie tozsamosci Newtona-Girarda lub nieréwnosci symetrycznych. Oto
kilka przyktadowych zadan.

13



9.1 Zadanie 8.
Roéwnanie wielomianowe 23 — 622 + 52 — 1 = 0 ma trzy pierwiastki
rzeczywiste: a, b, c. Wyznaczy¢ wartoéé wyrazenia a® + b° + c°.
Zrédto: Canadian Open Mathematics Challenge 2003

Rozwigzanie
Na podstawie wzoréw Viete’a:

es = abc =1,
es = ab+ bc+ ca =5,
e1t=a+b+c=6.

Zauwazmy, ze e; = p; = 6, oraz e, = 0 <= k > 3, poniewaz liczba zmiennych
wynosi 3. Korzystajac z tozsamosci Newtona:

po= ep1 —2e2=6-6—2-5= 26,

p3 = e1ps —eagp1+3e3=6-26—5-6+3-1=129,

ps= €e1p3 —egps+e3pp —4es4 =6-129—-5-26+1-6 —4 -0 = 650,

P5 = e1P4 — €2p3 + e3P — eqp1 + des =6-650 —5- 12941 26—
—0-6+5-0=3281.

9.2 Zadanie 9.

Pierwiastkami z* — 23 — 22 — 1 = 0 s3 a, b, ¢, d. Znalez¢ wartosé £(a) +
£(b) + £(c) + £(d), gdzie {(z) = 20 — 2° — 23 — 2% — 2.
Zrédto: American Invitational Mathematics Examination 2008

Rozwigzanie

Niech z = £(a) + £(b) + ¢(c) + £(d). Wowcezas:
z= (a®—a®—a®—a®—a)+ (0° —b° - b* —b* — D)
+ (= - - =)+ (d° —d® —d® —d* —d)
= @+ + S+ d) = (PP +E+d) — (P40 + S+ dP)
— @+ +E+d?) —(a+b+c+d)
= P6 —P5 —P3—DP2—P1-

Przy zastosowaniu sum potegowych Newtona dla pierwiastkéw réwnania

xt — 2% — 22 — 1 przy po = 6, otrzymujemy:

a4pe + aszps + asps + a1ps + app2 + a—1p1 +6a_9 =0
P —P5 —Pa—0p3 —p2 —0p1 —6-0=0
D6 — P5 —pa —p2 = 0.

14



Po dodaniu py — p3 — p1 do obydwu stron réwnania, uzyskujemy:
P6 —P5 —P3 — P2 —P1=pP4—P3—P1

A zatem z = py — p3 — p1. Na podstawie tozsamosci Newtona-Girarda znaj-
dujemy, iz p1 = 1, p3 =4 i py = 11. Dlatego odpowiedzig jest:

11-4—-1=6.

9.3 Zadanie 10.
Niech n > 2 bedzie stalg caltkowitg. Znalezé taka najmniejszg statg C,

ze nierownosé
2 2 4
g wiwg(2; +27) < O( g ;)
1<i<j<n 1<i<n

zachodzi dla kazdego x1,x2,23,...,2, > 0.
Zrédto: Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna 1999

Rozwigzanie
Poniewaz nieréwno$é jest jednorodna, mozemy przyjaé¢ p1 = e; = 1. Zgod-
nie z tozsamoscia Newtona: py — e1ps — eap2 + e3p1 — 4eq = 0.

Teraz prawa strona nieré6wnodci przedstawia sie nastepujaco:

C( Z )t =Clzi 4+ .. . fz)t=C-1"=C

1<i<n

Przeksztalémy zatem jej lewsa strone:
2 2 3
> smedra= 3 (25

1<i<j<n 1<i<n i

Wykorzystujac ponownie fakt, iz e; = 1, uzyskujemy, iz:
Do (@t | = D0 al - =ps -
1<i<n j#i 1<i<n

Kontynnujmy rozwazania, przy zastosowaniu wzoru Newtona-Girarda:

3 — pa = eapa — e3p1 + deg = (e2(1 — 2e2)) + (deg —ezeq) < C

15



Przeanalizujmy sktadniki wyrazenia znajdujacego sie po lewej stronie ostat-
niej nieréwnosci:

1 1 1
ea(1 = 262) = 2e5(3 —€2) < (2 + (5 — €2))* = 3,

co nastepuje z nieréwnosci pomiedzy $rednia arytmetyczng, a geometryczna

oraz:
1
<e4>4<4<n) e A n_3ee < ege
N >~ m N - €3€1 > €3cq,
(1) 4G n

e i3) (1)

co zachodzi na podstawie nieréwnosci Maclaurina. W zwiazku z powyzsza
obserwacja:

62(1 — 262) + 4eq4 —ezer <

| =

Najnizsza wartoscia C' jest zatem %.
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