Weronika tabaj

Geometria Bolyaia-Lobaczewskiego

Tematem mojej pracy jest geometria hiperboliczna, od nazwisk jej twoércow nazywana
tez geometrig Bolyaia-t.obaczewskiego.

Mimo, ze odkryto ja dopiero w XIX wieku poczatki historii, ktora doprowadzita do jej
powstania siggaja juz starozytnosci. Wtedy grecki matematyk i filozof — Euklides napisat
dzieto zatytulowane ,,Elementy”, w ktorym zebrat i usystematyzowat cata 6wczesna wiedze
matematyczna. W dziedzinie geometrii jego praca polegala na ustaleniu podstaw, czyli
sformulowaniu definicji i aksjomatow — twierdzen przyjmowanych bez dowodu, niejako
zatozen, na podstawie ktorych wyprowadza si¢ wszystkie pozostate twierdzenia
geometryczne.

Aksjomatem wzbudzajacym wiele kontrowersji okazat si¢ tzw. piaty postulat, czasem
nazywany réwniez pewnikiem Euklidesa, ktory brzmi:

Jezeli dwie proste przy przecieciu z trzeciq tworzq kqty wewnetrzne jednostronne,
ktorych suma jest mniejsza od dwoch kqtow prostych, to proste te przecinajq sie przy

dostatecznym przedtuzeniu i to po tej wlasnie stronie.
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Co6z, przyznaé trzeba, ze twierdzenie jest najogdlniej mowiac mato przejrzyste.

Zrozumienie go bez odpowiedniego rysunku (rys. powyzej) graniczy z niemozliwoscia, wigc



aby udoskonali¢ prace Euklidesa matematycy probowali rozwiaza¢ problem nieszczgsnego
aksjomatu. Czg$¢ z nich zajeta si¢ sformutowaniem twierdzen rownowaznych, ale bardziej
zrozumiatych, jak np.

Suma kqtow wewnetrznych trojkqta wynosi 180 °

Wysokosci w trojkqcie przecinajq sie w jednym punkcie.

Istnieje prostokat.

Inni starali si¢ wykaza¢ zbedno$¢ zatozenia poprzez udowodnienie go na podstawie
poprzednich aksjomatow. Jak si¢ jednak okazato nie dos¢, ze jest to niemozliwe to jeszcze na
dodatek po zaprzeczeniu postulatowi... spodziewanej sprzeczno$ci nie ma, wszystko nadal
jest zgodne z logika, mimo, ze wnioski, ktore z tego wynikaja na pierwszy rzut oka wydaja
si¢ absurdalne.

Taka wtasnie jest geometria hiperboliczna — podobna, a jednak catkowicie odmienna
od znanej nam geometrii euklidesowej. A rdzni je tak niewiele — pewnik Euklidesa,
prawdziwy w tej ostatniej, zaprzeczony u Bolyai-Lobaczewskiego, wszystkie pozostate
zalozenia sg takie same.

Proste w modelu Poincare na potptaszczyznie i w modelu Poincare w kole Poniewaz

geometria hiperboliczna jest dla nas mniej naturalna istnieje szereg modeli, ktére utatwiaja
nam zauwazenie i zrozumienie wiele z jej wlasciwosci. Ja w swojej pracy postugiwalam si¢
modelami Poincare na potplaszczyznie i w kole. Na modelu w poétptaszczyznie plaszczyzna
jest polptaszczyzna bez prostej bedacej jej brzegiem, prostymi natomiast sa potokregi, ktorych
srodki leza na brzegu poélptaszczyzny i1 poOlproste do niej prostopadle. Prosta, ktora jest
brzegiem potplaszczyzny stanowi zbior tzw. punktéw niewlasciwych plaszczyzny, ktore do
ptaszczyzny nie naleza. W modelu w kole ptaszczyzna jest koto bez brzegu i punktu bedacego
jego srodkiem, a prostymi sa $rednice kota 1 tuki prostopadie do brzegu kota. Tutaj punktami

niewlasciwymi plaszczyzny jest jego brzeg oraz srodek.
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Proste w modelu Poincare na polplaszczyznie i w modelu Poincare w kole
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Przykiady prostych rownoleglych w obu modelach.

Nowoscia, ktora pojawia si¢ w geometrii hiperbolicznej jest pojecie nadrownoleglosci.
Jak wida¢ na poprzednich rysunkach, proste réwnoleglte maja tu punkt wspolny, punkt
niewlasciwy plaszczyzny, czyli najogélniej moOwiac przecinaja si¢ w nieskonczonosci,
analogicznie jak wykres funkcji y = a/x. Natomiast prostymi, ktore nigdy si¢ nie przetna sa

proste nadrownolegle.

Przyktady prostych nadrownoleglych w modelach.



W tym momencie natykamy si¢ na problem, czy proste przedstawione na kolejnym

rysunku sa prostymi réwnolegtymi, nadrownoleglymi, czy moze przecinajacymi si¢ ?

Patrzac na ilustracja nasuwa si¢ mysl, ze to przeciez oczywiste, na pierwszy rzut oka
wida¢, ze proste nigdy si¢ nie przetna, sa wigc nadréwnolegle. Sytuacja komplikuje si¢ jednak

po przeniesieniu jej do modelu w kole.

W tym przypadku proste ewidentnie si¢ przecinaja.
Jak pogodzi¢ te dwa, wydawatoby si¢ sprzeczne stanowiska ? Oto6z, jak to zwykle w
takich sytuacjach bywa, prawda tkwi posrodku, poniewaz proste ani si¢ nie przecinaja ani nie

sa nadrownolegte, a tylko .... rownolegte. Dlaczego ?



Przede wszystkim musimy pamigtaé, ze w modelu w kole punkt bedacy srodkiem kota
nie nalezy do ptaszczyzny, jest punktem niewtasciwym, a tym samym proste, ktore przecinaja
si¢ w tym punkcie sa rownolegle wzgledem siebie. Co do modelu na potplaszczyznie trzeba
odwota¢ si¢ do definicji réwnoleglosci, poniewaz w tej geometrii nieco rdzni si¢ od sposobu
w jaki intuicyjnie rozumiemy to pojecie. Otdz rownoleglos¢ przestata oznaczaé
nieprzecinanie, oznacza oddzielanie, tzn. prosta rownolegla do danej to taka, ktora oddziela
proste przecinajace dana prosta od prostych do niej nadrownoleglych, co obrazuje ponizszy

rysunek.

Przy okazji chcialabym pokaza¢ rysunek trojkata, ktorego wysokosci sa rownolegle
wzgledem siebie. Jak to mozliwe ? Odpowiedzia na to pytanie sa przedstawione wyzej

rozwazania.




Tym co najbardziej mnie zainteresowalo w geometrii hiperbolicznej jest fakt, ze czes$¢
znanych nam poje¢, jak wczesniej przytoczona rownolegto$¢, zmienia swoje znaczenie, a
ponadto pojawiaja si¢ zupelnie inne, nieznane geometrii euklidesowej. Jednym z nich jest

pojgcie prostej zagradzajacej kat, czyli rownoleglej do obu ramion kata jednocze$nie.
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Przyktady prostej zagradzajqcej kqt w modelach.

To, co tutaj zaprezentowatam jest tylko krotkim wstgpem do geometrii hiperbolicznej,
w ktorej stwierdzenia na pozor absurdalne niejednokrotnie okazuja si¢ prawdziwe, jak cho¢by
nie istnieje prostokat, suma katow wewngtrznych trojkata waha si¢ od 0 do 180°, istnieja
trojkaty niewtasciwe, ktoérych co najmniej jeden wierzcholek jest punktem niewlasciwym
ptaszczyzny i, co si¢ z tym wiaze, trojkat prostokatny o boku nieskonczonej dtugosci, poza
tym nie istnieje podobienstwo, a tylko przystawanie 1 wiele, wiele innych ciekawych
wlasnosci.

Geometrie odmienne od ,,naszej”, poczciwej euklidesowej sa naprawdg pasjonujacym
tematem, co wigcej, majacym liczne zastosowania i mam nadziejg, Ze moja praca pomoze si¢

wam him zainteresowac.
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