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1 Nieré6wno$é Cauchy’ego o $rednich. Sumy i ilo-
czyny.

Barttomiej Grochal

1.1 Teoria
1.1.1 Wprowadzenie

Niniejszy referat przedstawia sposob rozwigzywania zadan opierajacy sie na
wykorzystaniu nier6wnosci pomiedzy $rednimi. Bardzo czesto wspomniana
zalezno$é uzywana jest do dowodzenia szczegdlnej klasy nieréwnosci, jed-
nakze jej zastosowania sa duzo szersze. W niniejszej pracy znajduja sie za-
dania ze wszystkich etapoéw polskiej Olimpiady Matematycznej, a ponadto
rowniez z zawodow miedzynarodowych.

W referacie zostalo takze poruszone zagadnienie dotyczace wtasnosci i roz-
wigzan réwnania: 1 + x2 + ... + & = T1T2...T,. Ta czes¢ stanowi szer-
sze spojrzenie na problemy zwigzane z nieréwnoscig Cauchy’ego. Omdwione
wlasnosci okazuja sie czesto pomocne w rozwiazywaniu zadan olimpijskich.
Warto zwrécié¢ uwage takze na sposoby przeprowadzania dowodoéw zamiesz-
czonych twierdzen, gdyz one takze sg $ciSle powigzane z tematyka zmagan
mlodych matematykow.

1.1.2 Srednie w nieréwnosci Cauchy’ego

Srednia arytmetyczna
Srednig arytmetyczna n liczb rzeczywistych a1, as, ..., an nazywamy licz-
be:
a1 +ag + ...+ an
- .

A, =

Srednia geometryczna
Srednig geometryczna n liczb niewjemnych a1, as, ..., a, nazywamy licz-
be:

Gnp=¥a1-as ... an.

Srednia harmoniczna
Srednig harmoniczng n liczb dodatnich a1, as, ..., a, nazywamy liczbe:




Srednia kwadratowa
Srednig kwadratowsg n liczb rzeczywistych a1, as, ..., a, nazywamy liczbe:

Kn:\/a%—l—a%—i—...—l—ai.
n

1.1.3 Twierdzenia o zaleznosciach miedzy srednimi

Twierdzenie 1.1 (Twierdzenie o zaleznosci pomiedzy $rednimi: arytme-
tyczng i geometryczna) Srednia arytmetyczna kazdych n liczb niewjemnych
ai, az, ...,apn(n > 2) jest nie mniejsza od ich $redniej geometrycznej, przy
czym Srednie te sq rowne wtedy ¢ tylko wtedy, gdy a1 = ag = ... = ay,, czyli
zachodzi nastepujgca nierownosé:

ar taz+ ...+ ay
n

> MYai-ag - ... ay.
Dowoéd
Zalozenie: nie wszystkie liczby sposréd aq, as, ..., a, sa réwne.
Na poczatek przeprowadzony zostanie dowdd przez indukcje po k dla kazdej

liczby n postaci n = 2F (k jest liczba naturalna).
1.Dla k=1, czylin=2:

. <a1+a2>2 (al—a2>2< <a1—|—a2>2
142 — - )
2 2 2

ai + a2

Vag - ag < 5 .

czyli:

2. Krok indukcyny:
. .. . al+ag+...+a,k— _
Zalozenie indukcyjne: # > 2F \1/a1 “ag ... Qgk—1.
aitaz+...+a
Teza: #

k
> 27/a1-az - ... Qgk.

Dowod:

a1+a2+...+a(2k) 1 /a1 —|—a2+...—|—a(2k71) +a(2k—1+1) ++a(2k)
ok = 5 9k—1
1 <a1+a2—|—...+a(2k1) N A(k—141) +...+a(2k)> >

2 ok—1 ok—1




1

5 . ( Zk_,l/al Caee a(Qk—l) + 2k7V(a2k_1+1) E a(zk)) >
\/Qkf,l/al Ceeet Qok-1y 2’“*i/a(2k_1+1) Tt Qo) = 2k ay - ... Q(gk)-

A wiec dla kazdej liczby n = 2F nier6wnosé jest prawdziwa. Przeprowadzo-
ny zostanie teraz dowod prawdziwosci zadanej nieréwnosci dla kazdej liczby

rzeczywistej nieujmene;j.

Zalozenie: m = 2F > n.

ai+ag+...+a, (a1t +ap)

ATL - = =
n m
(a1 + ... +an) + 2 (ar + ... + an) _ (a1 + ... +an)+(m—n)- A, _
m m
(a1 + ... +an) + (ant1 + .. + am)

= Ap > fa G =
m
”{/al-...-an~An'...-An: ﬂ{/al-...-an~Aﬁ_".
A, > "(/al-...-an-Anm_",
AV >ay.an - AT
AY>ay ... ap,

A, > Vay ... ap = Gy

Ponizej znajduje sie dowod drugiej czedci twierdzenia dotyczacej réwno-
$ci Srednich: arytmetycznej i geometrycznej. Twierdzenie sformutowane jest
jako réwnowazno$é, dlatego dowdd zostanie przeprowadzony w dwoch kro-
kach.

1. Jedli a1 = a9 = ... = ay, to:

airt+az+...+ay nai
Ay = =— =a,
n n

G, = Yaraz...a, = V/al = ay.

Zatem rzeczywiscie: A, = G,.



2. Dowdd implikacji "w drugg strone". Zatozenie: A,, = G,,. Nalezy wy-
kazaé, ze a1 = as = ... = a,. Dowdd nie wprost:
Hipoteza: a1 # as. Wowczas:

Va1 # Jaz oraz (y/a1 — y/az)? > 0, czyli a1 + az > 2./araz.

Wobec tego:

(a1 +az2) +as+ ... +ay - 2\/a1as +as + ... + an,
n n

A, =

vaias + /aras +as + ... +a n
- = > \/\/ 2"/

aia aias - ag - ... Gp =

Yaiasas...a, = Gy,

skad A, > G, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze A,, = G,. Otrzyma-
na sprzeczno$é¢ dowodzi, ze rzeczywiscie: A, = G, = a1 = as = ... =
Q.

g

Zaleta powyzszego rozumowania jest fakt, ze jest ono przystepne prak-
tycznie dla kazdego czytelnika. Istniejg jednak znacznie krotsze dowody po-
wyzsze] zaleznosci, ktére przedstawione zostaly ponizej:

Dowo6d przy uzyciu nieré6wnoéci o ciaggach jednomonotonicznych
Dowéd Wezmy dowolny ciag ({/a1, {/az, ..., {/an) i zalézmy (bez straty
ogolnosci), ze jest on uporzadkowany nierosnaco. Zatem: ciag ({/an) jest
monotoniczny, a wiec i jednomonotoniczny sam ze sobg. Nastepnie, mnozac
przez siebie n razy kolejne elementy tego ciagu (ponizej podany przykltad
dla n = 3, mnozenie wykonujemy "po przekatnej") otrzymujemy:

3/(11 3/a2 3/a3
3/a1 3/a2 3/a3

n- /a1 -ag - ... anp.
Na mocy nieréwnosci o ciagach jednomonotonicznych:
n n
Yar + Yay + ...+ Ya, =ar+ax+...+an,>n- Yay-ag - ... Qn,

a1 +ag+ ...+ ay
n

> Mai-ag - ... Qy.



Dowdd przy uzyciu nieréwnosci Muirheada
Dowéd Wezmy takie ciagi (ay,) i (by), ze: a = (1,0,0,...,0),b = (£, 1, ..
Woéwcezas:

3

3
3=
~—

(an) = (bn).
Z nieré6wnosci Muirheada otrzymujemy:
11 1
(n—1!(z1+z2+...+xy) >nl-ay - zy - -xf,
Co po podzieleniu przez n! daje:
T+ x2+ ...+ Ty
> Yx1 -T2 .. Ty

n

O

Dowoéd przy uzyciu nieré6wnoéci Jensena
Dowo6d Wezmy takie wagi, ze: a3 = ag = ... = a, = % Fukcja f(z) =
log(z) jest wklesta w przedziale (0, 00), wiec dla dowolnych liczb dodatnich
1, T3, ..., Ty zachodzi:

log(ag-x14ag-xo+...+an ,) > ag-log(xy) +as-log(z)+ ...+ ay, -log(xy,),

1 1
log (n(xl + a9+ ...+ xn)> > E(log(xl) + log(z2) + ... + log(zy)) =
1
log((z1x2...2n)").
Funkcja f(z) = log(z) jest rosnaca, zatem:

T1+ T2+ ...+ Ty
n

3=

> (z129...1p)

= Y/T1x2...Tp.
O

Twierdzenie 1.2 (Twierdzenie o zaleznosci pomiedzy $rednimi: geome-
tryczna i harmoniczna) Srednia geometryczna kazdych n liczb dodatnich
ai, a9, ..., ay jest nie mniejsza od ich Sredniej harmonicznej, przy czym Sred-

nie te sq rowne wtedy v tylko wtedy, gdy a1 = ag = ... = ay, czylt zachodzi
nierownoscé: n
nal'GQ'...'anZ T 1 . 1
o + s + e
Dowéd

W dowodzie tego twierdzenia zostanie wykorzystana nierownosé¢ pomiedzy
$rednimi: arytmetyczna i geometryczng:

1+ T2+ ...+ Ty
n

> Vr1 -T2 ... T



Wykonujac nastepujace podstawienie:

1
Ty = —,
%)

gdzie liczby a1, ao, ..., a, sa dodatnie, nieréwnosé przyjmuje postac:

1 1 1
ottt te, 1 11
n “Va ay T oan

Nier6éwno$é ta jest rownowazna kolejno nieréwnosciom:

1 1 1
a+g+...+a> 1

n ~ al-ag ... Gy

Funkcja f(z) = x~! jest funkcja malejaca w zbiorze liczb rzeczywistych
dodatnich, dlatego po jej nalozeniu konieczna jest zmiana znaku nieréwnosci

n

et et

al Qn

Yai-ag - ... ay >

a co za tym idzie prawdziwy jest fakt, ze:
G, > H,.
O

Twierdzenie 1.3 (Twierdzenie o zaleznosci pomiedzy $rednimi: kwa-
dratows i arytmetyczng) Srednia kwadratowa kazdych n liczb rzeczywistych
ai,asz, ..., G, jest nie mniejsza od ich Sredniej arytmetyczne), czyli zachodzi
nierownosé:

\/a%—&—a%—i—...—l—a% S a1 +as + ... +ay
n - n '

Przy czym sSrednie te sq sobie rowne wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a2 = ... =
G, -

Dowod
Zachodza nastepujace nieréwnosci:

(a1 —a)* > 0, (a1 —a3)* > 0,..., (a1 — an)® > 0,

(ag —a3)®>>0,(az —ag)®* >0, ..., (a2 — ap)* >0, ..., (apn_1 — a,)? >0,

czyli nieréwnosci:

a% + a% > 2aia2, a% + a% > 2aias3, ...,a% + a% > 2a1a,,



a% + ag > 2a2a3,a% + a?l > 2aza4, ...,a% + ai > 2az2ay, ...,
a2 +aZ > 2a,_1an,
ktore po dodaniu do siebie stronami prowadza do nastepujacej nieréwnosci:
(n— 1)(a%+a% +... —l—ai) > 2a1a9 +2a1a3+ ... +2a1ay, + 2a2a3 + 2a0a4 + ...+

2a9ay + ... + 2a,—10y,.

Po dodaniu do obu stron tej nieréwnosci sumy: a3 +a3 + ... + a2 otrzymamy
nieré6wnosc:

n(a? 4+ a3+ ... +a2) > (a1 + ag + ... + a,)?,

ktora réwnowazna jest nieréwnosci:

a?+ad+ .. +a? - (a1+a2+...+an)2

n n

za$ ta - nieréwnosci:

\/a%—i—a%—i—...—i—a%
n

a1 +az+..+an
n

Stad otrzymujemy ostatecznie:

- 9

\/a%—&—a%—{—...—}—a% - a1 +as+ ... +ap
n n

gdyz Vo € R: |z]| > x.

Zatem prawdziwe jest twierdzenie, ze:

K, > A,.

Przeprowadzony zostanie teraz dowod drugiej czesci twierdzenia méwiacej
o réwnosci Srednich: kwadratowej i arytmetycznej.

Zauwazmy, ze aby otrzymac rownos¢ w dowodzonej nieréwnosci, musza zajsé
nastepujace warunki:

1. We wszystkich nieréwnoéciach, ktére zostaly wypisane na poczatku,
musza zaj$¢ rownosci.

2. Musi zaj$¢ rowno$¢ w nieréwnosci: |x| > .



A co za tym idzie, musi zaj$¢ warunek: a1 = as =

Il
)
3

0

Twierdzenie 1.4 (Nier6wnos¢ Cauchy’ego o §rednich) Dla dowolnych
n liczb dodatnich ai,aq, ..., ay zachodzg nieréwnosci:

2
a1+a2+ +a">a1+a2+m+an2”a1~a2~...~an2 i 1n _
n n H+@+"'+Tn
co mozna symbolicznie zapisac:
Przy czym:
a?+a3+..+a2 ai+az+..+an . n
= =Var-az-n =g
n n bt
wtedy 1 tylko wtedy, gdy: a1 = as = ... = ay.

1.1.4 Suma réwna iloczynowi - przyklady i wlasnosci

W tej czedci pracy przedstawione zostaly wtasnosci rozwigzan réwnania po-
staci:
r1+x0+ ...+ Tp =21 -T2 ..." {L‘n(*),

czyli takiego, w ktérym suma n liczb jest réwna ich iloczynowi.

Ponizej przedstawione zostaly wszystkie rozwigzania naturalne (z doktad-
noscia do permutacji) rownania (x) dla n = 2,3, ...,10:

n=2:(22)

n=3:(1,23);

n=4:(1,1,2,4);

n=5:(1,1,1,2,5);(1,1,1,3,3): (1,1,2,2,2)
n=6:(1,1,1,1,2,6);
n=7:(1,1,1,1,1,2,7);(1,1,1,1,1,3,4);
n=28:(1,1,1,1,1,1,2,8); (1,1,1,1,1,2,2,3);
n=9:(1,1,1,1 1,1,1,2,9);(1,1,1,1,1,1,1,3,5),
n=10:(1,1,1,1,1,1,1,1,2,10); (1,1,1,1,1,1,1,1, 4, 4);

Okazuje sie, ze dla wiekszych n takze istnieja rozwiagzania rownania (). Jak
mozna zauwazy¢, skladaja sie gtéwnie ze wspolnych jedynek (jako jedyne



liczby nie zmieniaja iloczynu i zwiekszaja sume). Ponizej przedstawiony zo-
stal szkic dowodu jedynosci powyzszych rozwiazan na przyktadzie n = 3 i
n=4:

Dowod
Dla n=3 mamy: x1x9x3 = x1 + 2 + x3 < 3z (zakladajac tak bez straty
ogolnosci). Stad:

12 S 3.
Zatem para (x1,x2) jest jedna z par: (1,1),(1,2),(1,3). Dla (1,1) i (1,3)
otrzymujemy sprzeczno$é¢ (odpowiednio: 2 = 0 i x3 = 2), za$ dla pary (1, 2):

3+ x3 = 2x3,

.%'323.

Zatem trojka (1,2, 3) jest rozwiazaniem rownania (x).

Dla n=4 mamy: z1x9x324 = x1 + T2 + 3 + x4 < 4z (zakladajac tak
bez straty ogélnosci, przypadek réwnosci wszystkich sktadnikéw jest oczy-
wiscie niemozliwy - réwnanie przyjmuje wowczas sprzeczng postac: 1 = 4).
Whioskujemy zatem (dla rozwiazan naturalnych), ze musi zaj$¢ warunek:
r1Tows < 3. Zatem: trojka (x1,x2,x3) jest jedna z trojek: (1,1,1),(1,1,2),
(1,1, 3). Po analizie jak wyzej tatwo mozna stwierdzi¢, ze jedynie przypadek
(1,1,2) nie prowadzi do sprzecznosci i rozwiazaniem jest czworka: (1,1,2,4).

g

Ponizej znajduje sie omoéwienie wlasnosci rozwiazan rownania ().

Twierdzenie 1.5 (O rozwiazaniach réownania w liczbach naturalnych) Dia
kazdej liczby naturalnej n réwnanie x1 + ... + T = X1...T, Ma TOZWIGZANILE
w liczbach naturalnych. Jest nim na przyktad: ©1 = ... = xp_o=1,2,1 =
2,2, = n.

Dowod
WezZmy liczby dane w tezie. Wéwczas:

1+t ot a1t =nM—-2)-1424+n=n—-2+2+n=2n,

1o y9Tp1Tn = 177220 = 2n.

10



Twierdzenie 1.6 (O skoriczonej liczbie rozwiazan rownania) Dla kaz-
dej liczby naturalnej n > 1 rownanie x1 + ... + Ty = 21...2y, Mma skoniczenie
wiele rozwigzan naturalnych.

Dowod
Przyjmijmy, ze: 1 < zo < ... < x,. Zauwazmy, ze dla dowolnego ¢ =
1,2,...,n — 1 zachodzi zwiazek:

TiTp < X1...Tpy =1+ ... + T <N - Ty,

Ti X1 Tp—1 <N,
z; < n.

Liczby z1, ..., z,—1 Wyznaczaja liczbe x,,. Wyraz ten znajdziemy rozwiazujac
réwnanie x1...x, = 1+ ...+ Ty, zatem do rozpatrzenia pozostaje skoniczona
liczba przypadkéw dla dowolnego n.

g

Twierdzenie 1.7 (O ograniczeniu iloczynu) Jesli x1+...4+x, = z1...2p,
gdzie n > 3 oraz x1 < ... < xy sq¢ liczbami naturalnymi, to xy..xp—1 <
(n—1).

Dowéd
Zauwazmy, ze wszystkie liczby x1, ..., 2, nie moga by¢ rowne. Przypusémy
zatem (nie wprost), ze x1 = ... = x,, = x. Wowczas:

" = nz.

Stad dla n > 3:
r= "~/n,

1< "Vn<2,

co daje sprzeczno$é¢ (gdyz rozpatrujemy rozwiazania w liczbach natural-
nych), a wiec:
T1..Zp =21 + ... + Ty < NTp,

T1...Tp—1 <n—1.

O

Twierdzenie 1.8 (O ograniczeniu sumy) Jesli x1, ..., x,, gdzie n > 2,
sq takimi liczbami naturalnymi, ze x1+...4+xy, = T1...Tp, to x1+...+x, < 2n.

Dowé6d

11



Zadanie 5 drugiego etapu XLI Olimpiady Matematycznej (1989/90) doty-
czyto udowodnienia powyzszego twierdzenia. Dowdd przebiega nastepujaco:

Przez a,, oznaczmy liczbe jedynek w ciagu (z1, ..., 2y), za$ przez k oznacz-
my ilo§¢ liczb wickszych od jedynki w tymze ciggu. Liczby wicksze od je-
dynki oznaczmy odpowiednio przez: (y1 + 1), (y2 + 1), ..., (yx + 1), gdzie
(Y > yg—1 > ... > y1 > 1). Zachodza nastepujace zwiazki:

an+k=n,k>2,

(1 + Dy +1)(ys+1) =y1 + Y2+ . + Y + k + an.(xx)

Wezmy k = 2. Wowcezas w ciagu (x,,) znajduje sie n — 2 jedynek i zachodzi
zwiazek:
Vet tyet+tl=y+tya+2+n-2,

y1iye =n — L.

lNloczyn dwoéch liczb naturalnych wiekszych od 1 jest wigkszy lub réwny
sumie, za$ jesli co najmniej jedna z nich jest jedynka - o 1 mniejszy od
sumy. Zatem mozna dokonaé szacowania:

n+ype<l+n—-—1=n

Zatem:

n
Zx¢=n+y1+y2§2n-
=1

Roéwnosé zachodzi wyltacznie w wypadku, gdy y1 = 1,y2 = n — 1, czyli:
(T1, ey Tp—2, Tn—1,2pn) = (1,...,1,2,n).
Wezmy k > 3. Wowczas na mocy rownosci (s#:):
k
Z Yi <y1y2+yays+ ot yiye < (i + 1)y + 1) (v +1) — (Z yz> =
i=1

Zatem:

n k
in:Zyi+n<2n.
i=1

i=1

12



Twierdzenie 1.9 (O ilosci jedynek w rozwiazaniu) Niech 1 < ... <z,
bedqg takimi liczbami naturalnymsi, ze x1+...4xy = x1...2,. Przez ay oznacz-
my liczbe jedynek wystepujgcych w ciggu (x,,). Wowcezas a, > n—1—[logy n.

Dowod
Na podstawie poprzedniego twierdzenia mozemy stwierdzié¢, ze:

Ty - Ty > 10 2F

Zatem:
2" <y = 21 + .+ Ty < 20

A co za tym idzie:
n— an, <logy(2n) =1+ logyn,

an >n—1—[logyn].
O

Twierdzenie 1.10 (O ilosci rozwiazan rownania) Dla kazdej liczby na-
turalnej k istnieje liczba naturalna n taka, Ze rownanie x1+...+x, = T1...Tn
ma wiece] niz k rozwigzan naturalnych.

Dowéd

WezZmy taki ciag x, speliajacy zatozenia, w ktérym doktadnie n — 2 liczby
sa rowne 1, za$ pozostate dwie sa wicksze od jedynki. Woéwczas rozwazane
réwnanie przyjmuje postac:

T+ To+n—2=1x129.

Wyliczajac stad xi:
x1(xe — 1) =29 + 1 — 2,
To+n—2
T=
Tro — 1

To — 1 n—1

€Tl = )
.TQ—]_ 562—1

n—1

$1:1—|—x2_1.

7 zalozenia wiemy, ze liczby n, x1, x9 sa naturalne. Zauwazmy, ze ilos¢ dziel-
nikéw liczby n jest Scisle zwigzana z iloécig rozwigzan réwnania - liczba xo—1
musi dzieli¢ n — 1, gdyz z; jest liczba naturalng. Wobec tego mozemy po-
wiedzieé, ze im wiecej réznych dzielnikéw ma liczba n, tym wiecej ciagow
(z5,) mozemy stworzy¢. Zatem zawsze mozna dobraé¢ na tyle duze n, ktore
wyznaczy wiecej niz ustalone k rozwiazan.

13



g

Twierdzenie 1.11 (O rozwiazaniach dla liczb nieparzystych) Jeslin >
5 jest liczbg nieparzystg, to uktad x1 + ... + T = T1..2p, 21 <22 < ... < Xy
ma co najmniej dwa rozwigzania w liczbach naturalnych.

Dowéd
Wezmy n = 2k + 1,k > 2. Jednym rozwiazaniem jest ujete wczesniej:
T =T2=..=Tpo2=1,Tp_1=2,2, =n.
Za$ drugim:
r1=a2=..=2Tpo=1x, 1=3,2,=k+1.

Dowo6d powyzszej rownosci:
14tz = (n—2)- 143+ (k+1) = 2k+14+1+k+1 = 3k+3 = 3(k+1),

Ty.x, =1""2.3 . (k+1) = 3(k + 1).

Ponizej przedstawiona jest mocniejsza wersja tego twierdzenia - o dwoéch
rozwigzaniach naturalnych dla liczby n = ab+ 1;2 < a < b.

O

Twierdzenie 1.12 (O dwoch rozwiazaniach rownania) Jeslin = ab+1,
gdzie 2 < a <b, to uktad x1 + ... + xp, = 1.7, 21 < 22 < ... < X Ma co
nagmniej dwa rozwigzania w liczbach naturalnych.

Dowod
Jednym rozwiazaniem jest ujete wczesniej:

T =To=..=xpo=1,2,1=2,2, =n.
Zas drugim:
rL=x9=..=apn9o=1lLrp1=a+ 1,2, =0+ 1.
Dowod powyzszej rownosci:
i+ ..+, =Mn—-2)-14+a+1+b+1=ab+a+b+1,

1.2y =1""2(a4+1)-b+1)=(a+1)-(b+1)=ab+a+b+1.
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Twierdzenie 1.13 (O jednym rozwiazaniu rownania) Jesli uktad x; +
ety = 21,71 < 29 < . < Xy, X1, -, T € N ma doktadnie jedno
rozwigzanie, to n — 1 jest liczbg pierwszq.

Dowéd

Dowdd tego twierdzenia wynika bezposrednio z twierdzenia przedstawione-
go ponizej. Wiemy, ze dla kazdego n postaci: n = ab+ 1, gdzie 2 < a < b
uktad ma dwa rozwiazania. Zatem:

n—1=ab.

Stad tatwo wynika, ze aby uktad mial dokladnie jedno rozwigzanie, to nie
moze spetnia¢ warunku 2 < a < b, co jednoznacznie wskazuje na to, ze n—1
nie jest iloczynem dwoch liczb naturalnych, z ktérych obie sa wieksze lub
réwne 2.

0

Omawiane réwnanie ma jednak nie tylko rozwiazania w liczbach natu-
ralnych. Przyjrzyjmy sie twierdzeniom dotyczgcym liczb catkowitych.

Twierdzenie 1.14 (O rozwiazaniach dla trzech zmiennych) Trgjki (1,2, 3)
i (—1,—2,-3) sq jedynymi, z doktadnoscig do permutacji, niezerowymi cat-
kowitymi rozwigzaniami réwnania x + Yy + 2z = TYZ2.

Dowéd
Dowodd powyzszej wlasnosci przeprowadzimy analizujac przypadki:

1. 0 <z <y <z Wowezas:

T+y+z=ayz <3z,
yz < 3.

Pozostaja zatem tatwe do rozwazenia przypadki, gdzie para (y, z) jest
postaci:
(1,1),(2,1),(3,1).

2. 0>z >y > 2 Wowczas:
r+y+z=u1xyz > 32,

zy < 3.

Obie liczby z, y sa ujemne, wiec nalezy rozwazy¢ przypadki, gdzie para
(z,y) jest postaci:

(—1,-1), (~1,-2), (=1, -3).
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3. >0,y <z <0. Wowczas:

r+y+z=12yz <3z,
yz < 3.

Obie liczby vy, z sa ujemne, wiec do rowazenia pozostaja przypadki,
gdzie para (y, z) jest postaci:

(—=1,-1),(-2,-1),(-=3,-1).

4. © < 0;y > z > 0. Wowczas:
Jr<axyz=zx+y+z,

3> yz.

Obie liczby y, z sa dodatnie, wiec nalezy rozwazy¢ przypadki, gdzie
rozwiazaniem moze by¢ jedna z par (y, z) postaci:

(1,1),(2,1),(3,1).

Po rozwazeniu powyzszych przypadkéw otrzymujemy rozwigzanie z
tezy.

0

Twierdzenie 1.15 (O rozwiazaniach dla czterech zmiennych) Czwdrk:
(1,1,2,4) i (—1,-2,-2,1) sq jedynymi, z doktadnosciq do permutacji, nie-
zerowymsi catkowitymi rozwigzaniami rownania  +y + 2z + t = xyzt.

Dowéd
Dowdd tej réwnoéci przeprowadzimy analogicznie jak wyzej. Nalezy rozwa-
zy¢ przypadki:

1. x>y >2z>t>0. Woéwczas:
r4+y+z+y=uxyzt <dx,

yzt < 4.

Zatem trojka (y, z,t) moze by¢ postaci:

(1,1,1),(2,1,1),(3,1,1),(4,1,1),(2,2,1).
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2. r<y<z<t<0. Wowczas:
T+y+z+t=ayzt <4t

xyz > 4.

Iloczyn trzech liczb ujemnych jest ujemny, zatem powyzsza nieréwnosé
jest sprzeczna.

3. x> 0oraz y < z <t <0. Wowczas:
dy<zx+y+z+t=zxyzt,

T -zt < 4,
T -zt < 3.

loczyn liczb z,t jest dodatni, wiec trojka (x, z,t) moze by¢ postaci:

(1,—1,-1),(1,-2,-1),(1,-3,-1),(2,—-1,-1),(3, 1, —1).

4. x >y >0oraz z <t < 0. Woéwczas:
r+y+z+t=u1xyzt <4z,

yzt < 4,
yzt < 3.

Hoczyn liczb z,t jest dodatni, wiec trojka (y, z,t) moze by¢ postaci:

(1,-1,-1),(1,-2,—1),(1,-3,-1),(2, -1, -1), (3, -1, —1).

5. x >y >z > 0oraz t < 0. Wowczas:
<zr+y+z+t=uzyzt,

ryz < 4,
ryz < 3.

Woweczas trojka (x,y, z) moze przybraé¢ postac:

(1,1,1),(2,1,1), (3,1,1).

Rozwiazujac wszystkie powyzsze przypadki otrzymujemy rozwiazania
dane w tezie.

g
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Twierdzenie 1.16 (O podzielnosci iloczynu) Niech w1, ...,y bedg ta-
kimi liczbami catkowitymi, ze x1 + ... + Ty, = x1...x,. Wowczas: jesli 2|n, to
4(xy...xn).

Dowéd
Niech n bedzie liczba parzysta (z zalozenia). Przypusémy zatem, ze wszyst-
kie liczby 1, ..., x5 sa nieparzyste. Zachodzi zwiazek:

;=1 (mod2),i=1,...,n;

1+ ... +x, =0 (mod 2),2|n.

Zatem iloczyn x;...x, powinien by¢ parzysty, aby zaszta réwnosé. Jest jed-
nak nieparzysty, gdyz zaden z czynnikoéw nie jest podzielny przez 2, co daje
sprzecznoscé.

Wynika z tego, ze co najmniej jedna z liczb jest parzysta, a co za tym idzie -
iloczyn x1...x, jest na pewno podzielny przez 2. Pociaga to za soba fakt, ze
suma x1+ ...+, takze musi byé parzysta. Jesli jednak wsrod liczb zq, ..., zy
istnieje tylko jedna liczba parzysta, to suma jest niepodzielna przez 2 (bo
2|n, zatem dodajemy do siebie nieparzysta liczbe nieparzystych liczb, a co
za tym idzie - cata suma przystaje do 1 modulo 2). Z tego wynika, ze wérod
liczb x1,...,x, co najmniej dwie sg parzyste, czyli iloczyn x...x, jest po-
dzielny przez 4.

g

Okazuje sie, ze rozwazane réwnanie posiada takze rozwigzania w liczbach
wymiernych i niewymiernych. Ponizej przedstawiono ogélne twierdzenia ich
dotyczace.

Twierdzenie 1.17 (O dwoch rozwiazaniach wymiernych) Wszystkie nieze-

rowe rozwiqzania wymierne rownania T+ Yy = xy sq postaci r = %}, Yy = ﬁ,
gdzie p i q sq réznymi, wzglednie pierwszymi liczbami catkowitymi (bez zera).

Dowéd
Wezmy: z = %,y = %, gdzie: a,b,p,q € Z;a,b,p,q # 0;nwd(a,b) =
nwd(p, q) = 1. Zatem réwno$¢ z tezy mozemy zapisac jako:

pb + qa = pa.
Wynika zatem, ze dla pewnej liczby wymiernej u réznej od zera zachodzi

ré6wnosé:
a = up.
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Stad tatwo otrzymujemy, ze:

a w konsekwencji:

O

Twierdzenie 1.18 (O rozwigzaniach wymiernych réwnania) Oznaczmy
przez A zbior tych wszystkich liczb naturalnych n, dla ktorych istnieje liczba
naturalna k > 2 oraz istniejg takie dodatnie liczby wymierne aq, ..., ag, ze:

ai+...+ap =ay...ap =n.

Do zbioru A nalezy liczba 4 i kazda liczba naturalna wieksza od 5. Liczby 1,
2, 3, 5 nie nalezg do zbioru A.

Dowéd
Dowdd tego twierdzenia stanowil tresé jednego z zadan na Olimpiadzie Ma-
tematycznej w USA w 2006 roku.

Na poczatek wykazemy, ze kazda liczba parzysta wieksza od 2 spelnia po-
wyzsze réwnanie i nalezy do zbioru A. Wezmy n = 2k, gdzie k € N, k > 2.
Wowezas ciag liczb (aq, ...,ax) = (k,2,1,1,..., 1) spelnia warunki:

a1+ ...+ar=k+2+k—2=2k,

aro.ap =k-2-1%72 =2k = n.
Wezmy teraz n > 9 bedace liczba nieparzysta. Przyjmijmy, ze n = 2k + 3,

gdzie k > 3,k € N Rozpatrzmy ciag (aq,...,ax) = (k + %, %,4,1,1,...,1).
Latwo sprawdzié, ze spelnia on podane wtasnosci:

3 1
aitotap=kto+5+4+k—3=2k+3,

3.1
aj...ap = (l{ + 5) . 5 .
Wezmy n = 7. Wowcezas:
AT 9 4709
36 2 36 2
Nalezy wykazaé teraz, ze liczba n € {1,2, 3,5} nie nalezy do zbioru A. Przy-

pusémy (nie wprost), ze tak jest. Niech k bedzie liczba naturalna wieksza od
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11 ay,...,a;r beda dodatnimi liczbami wymiernymi spetniajacymi réwnosci
z tezy. Wowczas, na mocy nieréwnosci Cauchy’ego o $rednich:
a + ... +ag n
Vo= Yarag < At 1
k k

Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy:
-1
kF < nkl
k
n > k&1,

Funkcja f(x) = r71 jest rosnaca, a tatwo sprawdzié, ze dla k > 3 na
mocy powyzszej zaleznosci: n > 5, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze n €
{1,2,3,5}.

Ostatni przypadek to k = 2. Wowczas:

a1+ az = a1a2 = n,
a% —na; +n=0.
Stad dalej wynika, ze a; jest liczbg niewymierna, co prowadzi do sprzecz-
nosci.
O
Twierdzenie 1.19 (O wartosci najwiekszej) Niech x4, ..., x, bedq taki-

mi dodatnimi liczbami rzeczywistymi, ze x1 + ... + T, = T1...x,. Wowczas:
max(xy, ..., n) > "V/n.

Dowédd

We wezesniejszych rozwazaniach wykazane zostalto, ze w ciagu (z,,), ktory
jest rozwigzaniem rozwazanego réwnania, istnieja co najmniej dwie liczby,
ktore sa wieksze od jedynki.

Zauwazmy, ze dla kazdego n > 3 zachodzi zwiazek:

1< "vn<2.
A na dodatek dla n = 2 mozemy przyjac:
V2 =2

Laczac powyzsze trzy obserwacje tatwo mozna powigzaé je z teza. Wiemy,
ze max(xy,...,Ty) > 2, za§ "Vn < 2, co w oczywisty sposob pociaga za
soba teze. Pozostaje do udowodnienia fakt, ze "/n < 2. Nierownos¢ te
mozemy zapisa¢ w postaci:

n<2n

Jej dowod przeprowadzimy indukcyjnie.
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1. Dlan=3:3<22=4.

2. Zalozenie indukcyjne: n < 2771,
Teza: n+1 < 2™,
Dowod:

M =9""1. 959 >n+1.

7 nieréwnosci 2n > n + 1 otrzymujemy, ze jest ona prawdziwa dla
kazdego n > 1, co koriczy dowdd.

0

1.1.5 Iloczyn réwny m-krotnej sumie

Zajmiemy sie teraz rozwiazaniami i wlasnosciami rownania postaci:
x1..Zp =m(zy + ... + xp),

gdzie m jest dowolng liczba naturalng wieksza od 1 oraz x1 < 29 < ... < zp
sa liczbami naturalnymi.

Na poczatek zajmiemy sie przypadkiem szczegdlnym tego réwnania, czy-
li takim, gdzie m = 2. Zbiér ciagdéw spelniajacych rozwazane réwnanie
bedziemy oznaczaé przez B(n), zas przez |B(n)| bedziemy rozumieé¢ moc
tegoz zbioru. Ponizej oméwione zostaly pewne wlasnosci charakterystyczne
dla rozwazanej postaci réwnania.

Wszystkie rozwiazania réownania xi...z, = 2(x1 + ... + x,) (z doktadno-
$cig do permutacji) dlan=1,2,...,9 przedstawiaja si¢ nastepujaco:
n=1:

n=2: (376)’ (4, )7
n=3:(1,3,8);(1,4,5);(2,2,4);
n=4:(1,1,3,10);(1,1,4,6);(1,2,2,5);(1,2,3,3);(2,2,2,2);

Dla uproszczenia zapisu rozwiazania ponizej podane sa bez wspoélnych je-

dynek.

n=>5:(1,3,12);(1,4,7);(2,2,6);

n=6:(1,3,14); (1,4,8): (1,5,6); (2,2,7); (2,3, 4);
n=7:(1,1,3,16); (1,1,4,9); (1,2,2,8); (2,2,2,3);
n=28:(1,3,18);(1,4,10);(1,6,6);(2,2,9); (2, 3,5);
n=9:(1,3,20);(1,4,11);(1,5,8);(2,2,10);(2,4,4);

Twierdzenie 1.20 (O rozwiazaniach rownania dla dwoch zmiennych) Zbior
B(2) ma doktadnie dwa elementy: (3,6) i (4,4).
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Dowo6d

Rozpatrywane rownanie:
T179 = 2(71 + T2),
mozna przedstawi¢ w postaci:
(1 — 2)(xg — 2) = 4.
Zatem(z doktadnoscia do permutacji):
21 —2=1,129—2=14,

lub:
$1—2:2,ZC2—2:2.

O
Twierdzenie 1.21 (O rozwiazaniach réownania dla wiecej niz dwoch
zmiennych) Jeslin > 3, to |B(n)| > 3.
Dowéd
Rozpatrzmy ciagi:
(1,1,..,1,4,n+2),(1,1,...,1,3,2n + 2),(1,1,...,1,2,2,n + 1).

Ponizej przedstawiony zostal dowod przypadku pierwszego, dla pozostatych
dowody przebiegajg w sposéb analogiczny:

21+ ... +an)=2n—24+44+n+2)=202n+4) =4n +38,
Tz, =172 4. (n42) =4n + 8.
U

Twierdzenie 1.22 (O skoriczonej liczbie rozwiazan) Dla kazdego n na-
turalnego zbior B(n) jest skoriczony.

Dowoéd
Niech ciag (z1, ..., ) nalezy do zbioru B(n). Wowczas dla dowolnego i =
1,...,n — 1 zachodzi zwiazek:

iy < X1ty = 2(x1 + oo+ 2p) < 2(xp + oo F xy) =20 Ty,

Wynika stad, ze liczby 1, ..., T,—1 sa mniejsze lub réwne 2n. Zatem liczby
te wyznaczaja liczbe x,,, za$ przy danych x1, ..., z,—1 Wyraz z, znajdziemy
rozwiazujac rownanie: x...rn, = 2(x1 + ... + Tp).
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Twierdzenie 1.23 (O ograniczeniu iloczynu) Jesli (z1,...,x,) € B(n)
orazm > 5, to x1..xp—1 < 2n — 1.

Dowod

Przypusémy, ze wszystkie elementy rozwiazania sa rowne a. Wowczas:

a"” =2n-a,

a= "V2n,

co rodzi sprzecznosé, gdyz dla n > 5 zachodzi zwiazek: 1 < "V2n < 2 (a
jest liczba naturalna). Zatem nalezy wnioskowaé, ze:

1.y = 2(x1 + oo+ 2) < 210 Ty,

a stad:
Tl Tp1 < 2n — 1.

0

Twierdzenie 1.24 (O ograniczeniu sumy) Jesli (x1,...,x,) € B(n), to
1+ ... + xn < 3n+ 3, przy czym rowno$é zachodzi tylko w przypadku, gdy
rozwigzanie jest postaci (1,1,...,1,3,2n 4 2).

Dowéd

Niech b, oznacza liczbe jedynek w rozwazanym ciagu (x,) spelniajacym
zalozenia twierdzenia. Przez k oznaczmy ilosé liczb w ciagu x,, ktore sa
wieksze od jedynki. Je same oznaczmy odpowiednio przez (y1 + 1), (y2 +
1), ., (yr + 1), gdzie: 1 < y; < yo < ... < yi (oznaczenia sa analogiczne jak
w poprzednim podrozdziale, gdzie przeprowadzony zostal dowdd ogranicze-
nia sumy). Zachodzi zwiazek:

k+b,=nk>2.
Woéwcezas rozwazane réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci:
(y1+1)(y2+1)...(ye+1) = 2(1+y2+...Fyp+k+bn) = 2(y1+y2+...+yp+n). (xx)
Wezmy k = 2. Wowczas:
ny2 =y —y2+1=2n,

(1 — (2 — 1) = 2n.
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Stad (korzystajac z rozumowania przedstawionego wezesniej, ze iloczyn dwoch
liczb naturalnych wiekszych od 0 jest co najwyzej o 1 mniejszy od ich sumy):

yi+y=u—1)+(y2—1)+2<14+2n+2=2n+3.
Stad tatwo wynika fakt, ze:
1+ ... +axp=n—-24+y1+y2+2<3n+3.

Zauwazmy, ze rownosé¢ zachodzi wytacznie w wypadku, gdy y; — 1 = 1 oraz
yo — 1 = 2n, a wiec tylko wtedy, gdy rozwiazanie jest postaci:

(1,1,...,1,3,2n + 2).
WeZzmy k = 3. Wowcezas:
(y1+ D) (y2 + D (ys + 1) = 2(y1 + y2 + y3 + n).
Stad (znoéw na mocy wczesniej wspomnianych obserwacji):
Y1+ Y2 +ys = y1yays + yiy2 + y1ys + y2y3 — 2n + 1.
Zalozmy, ze y; = 1. Wowcezas:
L+y2+yzs=y2+ys+2yy3 +1—2n,

Y2ys = n.

Stad:
y2 +ys <n+1.

Wowczas:
1+ ...+ =n—-34+y1+y2+ys+3=n+14+ys+y3 <2n+2 < 3n+3.
Zaloézmy wiec, ze y1 > 2. Wowcezas:

Y1+ Y2 + Y3 = 2y2y3 + 2y2 + 2y3 + yays + 1 — 2n.

Stad:
Y1 +y2 +y3 + 3y2y3 — 2y1 < 2n — 1.

Jednak 3yoys > 2y1, wiec:

y1+y2 +y3 < 2n—2.

Zatem:

1+ ... +axp=n—-3+y1+y2+y3+3<n—-3+3+2n—-2<3n+ 3.
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Niech k > 4. Wowczas na mocy rownosci (xx):
2+ Fyr) =Wt y) @t ) <

Y1y2 + Yoys + ... + Yky1 + Y1Y2ys + Y2ysys + ... + Yry1y2 <
(p+D@2+ D (e +1) - +y2+..+yp) —1=
2+ oty +n) = (it ye) —1=(y1+ .. +y) +2n - 1.

7 tego wynika, ze:
Y1+ ... Ty < 2n,

a co za tym idzie:
1+t axp=n—k+y1+..+y+k<n+2n<3n+3.

O

Ponizej opisane zostaly wlasnosci uogélnionej sytuacji rozwazanego wy-
zej roéwnania, a wiec zaleznosci:

m(x1+ ... + Tp) = 1.2,

gdzie m jest dowolng liczba naturalng wicksza od 0, zas z1,...,x, € N.

Twierdzenie 1.25 (O rozwiazaniach dla dwoch zmiennych) Niech m € N.

Wowczas kazde naturalne rozwigzanie réwnania xy = m(x +y) jest postaci

(x,y) = (m + a,m +b), gdzie a jest naturalnym dzielnikiem liczby m? oraz
2

b=

Dowéod
WeZmy © = m + a oraz y = m + b. Wowczas obie strony rozwazanego
réwnania przyjmuja postaci:

(m 4 a)(m +b) =m? +m(a+b) +ab,
m(2m + a +b) = 2m? + m(a + b).
Zatem zachodzi zwigzek:
m? 4+ m(a + b) + ab = 2m? + m(a +b),
2

m* = ab.

Stad tatwo wynika, Ze a musi by¢ dzielnikiem liczby m? i b = m—g, aby zaszta

a
ré6wnosé.
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Twierdzenie 1.26 (O rozwiazaniach dla liczb pierwszych i dwoch zmien-
nych) Niech p bedzie liczbg pierwszq. Jesli x,y sq takimi liczbami catkowi-
tymi, ze xy = p(x+y), to (x,y) jest jedng z par: (0,0), (2p,2p), (p—1,p(1—
) (p(L =p),p—1),(p+1,p(p+1)), (p(p+1),p +1).

Dowéod

Wykazanie tego twierdzenia bylo jednym z zadan na hiszpanskiej Olimpia-
dzie Matematycznej w 1998 roku.

Zauwazmy, ze zachodzi zwigzek:

zy=plx+y) & (x—p)y—p) =p>

Z racji, ze p jest liczba pierwsza, nalezy rozwazy¢ nastepujace przypadki:
L=pPp=D,Y—P=Ds

T—p=-py—p=-—p,
r—p=1ly—p=p’
r—p=—-ly—p=—p".

W ostatnich dwéch wypadkach nalezy rozwazy¢ réwniez przypadki syme-
tryczne! Rozwigzujac podane uktady otrzymujemy rozwigzania z tezy.

O
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Ponizej przedstawione zostaty zadania z réznych edycji Olimpiad Mate-
matycznych. Na ich podstawie zaprezentowane zostaly rézne sposoby wy-
korzystania nieréwnosci miedzy $rednimi. Warto zauwazy¢, ze omawiana
technika ma szerokie zastosowanie - mozna przy jej pomocy rozwiazaé za-
dania ze wszystkich etapow OM, a takze z zawodow IMO i MEMO! Kazde
rozwigzanie zostato opatrzone autorskim komentarzem wprowadzajacym do
techniki oraz wyjasniajacym tok rozumowania.

W drugiej czesci zamieszczone sa zadania dotyczace zwiazkéw miedzy su-
mami i iloczynami. Warto przypomnieé, ze wiele zadan olimpijskich opie-
ralo sie na udowodnieniu pewnych wlasnosci zachodzacych dla réwan typu
m(xy + ... + ) = x1...2,. Ponadto, ponizej znajduje sie kilka zadan $cisle
zwigzanych z prezentowanym tematem. Warty uwagi jest rowniez fakt, ze
tredci zaczerpniete zostalty z olimpiad matematycznych oraz renomowanych
czasopism. Podobnie jak w czedci pierwszej, kazde rozwiazanie opatrzylem
autorskim komentarzem, ktéry w szczegdélowy sposoéb wyjasnia przebieg ro-
zumowania oraz wskazuje istotne aspekty w technice rozwiazywania.

1.2 Zadania

1.2.1 Nieré6wnosé miedzy srednimi

Zadanie 1.1 Udowodnij, ze jezeli a, b, ¢ sa liczbami naturalnymi wiekszymi
od zera, to:

a+b+-c a b c
arh c a+b+c\" (b+c)-(c+a) - (a+D)
a"b’c® > <3> = Satbrc :

Zrédto: Matematyka 1 - 2bior zadari do matematyki (zakres podstawo-
wy 1 rozszerzony, linia 1 ponadstandardowa); Henryk Pawtowski

Aby wykazaé¢ prawdziwosé nieréwnosci zadanej w tresci zadania, na-
lezy wykorzystaé nieréwnosé miedzy srednimi: arytmetyczna i geome-
tryczna dla a + b+ ¢ liczb dodatnich, wsréd ktorych jest doktadnie a
liczb réwnych b+c, b liczb réwnych c+a oraz c liczb réwnych a+b. Do-
datkowo uzyta zostanie nieréownoéé: 3(ab+be+ca) < (a+b+c)?, ktora
bardzo tatwo mozna otrzymac z nieréwnosci: ab+be+ca < a®+b>+c2.
W ostatnim etapie wykorzystana jest zaleznos¢ miedzy srednimi: har-
moniczng i geometryczna. Zatem:

’ 2a+btc

(b+c)“-(c+a)b-(a+b)c< a(b+ c) + b(c+ a) + c(a + b)\ ¢Tb+e 1
2a+tbte - a+b+ec

(M)””“ _ (M)““’“ _ (M)“““ -

2(a+b+c) a+b+c 3(a+b+c)
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a+b+c
((a+b+c)2)““’“ (a+b+c)“+b+c a+btec o <atpb. e
-_— = = _— a’ - -Cco.
3(a+b+c) 3 a-t4b-licl =

Zadanie 1.2 Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniaja warunek:
at+ v+t > a0+ A
Udowodni¢, ze:

a’ b3 3

+ + > V3.
VL + 022+t Vet + a2 +at Valt + a?b? + bt

Zrédto: LXII Olimpiada Matematyczna; etap 1, zadanie 6

Podstawowym pomystem w tego typu zadaniach jest obserwacja, ze
zadana nier6wnos$é otrzymamy po zsumowaniu ze sobg pewnych nie-
réwnosci typu:

aS a?

> . 1
\/b4+b202—|—c4_\/§ ad + b3+ 3 (1)

Zauwazmy, ze po zsumowaniu stronami trzech nieréwnosci, gdzie od-
powiednio czynnik a w liczniku zastapimy przez b i ¢, oraz wykorzysta-
niu zadanej w treéci nieréwnosci: a? +b*+c* > a3 +b% 4 ¢ otrzymamy
teze. Sposob ten omawiany jest doktadnie w publikacjach P. Adama
Osekowskiego, szczegdlnie w odcezycie: "O pewnej metodzie rozwiazy-
wania nieréwnosci".

A zatem nieréwno$é ta jest rownowazna kolejno nieréwnosciom:

a®(a® 4+ 03 + &) > a*/3(b* + 022 + ),

a® + 03+ A > a/3(b* + b2 + c4),

(a3 + b2 + )2 > 3a% (b + b2c? + 1),

i w efekcie zaleznosé (1) jest rownowazna zaleznosci:
a® + 05 + ® 4 2a30% + 2a3¢® + 203¢3 > 302" + 3a%ct 4 3d*bP P (2)

Stosujac trzykrotnie nieréwnos¢ miedzy srednimi: arytmetyczng i geo-
metryczna;:

b8+ a3b® 4 b > 33/b6(a3b3)(a3b3) = 3a*b?,
S+ a3 + a3 > 3/ (a3c3)(a3e3) = 3a*ct,
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a® + b3 + b3 > 3/ab(b3c3) (b3e3) = 3a?b 2.
Wynikiem sumowania stronami powyzszych trzech nieréwnosci jest
nieré6wnosé (2), a wiec i rownowazna jej nier6wnosé (1). Dowod prze-
biega analogicznie dla pozostalych dwéch nieréwnodci:

b3 \f b
>3 3
Vet +c2a? +at T s ad 4+ b3 + 3 3)
3 4

c c
>V3 . 4
Vat+a20? +b* a’ + b3 + ¢ @)
Zauwazmy, ze teze mozna otrzymaé poprzez dodanie stronami zalez-
nosci: (1), (3) i (4) oraz wykorzystanie podanego w tresci zadania
warunku a* + b* + ¢* > a3 + 0% + 2.

Zadanie 1.3 Wykazaé, ze jezeli liczby a, b, ¢ sa dodatnie, to:

1 1 1 1 1 1 1
a + ab + abc + b+ bc + bea + c+ca+cab ~ 3Fabe <a +b+c> '
Zrédto: LVIII Olimpiada Matematyczna; etap 1, zadanie 6

Bardzo czesto zdarza sie, ze jesli nalezy udowodnié¢ nieréwnosé¢ za-
chodzaca z zatozenia dla liczb dodatnich, to pomocna moze okazaé
sie wlasnie nieréwnos¢ Cauchy’ego. Na poczatku nalezy sie doktad-
nie przyjrze¢ zaleznosci, ktéra mamy do udowodnienia. Zauwazmy, ze
po lewej stronie w mianowniku mamy trzy wyrazenia, zas po prawej
stronie - trojke oraz pierwiastek stopnia trzeciego z liczby abc wy-
stepujacej po lewej stronie. Ponadto po lewej stronie sumujemy trzy
sktadniki, ktore sa skonstuowane na tej samej zasadzie. Moze to su-
gerowaé, ze nalezy dokonaé¢ sumowania stronami trzech nieréwnosci,
jak w zadaniu powyzej.

Zatem, korzystajac z nieréwnosci miedzy $rednia arytmetyczng i Sred-
nig geometryczna:

w Z \3/a.a,b.a/bc’

w 2 \B/b.bc.bca’

3
C—I—%_Fcab Z \S/C.CGJ.cab.

Nieréwnodci te sa réwnowazne odpowiednio nieréwnosciom:

a+ ab+ abe > 3V abeVa20,
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b+ be + bea > 3V abeVb2e,

¢+ ca + cab > 3V abcV c2a.
Wynika stad, ze:

1 1 1 1 1 1 1
< .
a + ab + abc + b+ bc + bea + c+ca+cab ~ 3Vabc ( Ja2b + Ib2c + \S/CQCL)
Zatem, aby rozwiaza¢ zadanie nalezy wykazaé¢ prawdziwosé nieréw-
nosci:
1 n 1 n 1 < 1 n 1 n 1
Va?b  Vb2e Vc2a T a b c

Wprowadzajac oznaczenia:

1 1 1
x -

= —_— y = —., 2 =
Powyzsza nieréwnos¢ mozna zapisa¢ w postaci:
$2y+y2z+ 22e < o3 +y3 + 23

Jest ona prawdziwa, co mozna stwierdzi¢ na podstawie zaleznosci mie-
dzy $rednia arytmetyczng i $rednig geometryczna:

Pyt iz +22r =3 a3 B+ BB B+ V3 8 a8 <

x3+$3+y3+y3+y3+z3+23+23+x3

— 3 3 3
3 3 3 =z +y + 2z

Zadanie 1.4 Dowies¢, ze iloraz sumy wszystkich dzielnikéw naturalnych
liczby catkowitej n > 1 przez liczbe tych dzielnikéow jest wiekszy od

N

Zrédto: XV Olimpiada Matematyczna; etap 1, zadanie 9

W tym zadaniu takze nasuwa sie naturalne skojarzenie - iloraz sumy
dzielnikow przez liczbe dzielnikéw jest po prostu srednig arytmetycz-
ng dzielnikow. A zatem:

Niech dy, ds, ..., ds oznaczaja wszystkie dzielniki liczby catkowitej n >
1, zas§ s > 2 niech bedzie ilosciag tych dzielnikéw. Wsrod tych dziel-
nikéw znajduja sie z pewnoscia liczby nieréwne, na przyktad 1 i n.
Dodatkowo jako A oznaczmy zbior liczb dy, ..., ds. Zatem nier6wnosé
miedzy Srednimi: arytmetyczna i geometryczna przyjmie postac:

Zfsl di | (H di>5. (5)
=1
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Nalezy zatem udowodnié¢, ze prawa strona nieréwnosci (5) jest rowna
V/n. Zauwazmy, ze jesli pewna liczba n ma dzielnik d; < v/n, to po-
siada rowniez dzielnik ds > \/n, taki ze dj - do = n. Nalezy rozpatrzy¢
dwa przypadki:

1. Liczba n nie jest kwadratem liczby catkowitej. Wowczas w zbio-
rze liczb A = {dy,da, ...,ds} dla kazdej liczby d; istnieje rozna od
niej liczba d = d%’ taka ze d;dr, = n. A wiec jesli liczba s = |A]
jest parzysta, to zbior {di, da, ..., ds} mozna podzieli¢ na § takich
par, ze iloczyn liczb z kazdej pary jest réowny n. W takim razie:

1 s

(dids...ds)* = (na)l —n3 = 1.

2. Liczba n jest kwadratem pewnej liczby d,., ktora jest oczywiscie
dzielnikiem liczby n. Wowczas dla kazdej liczby d; # d;- ze zbioru
A = {dy,ds,...,ds} istnieje liczba d = d% rozna od d;, taka ze
d;di = n. Wobec tego liczba s — 1 jest parzysta oraz zbiér liczb
{d1,...,dr—1,dy41,...,ds} mozna podzieli¢ na % takich par, ze
dla kazdej z nich iloczyn liczb w niej wystepujacych bedzie rowny
n. W takim razie:

(dldg...ds)% = (nsgl né)i —ni = V.
Zatem wobec nierownosci (5) w obu przypadkach zachodzi:
Zf‘:l di > \/ﬁ
s
Zadanie 1.5 Dowiesé, ze jezeli n jest liczba naturalna wicksza od 1, to:
2:4-6-...-2n< (n+1)".

Zrédto: X Olimpiada Matematyczna; etap 1, zadanie 6

Zauwazmy, ze po lewej stronie iloczyn ma n czynnikéw, zas po prawej
stronie liczba podniesiona jest do n —tej potegi. Mozna zatem sadzié,
ze nier6wnosé¢ w zadaniu to zalezno$¢ miedzy Srednimi: arytmetyczna
i geometryczng podniesiona do n — tej potegi.

Zatem, wedtug nieréwnosci Cauchy’ego o srednich mozna stwierdzié,
ze dla n liczb: 2,4,6, ..., 2n zachodzi zwigzek:

< 24+4+6+...+2n
- .

V2-4-6-...-2n
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Przeksztalcajac rownowaznie:

142
VA6 In<2. ir2t3tetn

/2 4.6 m< 2

V2:4-6-...-2n<n+1.
Po podniesieniu obu stron nieréwnosci do potegi n wynika zadana
nier6wnosc:
2:4-6-...-2n< (n+1)".
Zadanie 1.6 Dane sa liczby rzeczywiste x;, y;(i = 1,2, ...,n) takie, ze:

12222 ...22, 20,y >y2>...> 9y, >0
oraz
k k
Hl‘i > Hyi,k = 1,2,...,n.
=1 =1

Udowodni¢, ze:

n n
Z x; > Z Yi-
=1 =1

Zrédto: XXXIX Olimpiada Matematyczna; etap 2, zadanie 2

Zadanie to pochodzi z drugiego etapu Olimpiady Matematyczej, zatem
nieréwnoéé¢ miedzy érednimi nie jest na poczatku oczywista. Wskazow-
ka moze by¢ fakt, ze w zalozeniach dane sa: opisy monotoniczno$ci
ciagow oraz zaleznosé miedzy iloczynami, natomiast teza dotyczy sum
wyrazoéw owych ciggéw. Wiemy, ze za pomoca nieréwnosci Cauchy’ego
mozemy powiazaé sumy z iloczynami.

Zatem, przeksztalcajac drugie zalozenie, dla k =1, ..., n:

k
IEED

Za$ na mocy nieréwnoéci miedzy Srednia arytmetyczng i $rednia geo-
metryczng:



Jako Sy oznaczmy:

k o k .
Se=)_ < : 1) ; ol
Przyjmijmy Sy = 0. Z otrzymanej nieréwnosci miedzy $rednimi wy-
nika, ze dla dowolnego k liczba Sy jest nieujemna (otrzymujemy to
tatwo wymnazajac stronami przez k i nastepnie odejmujac k strona-
mi).Zauwazmy, ze w ponizszej roznicy dochodzi do znacznej redukeji
wyrazow:

x Ty —
Skf‘gk_lzlflzkiyk.
Yk Yk

Mamy tu do czynienia z sumg teleskopowa. A stad:
rr — Yk = Y (Sk — Sk-1).

Mozna zatem zapisac:

n

Z(xk - yk) = Zyk(sk - Sk—l) = yl(Sl - SO) + ...+ yn(sn - Snfl)-
k=1 k=1

Zatem, stosujac do powyzszej sumy tozsamo$é (przeksztalcenie)
Abela otrzymujemy:

n

> (zr—yr) = (11— y2)S1+ (Y2 —y3)S2+ o+ (Yn—1—Yn) Sn1+YnSn.
k=1

A w polaczeniu z nier6wnosciami: y; > yo > ... >y, > 01 .S, > 0 dla
dowolnego k = 1, ...,n wnioskujemy, ze:

n

> (zk—w) =0,

k=1
co jest przeksztalceniem tezy.

Zadanie 1.7 Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 i dowolnych
liczb rzeczywistych nieujemnych x1, xo, ..., £, zachodzi nieréwnos¢:

i=1 i=1

Zrédto: LII Olimpiada Matematyczna; etap 3, zadanie 1

33



Nie zawsze na pierwszy rzut oka widaé, ze nieréwnosé¢ Cauchy’ego mo-
ze byé pomocna w rozwigzaniu zadania. Zauwazmy jednak, ze kazda
liczba x; jest nieujemna, zatem wykonujac pewne podstawienie mozna
sprowadzi¢ zadang nieréwnos$¢ do nieréwnosci miedzy érednimi.
Stosujac nieréwnosé¢ miedzy srednia arytmetyczna i $rednia geome-
tryczna dla liczb:

y1 =2l yo=ys = ... =y = 1;(2 <i < n),

zachodzi zwiagzek:

, ity tys+.o.ty a4 (i—1
Ti = N/Y1Y2y3---Yi < : @it )-

1 1
Zatem:
n n n )
IITED SUEHED 9
i=1 i=1 i=1
czyli:
- nn—1) = n G
. (3 (2
Z;w:i < s + Z;xl = (2) —|—z;a:2
1= 1= 1=

Zadanie 1.8 Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich
a,b,c:
a b c

+ + > 1.
VaZz+8bc Vb2 +8ca V2 +8ab

Zrédto: XLII Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna (USA 2001);
zadanie 2

Dowoéd zadanej nieréwnosci mozna przeprowadzi¢ analogicznie jak w
zadaniu drugim. Dos¢ tatwo nasuwa sie, ze nalezy zsumowaé ze soba
trzy nieréwnosci, w ktérych lewe strony beda takie jak w tezie, nato-
miast po prawej stronie w licznikach bedg wystepowaly wspotczynniki
a, b, ¢ w takich potegach, jak w mianowniku (oczywiscie wspolnym dla
wszystkich trzech nieréwnosci).

Dow6d mozna przeprowadzi¢ wykazujac najpierw prawdziwosé nie-
rownosci:

ol

a a
> .
Va2 + 8bec a%+b%+c%

Zauwazmy, ze powyzsza nieréwnosé¢ réwnowazna jest nieréwnosciom:

(a§+b§+c§>-a2a§'\/m,
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2 2
(a% —{—b% —|—C%) > (a% Va?+ 8bC) ,
>

4 4
<a§+b§ +c

ol

Zauwazmy réwniez, ze:
4 4 4\2 4\2 4 4 4 4 4 4
(aS + b3 +C3) —(aB) :<b3 —1—03)-(a3 + b3 + ¢3 +a3).

Stosujac nieréwnosé¢ miedzy srednia arytmetyczna i $rednia geome-

tryczna:
4 4 4 4 4 4
b3 +¢3 a3 +b3 +c¢3 +as \/ 2 2\2 /7 1.1 1 1\4
> <b3cs) . <a3b3c3a3> ,
2 4
(b%—l—c%) (a§+b3 +c%—|—a%> >2.4 b§c§ a%b%c%aéz
2
8-a3-b-c.
A stad:

4 o4 a2 s 2 2/ 9
(as+bs+cs) >a3 +8-a3-b-c=a’ (a® +8bc).

Dowdd przebiega analogicznie dla nieréwnosci:

b b3
\/b2+8ca_a%—|—b%—|—c§’

ol

c
> .
Ve +8ab ~ a3 4+ b3 +c3
Zadana nieréwnosé otrzymuje sie poprzez dodanie stronami dowodzo-
nych zaleznosci, co koriczy dowod.

o

Zadanie 1.9 Niech a, b, c beda takimi liczbami rzeczywistymi dodatnimi,
ze a - b-c=1. Udowodnié, ze:

o) o) o)<

Zrédto: XLI Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna (Korea Potu-
dniowa 2000); zadanie 2

W zadaniu tym nieréwnos$¢ miedzy srednimi petni wytacznie role po-
mocnicza, nie nalezy dopatrywaé sie jej od razu. Wiemy, ze liczby
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a, b, c sa dodatnie, wiec nalezy pamietac, ze mozemy wykorzystaé¢ oma-
wiang zalezno$é. Kluczowe jest jednak takie podstawienie, aby wyko-
rzysta¢ dana zaleznosé: abc = 1. Istotnie:
Niech x,y, z beda takimi liczbami rzeczywistymi dodatnimi, ze:

z
b y

=Z,c=-—.

x
a=—,
Y z x

Woéwczas dana w tresci zadania nieréwnosé przyjmuje postac:
(x—y+2)y—z+z)z—ax+y) <z y-=z

Dla wigkszej przejrzystosci zapisu mozna przyjac:
U=r—Yy+z,v=y—2z2+r,w=2—+y.

Zauwazmy, ze suma dowolnych dwoch liczb sposrod liczb u, v, w jest
dodatnia, zatem co najwyzej jedna z nich moze by¢ ujemna. Jesli
ktoras z nich faktycznie jest ujemna - oczywiste jest, ze nieréwnosé
jest prawdziwa. Jezeli za$ liczby w, v, w sa nieujemne, to korzystajac
z nieréwnosci miedzy $rednig arytmetycznag i Srednig geometryczna:

2
Vi<t =T e

2
Vst ==y

2
\/u.wgu;wzgzz.

Nastepnie mnozac powyzsze nieréwnosci stronami:
u-v-wlTryY-2,

co konczy dowdd, poniewaz nieré6wnosé ta jest réwnowazna nieréwno-
$ci podanej w tresci zadania.

Zadanie 1.10 Dane sa liczby rzeczywiste z, y, z spelniajace zaleznosé:
2y 229 =4(x Fy+2).
Dowiesé, ze:
gt oyt 2 4 16(2 + P 4 2 > 82 + P + 23 + 2T,

Dodatkowo rozstrzygnaé, kiedy zachodzi réwnosc.
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Zrédto: III Srodkowo - BEuropejska Olimpiada Matematyczna (Poznari
2009); zadanie 5

Zadanie to znalazlo sie na bardzo wysokim szczeblu zawodéw ma-
tematycznych, zatem mozna sadzi¢, ze jego rozwigzanie moze przy-
sporzy¢ wiele ktopotéw. Nic bardziej mylnego - zauwazmy, ze dowdd
opiera si¢ wytacznie na prostej obserwacji i zastosowaniu nieréwnosci
miedzy Srednimi. Rozpisujac zalozenie:
(2% —dz+4) + (P — 4y +4) + (22 — 4z +4) = 3,
(2 -2+ (y—2)2+(2—2)*=3.
Zauwazmy, ze:
(z=2)'+ -2+ (z-2" >0,
4., .4, 4 2,2, .2 3,.3..3
Yy +27+(164+8) (v +y +27)+48 > 8(x° +y  +2°) +32(x+y+2).
A 7 zalozenia:
(2 +12+2°) =32 +y+2)— 72
t.aczac zatem powyzsze dwie zaleznoéci:
syt 2 4162 + 2 + 2B > 8(2 + P 4 27) + 24
Stad tatwo wynika, zZe:
(x—2*+ @y -2+ (2 —2)* > 3.
Wprowadzajac oznaczenia:
a= (1’—2)2,b: (y_2)27C: (Z_2)2
i stosujac nieréwno$é miedzy $rednia kwadratows i $rednig arytme-
tyczng:

[a? 4+ b2 + 2 Jatbte (z—2)2+ (y—2)2+ (2 — 2)?
3 - 3 3 ‘

Na podstawie przeksztatconego zatozenia:

,CL2+Z;2+C2 21’

a® + b + 2 51,
3 2
(z—2)%+(y—2)* + (2 — 2)* > 3,
co jest réwnowazne przeksztalconej wczesniej tezie. Z wlasnosci nie-
rownosci Cauchy’ego wnioskujemy latwo, ze réwnosé zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy: a = b = ¢, co jest rbwnoznaczne temu, ze:

x,y,z € {1,3}.
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1.2.2 Sumy i iloczyny

Zadanie 1.11 Znalez¢ wszystkie uktady liczb catkowitych (a,b, ¢, x,y, 2)
spetiajace uklad réwnan:

a+b+c=uzyz
r+y+z=abc

oraz warunki: a > b>c> 1,z >y > 22> 1.
Zrédto: XLIX Olimpiada Matematyczna; etap 3, zadanie 1

Bardzo czesto zadania tego typu nalezy rozpoczaé¢ od dodania lub
odjecia stronami réwnan w uktadzie. Wowczas z reguly okazuje sie,
ze mozemy zaobserwowaé¢ pewne charakterystyczne wtasnosci, ktore
ulatwia pédzZniej rozwigzanie zadania. Zauwazmy, ze przeksztalcenia
pojedynczych réwnan raczej nie pomoga w rozwiazaniu, gdyz mamy
az szes¢ zmiennych, a kazda z nich wystepuje tylko raz.

Dodajac stronami:

a+b+ct+ar+y+z—zyz—abc=0.

Zauwazmy, ze otrzymaliSémy w ten sposob dwie grupy jednakowo skon-
struowanych wyrazen: a, b, c, —abc oraz x,y, z, —xyz. Latwo wiec wy-
wnioskowaé, ze mozemy dodaé¢ do siebie cztery wyrazenia, z ktorych
kazde jest iloczynem i posiada taka wlasno$é, ze po zsumowaniu z
pewnym drugim wyrazeniem otrzymamy szukang grupe. Nietrudno
wywnioskowag, ze:

(ab—1)(c—1)+(a—1)(b—1) =abc— (a+b+c) + 2.

Wyrazenie to zawiera szukang przez nas grupe zmiennych oraz wspol-
czynniki liczbowe. Oznaczmy zatem:

Ay =(ab—1)(c—1),Ay=(a—1)(b—1),

By =(xy—1)(z—1),Bo=(z—1)(y — 1).
Stad tatwo wynika zwiazek:

Ay + Ay + By + By = 4.

Dodatkowo z zalozenia: liczby Ay, As, B, B s catkowite nieujemne.
Rozwazmy przypadki:
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Jesli ¢ > 2, to z zalozenia a > 2,0 > 2 = ab > 4, a co za tym
idzie: A1 > 3, A2 > 1. W $wietle powyzszej rownosci zachodzi row-
niez: B;1 =0,By =0, A4, = 3, A3 = 1, co daje rozwiagzania:

(a,bye,x,y,2) =(2,2,2,6,1,1).
Odpowiednio zatozenie z > 2 prowadzi do rozwigzania:
(a7 b? C’ x? y? Z) = (67 17 17 27 2’ 2)'

Ostatnia mozliwos¢ to ¢ = z = 1. Wowcezas A1 = 0, By = 0, wiec Ax+
By = 4. Zatem latwo rozumujac otrzymujemy rozwiazania (a, b, ¢, x, y, z):

(37 27 17 37 27 1)7 (37 37 17 77 17 1)7 (57 27 17 87 17 1)’ (77 17 17 37 1’ 1)’ (87 17 17 5? 27 1)'

Zadanie 1.12 Wyznaczy¢ najwickszy mozliwy iloczyn liczb catkowitych
dodatnich o sumie réwnej 2000.

Zrédto: Obéz naukowy Olimpiady Matematycznej; Zwardor 2006, za-
danie 2

Zadania tego typu sa dos¢ czesto spotykane na réznorakich zawodach
matematycznych, pomimo faktu, ze rozwiazanie przebiega bardzo po-
dobnie jak przedstawione ponizej praktycznie dla kazdej sumy. Dlatego
z pewno$cia warto przyswoi¢ zaprezentowany ponizej sposéb rozumo-
wania.

Na poczatek zauwazmy, ze uzycie w rozwiazaniu jedynki jest bezcelowe
- zwieksza ona sume, ale nie zmienia iloczynu. Dodatkowo mozemy w
naszych rozwazaniach pominaé¢ czworke, gdyz zastapimy ja przez dwie
dwojki. Wykazemy teraz, ze uzycie w iloczynie liczby k > 5 jest nie-
optacalne. Istotnie, mozemy ja zastapi¢ przez liczby: 2 i kK — 2. Sumuja
sie obie do k, za$ funkcja f(k) = 2(k — 2) rosnie szybciej niz funkcja
g(k) =k dla k > 4.

Zauwazmy rowniez, ze jesli weZmiemy co najmniej trzy dwojki, to bar-
dziej oplacalne bedzie zastapienie ich dwiema trojkami (analogicznie
dla wiekszej ich ilogci). Wnioskujemy zatem, ze szukany iloczyn sklada
sie wylacznie z trojek i co najwyzej dwoch dwodjek.

Latwo stwierdzi¢, ze 2000 = 666 - 3 4 2, wiec szukany iloczyn zawiera
doktadnie jedna dwdjke i wynosi:

2. 3666.

Zadanie 1.13 Dla danej liczby naturalnej n znalezé najwicksza wartosé
iloczynu liczb naturalnych, ktérych suma réwna sie n.
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Zrédto: "Matematyka" - miesiecznik dla nauczycieli; numer 2, 1998
rok

Zadanie to jest analogiczne do problemu przedstawionego powyzej -
mamy tu do czynienia z uogblnieniem powyzszego rozumowania. Jak
wczesniej wspomniatem, sposéb dowodu dla dowolnego n jest ana-
logiczny jak dla przypadku n = 2000. Przyjrzyjmy sie uogodlnieniu
powyzszego problemu na dowolng liczbe naturalna n.

Zgodnie z przedstawionym rozumowaniem - wsrod szukanych liczb sa
co najwyzej dwie dwojki, zas reszta to trojki. Stad nietrudno zauwa-
zy¢, ze zachodza nastepujace zwiazki (dla k € N):

1. Wezmy liczbe postaci n = 3k + 2. Wowczas najwicksza wartosé
iloczynu liczb, ktorych suma jest rowna n, bedzie wynosita 2 - 3%,

2. Wezmy liczbe postaci n = 3k + 1. Wowczas najwicksza wartosé
iloczynu liczb, ktérych suma jest rowna n, bedzie wynosita 4 -
3L

3. Wezmy liczbe postaci n = 3k. Wéwcezas najwieksza wartosé ilo-
czynu liczb, ktorych suma jest réwna n, bedzie wynosita 3%.

Zauwazmy, ze w ten sposob wyczerpaliémy wszystkie przypadki, ktore
przedstawiliémy w zadaniu poprzednim. Wywnioskowalismy bowiem,
ze wirod szukanych liczb sg co najwyzej dwie dwojki. Zgodnie z rozu-
mowaniem powyzej - dla 3k + 1 otrzymujemy doktadnie dwie dwojki,
dla 3k + 2 - jedna, za$ dla 3k - zadnej.

Zadanie 1.14 Niech a,b,c € N oraz a + b 4+ ¢ = 407. Ile maksymalnie zer
na koricu moze mieé iloczyn abc?

Zrédto: Olimpiada Matematyczna; Sankt Petersburg 2002

W rozwigzaniu tego zadania istotne jest rozumowanie, ktére w pew-
nym sensie jest podobne do przedstawionego powyzej. Bedziemy sta-
rali sie tak dobra¢ czynniki w iloczynie abc, aby zmaksymalizowaé
liczbe zer.

Zauwazmy, ze interesuje nas sytuacja, kiedy w rozktadzie liczby abc
na czynniki pierwsze wystepuja wytacznie dwojki i piatki. Na dodatek
- w tych samych potegach, gdyz wtedy liczbe abc mozemy zapisa¢ w
postaci:

abe = 2° . 5% = 10°.
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Zatem pozadane jest, aby liczby a, b, ¢ przedstawi¢ w postaci:
a=5".2%p=>5".2% c=p5n. 07

Zauwazmy, ze:
aq, B1771 < 37

poniewaz 5* = 625 > 407, a wszystkie liczby a,b,c sa naturalne.
Zapiszmy zatem:

407 =3-1254+32=(1+2)-5%+2° =54 2.5% 4 25

Jak sie okazuje:
50.2.5%.2° =50.20 = 10°.

A wiec otrzymalismy szukany iloczyn z zmaksymalizowang liczbg, zer.
Zatem szuakana licza abc ma na koricu 6 zer dla:

a=125,b=250,c = 32.

Zadanie 1.15 Ciekawostka. W jednym z numerdéw miesiecznika "Delta”
ukazalo sie takie oto twierdzenie:
Niech x, ¥, z, m beda liczbami naturalnymi takimi, ze: x > y > z oraz

(x+y)(y+ 2)(z + x) = mayz.

Wtedy (m, x,y, z) jest jedna z czworek: (8,1,1,1),(9,2,1,1),(10,3,2,1).
Zrédto: Miesiecznik "Delta"; numer 1, 1999 rok

Istotnie, kazda z przedstawionych czworek spelnia warunki zadania.
Przypatrzmy sie jednak ponizszemu rozumowaniu (korzystajac z nie-
réwnosci miedzy Srednia arytmetyczna i $rednia geometryczna):

Tty yt+tz vtz S

5 > 5 = VTY Yz Tz = 1yz,

(z+y)(y +2)(z +z) > 8ayz.

7 wtasnosci nieréwnosci Cauchy’ego wiemy, ze dla x = y = z za-
chodzi réwnosé. Zatem rozwigzaniem rozwazanego réwnania jest nie
tylko czworka (m, z,y, z) rowna (8,1,1,1), ale kazda czworka postaci
(8,a,a,a), gdzie a jest dowolna liczba naturalna.

Zadanie 1.16 Zal6zmy, ze x < y sa takimi liczbami catkowitymi, ze xy =
1997(z + v), to (z,y). Wyznacz te liczby.
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Zrédto: Olimpiada Matematyczna; Rosja 1997/98

Przedstawiony ponizej schemat rozumowania jest charakterystyczny
i w pewnym sensie uniwersalny dla zadan tego typu. Polega on na za-
uwazeniu pewnych charakterystycznych cech zmiennych i wspotczyn-
nikéw w réwnaniu, a nastepnie na przeksztatceniu zaleznosci do po-
staci, z ktorej tatwo bedzie mozna wywnioskowaé rozwiazanie. Przy
mniejszych wspoétczynnikach liczbowych na poczatku mozna sprobo-
waé odnalezé rozwigzania "domys$lajac sie" ich, jednak dla duzych
liczb ta strategia z reguty nie przynosi skutku.

Zauwazmy, ze 1997 jest liczba pierwsza. Od razu widoczny jest wnio-
sek, ze ktoras z liczb z,y musi by¢ jej dzielnikiem. Idgc tym tropem,
wykonujac bardzo proste przeksztalcenia otrzymujemy:

1997z + 1997y — xy + 1997% — 19972 = 0.

Zauwazmy, ze wykonujac pozornie nic nie znaczaca operacje - dodanie
i odjecie tego samego wyrazenia - réwnanie przybiera duzo prostsza
do analizy postaé:

2(1997 — y) — 1997(1997 — y) = —19972,

(z —1997)(y — 1997) = 19972

Analiza ta byla juz przeprowadzana wczesniej (podrozdzial: Iloczyn
rowny m-krotnej sumie). Wynika stad latwo, ze rozwiazania otrzyma-
my dzieki uktadom:

r — 1997 = £1997,y — 1997 = £1997,

x— 1997 = 1,y — 1997 = £1997%.

Nalezy pamietaé o rozwazeniu przypadkow symetrycznych! Stad oraz
z warunku x < y otrzymujemy, ze (z,y) jest jedna z par:

(0,0), (3994, 3994), (1998, 3990006), (—3986012, 1996).
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