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Motywem do napisania pracy byta obserwacja przyczepionej do szprychy roweru kolorowej
kulki. Zastanawiatem sie po jakim torze porusza sie kulka, jakg droge przebedzie, jesli
rowerzysta pokona okreslony odcinek trasy oraz jak zmienia sie tor ruchu w zaleznosci od
odlegtosci kulki od srodka kota.

Przy pomocy komputera udato mi sie wykona¢ rysunki pokazujgce sposéb poruszania sie
kulki. Zauwazytem, ze zmieniajgc odlegtos¢ obserwowanego punktu od srodka kotfa
otrzymuje rézne ksztatty krzywych.

Przyktad 1.

Droga jakg przebywa punkt nalezgcy do obwodu kota toczonego bez poslizgu po odcinku
proste;.

Rysunek 1*.

Podstawa cykloidy

Ta linia nazywa sie cykloida.

Wiasnosci cykloidy.

Badania nad cykloidg juz w XVI w. rozpoczat wtoski matematyk, fizyk i astronom Galileusz
po czym napisat do Torricellego, by kontynuowat jego badania gdyz przez 40 lat
bezskutecznie szukat wzoru na pole obszaru zamknietego przez te krzywa.

Torricelli znalazt ten wzoér.
P = 3mrt

Wz6r na dlugosc¢ krzywej obliczyt Christopher Wren w XVII w.
L=23&r

Christian Huyghnes w roku 1673 opublikowat dzieto pt. ,Horologium Oscillatorium”(,Wahadto
mechaniczne”), w ktérym podat wtasnosci mechaniczne cykloidy. Wykazat on ze wahadto
zegara niezaleznie od wielkosci swoich wychylen wykonuje w tym samym czasie ruch po
krzywej zwanej izochrong i ze izochrona jest odwrdécong wypuktoscig cykloidy.

Na rysunku 2 przedstawiono wahadto miedzy dwoma cykloidami. Ciezarek wahadta wykresla
takg samg cykloide jak te, miedzy ktorymi jest zawieszony. Wahadto to jest nazywane
cykloidalne.
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Rysunek 2*,

e =

Zwykte zegarki wykonujg ruch kolisty nie cykloidalny ale tuk wykonywany przez te wahadta
jest bardzo maty, odpowiada on srodkowej czeéci cykloidy, ktorg (w Srodkowej czesci)
mozna uznac¢ za tuk kota.Luk cykloidy ma tez inne wlasnosci techniczne, jest on najbardziej
wytrzymatym tukiem na obcigzenia.

W zwigzku z tym wiele mostow ma cykloidalne arkady.

Kota zebate posiadajg zeby cykloidalne w celu zmniejszenia tarcia w mechanizmach
transmisyjnych.

Amerykanski inzynier S.C. Ogilvy odwrdcit zwigzek pomiedzy kotem, linig prostg i cykloida.
Zastanawiat sie nad tym, po jakiej krzywej musi toczy¢ sie bez poslizgu okrag by tor
poruszania sie dowolnego punktu byt odcinkiem proste;.

Odpowiedz jest oczywista krzywa to odwrécona cykloida.

Rysunek 3.

Kolejnym etapem jest obserwacja zmian ksztattu zaleznie od zmiany potozenia punktu
wzgledem srodka okregu. Gdy przesuniemy punkt blizej srodka okregu, powstaje krzywa
zademonstrowana ponize;.

Rysunek 4*,

Jest to cykloida skrécona.
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Gdy punkt ten przesuniemy do srodka okregu, krzywa bedzie sie zawierata w prostej
réwnolegtej do podstawy.

Rysunek 5.

O—C

Na rysunku 6 punkt w ktorym zaczyna sie toczenie zostat przesuniety na odlegtos¢ wigksza
niz promien toczonego okregu.

Rysunek 6*.

Krzywa ta nazywa sie cykloidg wydtuzona.

Nastepie zajatem sie obserwacjg toczgcego sie bez poslizgu okregu po innych krzywych.

Toczac bez poslizgu okrag o promieniu r po okregu o promieniu R otrzymamy rézne odmiany
-oid.

Rysunek 7.

Nazwy tych krzywych sg zalezne od stosunku promieni:

« kardioida (dla ~=1)

« nefroida (dla ==2)
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Aby stworzy¢ kardioide zaznaczamy punkt na okregu o takim samym promieniu jak okrag,
po ktorym bedzie on toczony. Krzywa przedstawiona zostata na ponizszym rysunku
Rysunek 8**,

A
\

Aby wykresli¢ nefroide zaznaczmy punkt na okregu o promieniu dwukrotnie mniejszym niz

promien okreg, po ktérym bedzie on toczony, az do to potagczenia sie punktu poczatkowego z
koncowym. Krzywa przedstawiona zostata na rysunku 9

Rysunek 9**,
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Inny ksztatt ma epicykloida powstata poprzez toczenie okregu o promieniu 3 razy mniejszym
od promienia okregu po ktérym go toczymy. Krzywa przedstawiona zostata na ponizszym
rysunku.
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Rysunek 10**,
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Podobnie powstajg krzywe jakie zakresla punkt okregu toczonego po wewnetrznej stronie
okregu. Ich ksztalty sg zwigzane z zaleznoscig promienia duzego okregu (w ktérym toczony
jest maty) i matego okregu. Zaznaczamy punkt na okregu i toczymy go az do zamkniecia sie

krzywej.

Rysunek 11.

Dla zaleznosci :::2 krzywa jest srednicg okregu. Jest to przedstawione na ponizszym

rysunku.
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Rysunek 12.

Deltoida jest to krzywa, jakg zakresla punkt okregu o promieniu 3 razy mniejszym od okregu
wewnatrz ktérego jest toczony. Prowadzimy te czynnos$¢ az do potgczenia punktu
koncowego i poczatkowego krzywej. Zostato to przedstawione ponize;j.

Rysunek 13**.

Aby narysowac asteroide toczymy okrgg o promieniu 4 razy mniejszym od promienia
duzego okregu. Zaznaczamy dowolny punkt na matym okregu i toczymy go po wewnetrznej
stronie duzego okregu az do zamknigcia sie krzywej. Przedstawione jest to na rysunku 14.

Rysunek 14**,
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W przypadku, gdy stosunek ? jest liczbg niewymierna, otrzymujemy kolejne ciekawe

ksztatty krzywych, nie wszystkich jeszcze nazwanych —oid.

Rysunek 15**,

Moim zdaniem rodzina krzywych powstatych przez toczenie okregu jest fascynujgca i
ich poznawanie byto dla mnie ciekawym doswiadczeniem.



Gimnazjum nr 16 im. Krdla Stefana Batorego w Krakowie
Arkadiusz Biel Przypadki toczenia okregu

Bibliografia

1. W. Krysicki, H. Pisarewska, T. Swigtkowski Z geometrig za pan brat, Iskry, Warszawa
1992.

2. Stanistaw Kowal Przez rozrywke do wiedzy Rozmaito$ci matematyczne,
Wydawnictwo Naukowo-techniczne, Warszawa 1989

3. swiatmatematyki.pl — artykut o Cykloidach

Przypisy:
*Rysunki z fizyka.net.pl z artykutu o cykloidach

** Rysunki z Wikipedii z artykutow tematycznych



