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INFORMACJA NAUCZYCIELA

Kacper jest uczniem szostej klasy. Wszystkie jego prace pisemne
z matematyki wykonywane sa bezblednie. Zadania dodatkowe o podwyzszonym
stopniu trudnosci zawsze rozwigzuje wzorowo.

W ramach ,, Ligi Matematycznej” ( praca z uczniem zdolnym) Kacper
systematycznie rozwigzuje wszystkie zadania.

Brat udziat w r6znych konkursach matematycznych:
- w konkursie matematycznym ,,Krakowska Matematyka”Kacper
zakwalifikowat si¢ do etapu wojewédzkiego,
— w konkursie matematycznycm ,,Kangur” zajat bardzo wysoka lokate
1 zakwalifikowat si¢ do etapu ogélnopolskiego,
— W Matopolskim Konkursie Matematycznym przeszedt do etapu rej onowego
jako jedyny szdstoklasista.

W roku szkolnym 2016/2017 zajal II miejsce w Matopolskim Konkursie Prac
Matematycznych piszac prace o nieskoficzonosci.

Kacper ciggle stawia sobie nowe wyzwania i wyszukuje problemy do
rozwigzania. Ma wiele pomystéw wiasnych na rozwiazywanie zadan, nie zawsze sa
one stereotypowe, potrafi doj$¢ do rozwigzania réznymi metodami.

Lubi pracowa¢ samodzielnie.

W pracy przedstawionej na konkurs wykorzystat duze wiadomosci
i umiejetnosci ktore posiada.
Opierat si¢ na literaturze dotgczonej do pracy.
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WSTEP

Jedng z moich pasji jest matematyka, ktérg interesuje sie, odkad siegam pamiecia. Zawsze
intrygowaty mnie réznego rodzaju obliczenia. Duzg role odegrat tutaj moéj Tata, ktory cierpliwie
ttumaczyt mi rézne zagadnienia matematyczne — najczesciej podczas naszych licznych wypraw
w Gorce (czasami pomagajac sobie znalezionym kijkiem rysujagc na mokrym btocie
skomplikowane wzory). Jednak Tata zawsze powtarza, ze aby dobrze poznaé matematyke, trzeba
rozwigzywaé duzo zadan (wtedy podobno mozna pozna¢ ,piekno” matematyki). Mnie jednak
niezbyt pociggaja Zzmudne mnozenia, dzielenia itym podobne, wole przeglagdaé Internet
w poszukiwaniu ciekawych zagadniedn matematycznych. A to nieskoriczonosc¢ (i zwigzane z tym
pojeciem paradoksy), a to liczby urojone, czy szeregi liczbowe. To dla mnie jest Matematyka

(przez duze M). | to jest dla mnie piekne.

Druga mojg pasja jest kostka Rubika. Juz w drugiej klasie podstawdwki nauczytem sie
uktadac standardowa kostke (3x3x3). Czasami zanositem jg do szkoty i na przerwach uktadatem
ja budzac zainteresowanie zaréwno ucznidw jak inauczycieli. Oczywiscie na poczatku byty to
proste algorytmy (znalezione w Internecie) do uktadania ,,normalnej” kostki. Potem rodzice kupili
mi inne uktadanki: pyraminx, megaminx, 2x2x2, mirror cube, 4x4x4, dino cube, skewb i inne. Tu
juz zaczynaty sie ,schody”. Nie zawsze mogtem znalez¢ algorytmy do ukfadania tych kostek.
Probowatem wiec sam znalez¢ sposéb na utozenie bardziej skomplikowanych ,bryt Rubika”.
Czasem sie udawato (wtedy chodzitem dumny jak paw), aniekiedy niestety nie (i wtedy
odktadatem ,, moje rubiki” na pétke). Potem oczywiscie do nich wracatem i prébowatem znowu.

| znowu, i znowu ...

Oprodcz czysto ,naukowych” zainteresowan fascynuje mnie zonglerka. Odkad Tata nauczyt
mnie zonglowac¢ dwoma jabtkami (oj duzo sie obito i nadawato sie tylko na kompot, albo nawet
na kompost) mineto juz sporo czasu i teraz zongluje juz czterema piteczkami (ucze sie piecioma)
oraz trzema obreczami i takg samg liczbg maczug. Trzema piteczkami umiem juz zonglowa¢ na
kilka réznych sposobdéw. Kiedys 1 czerwca byt u nas w parku festyn na Dzien Dziecka. Byt tam
klaun, ktéory zonglowat. Kiedy dat mi do reki trzy piteczki i powiedziat, zebym sprébowat,
pokazatem co potrafie. Ja zonglowatem, dzieci tanczyty w koto i klaskaty, aklaun patrzyt

zdumiony. Potem powiedziat mi, ze mégtby sie ode mnie uczyé¢. Bytem dumny.




W poprzednim roku, gdy nauczycielka matematyki zaproponowata mi udziat
w Matopolskim Konkursie Prac Matematycznych, najwiekszy ktopot miatem z wyborem tematu.
Pamietam, ze bardzo sie nad tym meczytem. Gdy na zakoriczenie roku moja Pani zapytata sie, czy
bede chciat uczestniczy¢ w nastepnym konkursie — powiedziatem, ze oczywiscie. Ale na jej
pytanie o temat pracy, nie mogtem odpowiedzie¢. Postanowitem, ze juz w wakacje bede sie nad
tym zastanawiat. Ale bez przesady, nie przez cate wakacje ©. Po napisaniu poprzedniej pracy
o nieskoriczonosci fascynowaty mnie szeregi iciggi liczcbhowe. Myslatem, ze pdjde tg droga.
Przeczytatem ksigzke 0 ciggu Fibonacciego (A.S. Posamentier,
I. Lehmann Niezwykte liczby Fibonacciego), potem ksigzke o liczbie Pl (A.S. Posamentier,
I. Lehmann Pl Biografia najbardziej tajemniczej liczby na swiecie), ale jakos ,nie czutem” tematu.
Postanowitem odtozyé decyzje na pdzniej. Ostatecznie byly wakacje ico innego miatem na
gfowie. Pewnego razu wracajac z rodzicami z plazy zauwazytem w witrynie sklepu, obok ktérego
przechodziliémy, standardowa kostke Rubika. Okazato sie, ze oprécz normalnej, majg tam catg
game innych kostek. Chodzilismy wiec tam co jakis czas i kupowalismy kolejnego ,rubika”, a ja
staratem sie znalez¢ algorytmy do jego utozenia. | znowu podobnie jak w domu, czasami sie mi
udawata, aczasami nie. Na szcze$cie tych pierwszych przypadkéw byto duzo wiecej. Przy
opracowywaniu rozwigzan zawsze zastanawiatem sig, ile jest mozliwych uktadéw kostek. Czy nie
znajac zadnych algorytmdw, a stosujgc tylko zupetnie przypadkowe ruchy, mégtbym jg utozyc.
Oczywiscie, po napisaniu pracy o nieskoriczonosci, wiedziatem, ze gdybym nie miat ograniczenia

czasowego, to wczesniej, czy pdzniej kostka zostataby utozona.

| wtedy wpadtem na pomyst na temat mojej pracy:
MATEMATYKA KOSTKI RUBIKA

Zaczatem sie zastanawia¢ co mogtoby sie kry¢ pod tym pojeciem. Oczywiscie ilos¢

mozliwych uktadéw réznych kostek (jak to obliczyé?). A moze jest co$ wiecej? Zobaczymy!

Po powrocie zwakacji zaczatem szuka¢ Zrodet, zktédrych mogtbym skorzystad.
O ksigzkach mogtem zapomnie¢. Byty oczywiscie wydania o kostce Rubika, ale wszystkie
opisywaty rédzne metody uktadania kostek. To samo dotyczyto Internetu. Wiekszos¢ znalezionych
prac/filméw odnosita sie do algorytmoéw, tylko niektdre w sposdb dosy¢ pobiezny traktowaty

o ,matematyce”. Spréobowac? Czemu nie? A jak mi wyjdzie —zobaczymy!




Historia Kostki Rubika

Tworca tej zabawki - Erno Rubik - byt
profesorem architektury Budapesztenskiej
Akademii Sztuki Uzytkowej. Aby pomdc swoim
studentom zrozumieé przestrzedn w 1974 roku
wymyslit  kostke. Ta zpozoru banalna
tamigtodwka (szes¢ kolorow, ktére nalezy utozyc
razem) okazata sie dla wiekszosci osob zbyt
trudna. Sam Erno pierwszg koske uktadat
miesigc. Jednak po znalezieniu odpowiednich
algorytmow (takie szablony ruchéw) mozna byto
uktadac¢ kostke juz w kilka minut. Ludzie zaczeli
sie interesowa¢ tym nowym ,wynalazkiem”.
Zaczeli rywalizowa¢ miedzy sobg, kto utozy

kostke najszybciej albo w najmniejszej liczbie

ruchéw. Pierwsza partia kilku tysiecy kostek trafita do wegierskich sklepéw przed Bozym

Narodzeniem 1977 roku i rozeszta sie natychmiast.

Rok pdzniej w Budapeszcie powstat klub kostki Rubika!. Na pierwszym spotkaniu pojawito
sie ponad 2000 oséb. Na Wegrzech sprzedano 300 tysiecy tamigtéwek w trakcie dwodch
pierwszych lat. W 1978 roku, Tamas Varga, wegierski profesor matematyki, a zarazem entuzjasta
zabawki Rubika, wzigt ze sobg kilka sztuk na miedzynarodowy kongres matematykow
w Helsinkach. Rozdat je znajomym z zagranicy. Jakiez byto jego zdziwienie, gdy wtasciwie od
wszystkich otrzymat prosbe o nadestanie wiekszej ilosci, wraz z instrukcjami jej uktadania.
W 1980 roku w porannym programie telewizji BBC pokazano mtodych ludzi uktadajgcych kostke
na czas. W kilka dni pdzniej kostka Rubika byta juz najbardziej rozchwytywanym towarem
w sklepach z zabawkami. Rozpoczat sie prawdziwy szat. Kostka Rubika miata swdj ztoty okres
w latach 80-tych XX w., pdzniej troche o niej zapomniano, czasami robito sie gtosno, czasami cisza
trwata latami. Jednak trafita na zaszczytne miejsce przedmiotdow, ktdre witasciwie rozpoznaje

kazdy cztowiek na Ziemi.

! https://kostkarubika.net/




Jezeli chodzi o rekordy w ukfadaniu kostki to pierwszy zanotowany wynik uktadania kostki
Rubika 3x3x3 z1980 roku wynosit 54 sekundy. W 1982 roku zorganizowano pierwsze
mistrzostwa, gdzie poprawny uktad pdl utozono w 22,95 sekundy. Pierwsze ufozenie Kostki
Rubika w czasie ponizej 10 sekund
w historii miato miejsce 5 maja 2007 roku,
a dokonat tego Francuz Thibaut Jacquinot (9,86 s.)
W tej chwili rekord (4,69s) nalezy do Patricka
Ponce z USA2.

Ale kostki Rubika to nie tylko uktadanie na
czas. Sg ludzie, ktérzy zkostki Rubika tworza
piekne obrazy. Ostatnio
w polskiej edycji programu The Brain, Genialny
Umyst — Adam Polkowski tworzyt niewiarygodne

portrety.

Do rozwigzywania tamigtéwek Rubika stosowane sg przerdzne algorytmy. Ponizej podaje
kilka z nich (takich podstawowych), a ze same sposoby rozwigzywania kostek nie s3 tematem
niniejszej pracy zainteresowanych oznaczeniami odsytam np. do strony: kostkarubika.net/3x3x3/

podstawy.html lub dla bardziej dociekliwych: www.cyotheking.com.

Pierwsze uktadamy krzyz (intuicyjnie), nastepnie dwie pierwsze warstwy (najlepiej
intuicyjnie, ale sg tez proste algorytmy). A nastepnie korzystamy z uproszczonych algorytmow
OLL: R UR' UR U2 R'; F (R UR' U') F'; a potem korzystamy z algorytmow PLL:
(R" UR' U') (R" U' R'" U) (RUR2); R'" FR' B2 R F' R' B2 R2

Rekordzisci, ktérzy uktadajg kostki w kilka sekund muszg sie nauczyc¢ kilkuset algorytméw

(1.

2 https://www.worldcubeassociation.org



http://www.cyotheking.com/

Kombinatoryka

Aby méc obliczad ilosci réznych utozen kostki Rubika nalezy zgtebi¢ tajniki kombinatoryki. Czym
jest kombinatoryka? Jest to dziat matematyki, ktdry pomaga odpowiedzie¢ na pytania typu: "ile
jest mozliwych wynikéw w rzucie monetg?", "Na ile sposobdw mozemy wybraé¢ delegacje
dwuosobowg z klasy 28 osobowej?", itp. Powstata ona dzieki grom hazardowym. W 1563
Girolamo Cardano pisze ,Ksiege o grze w kosci”, w ktérej po raz pierwszy podjat sie zadania
okreslenia szans na wygrang w tej grze. Galileusz w ,,Rozwazaniu nad gra w kosci” przeprowadza
analize wynikéw rzutu kilkoma kostkami. Blaise Pascal uzywa pojecia kombinacja (combinaison)
oraz symbolu notacji uzyje Euler dopiero CF (”) w pracy z roku 1778. Pdzniej swdj

k

rozwdj kombinatoryka zawdziecza przede wszystkim rachunkowi prawdopodobienstwa.

Jak to zwykle w matematyce bywa wszystko to, co odkrywali europejscy uczeni byto znane

od stuleci w $wiecie islamu (Al Halil lon Ahmad (718-786) Abu Yusuf Yaqub Al-Kindi (VIII/IX w.)).

Tyle historia, teraz zajmijmy sie tym, co kryje sie za pojeciem kombinatoryki. Jak
wspomniatem wczeséniej z pomocg kombinatoryki mozemy obliczy¢ np. na ile mozliwych
sposobéw mozna utozy¢ kostki domina, ile jest mozliwosci przy rzucie dwoma kostkami do gry
itp. Aby rozwigzac tego typu zadania, czesto stosuje sie wzory na permutacje, kombinacje,
wariacje oraz wariacje z powtérzeniami. Na szczescie nie trzeba pamietaé¢ tych wszystkich
wzorow, aby szybko iskutecznie rozwigzywaé zadania z kombinatoryki. Do rozwigzania

wiekszosci zadan w zupetnosci wystarcza reguta mnozenia i wzér na kombinacje.

Reguta mnozenia przydaje sie podczas rozwigzywania wielu zadan z kombinatoryki.
WezZzmy na przyktad takie zadanie: Rzucamy trzy razy moneta. lle jest wszystkich mozliwych
wynikéw tego doswiadczenia? W pierwszym rzucie moze nam wypasc Orzetf lub Reszka — czyli s
dwie mozliwosci. W drugim (a takze trzecim ikazdym nastepnym) réwniez mamy dwie
mozliwosci (O i R). Mozemy wiec powiedzieé, ze w pierwszym rzucie mamy dwie mozliwosci i w
drugim rzucie mamy dwie mozliwosci iw trzecim rzucie mamy dwie mozliwosci. W regule
mnozenia zawsze spoéjnik i zamieniamy na znak mnozenia. A wiec w tym zadaniu mamy 2 * 2 * 2
= 8, czyli 23. Mamy osiem mozliwosci. Podobnie, gdy rzutéw monetg bedzie 10 to otrzymamy
wynik 219, Jezeli zamiast monetg bedziemy rzucaé szescienng kostkg do gry to przy np. pieciu

rzutach bedziemy mieli 6° r6znych mozliwosci.




Podobnie regute mnozenia mozemy zastosowaé np. do okreslenia ilosci mozliwych
rejestracji samochodowych (nie bierzemy pod uwage wojewddztw) sktadajgcych sie dla
przyktadu na poczatku z trzech liter ze zbioru A-Z (bez polskich znakéwy), a nastepnie z pieciu cyfr
od 0-9. Zbidr liter zawiera 26 elementéw (wliczamy Q i V), natomiast zbiér cyfr zawiera 10
elementéw (0-9). Zdarzeniem elementarnym nazwiemy tu wybranie (wylosowanie) jednego
elementu z odpowiedniego zbioru (liter badz cyfr). Aby obliczy¢ liczbe mozliwych rejestracji
musimy pomnozy¢ przez siebie ilos¢ mozliwych zdarzen elementarnych. Pierwsza litera to 26
mozliwosci, druga i trzecia to samo; pierwsza cyfra to 10 mozliwosci nastepnie rowniez. A wiec
rejestracje sktadajaca sie z trzech liter na poczatku, a nastepnie z pieciu cyfr mozemy utozy¢ na:

26*26*26*10*10*10*10*10 =1 757 600 000 sposobdw.

Z kombinatoryka zwigzane s3 takie pojecia jak permutacja, kombinacja i wariacja. Czym

to sie je? Definicje sg do$¢ skomplikowane:

Permutacja jest odwzorowaniem réznowartosciowym skoriczonego zbioru w siebie.
Kombinacjg nazywamy kazdy podzbiér skoriczonego zbioru

Wariacja to odwzorowanie réznowartosciowe podzbioru zbioru skonczonego w niego samego

Wariacja z powtdrzeniami jest kazdym odwzorowaniem podzbioru zbioru skoriczonego w niego

samego

Dla mnie bytfo to za bardzo skomplikowane, wiec postanowitem to sobie uprosci¢ i zrozumiec te

pojecia na przykfadach.

Permutacja

Mamy z nig do czynienia, gdy okreslamy liczbe wszystkich ciggéw, jakie mozemy utworzyé
z wszystkich elementéw danego zbioru. Na przyktad mamy cztery réznokolorowe kulki (zielona,

czerwona, niebieska i z6tta) i pytamy naile mozliwych sposobéw mozemy te wszystkie cztery kule

00

Okazuje sie, ze liczba ta wynosi 1*2*3*4 czyli 4! [silnia, n! = 1*2*3 ... (n-1)*n ], a wiec sg 24

utozy¢ w szeregu.

takie uktady.

Sprawdzmy:
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Kluczowa jest tutaj liczba elementéw zbioru oraz to, ze za kazdym razem uktadamy cigg ze
wszystkich elementdw zbioru, a wiec nie mozemy uzyé dwa razy tego samego elementu.
Zauwazmy takze, ze uktadamy cigg kulek, a wiec wazna jest kolejnos¢. Ogdlnie liczbe permutacji

(P) zbioru n-elementowego mozemy przedstawic¢ za pomocg wzoru:

Kombinacja

Moéwimy o niej, jezeli z jakiego$ zbioru wybieramy jego podzbiér. Wezmy poprzedni przykfad
z czterema kulkami. Pytamy teraz na ile réznych sposobdw mozemy wyciggna¢ dwie z posréd
czterech kulek, przy czym nie wazna jest kolejnos¢ wycigganych kulek. Tutaj wzor jest bardziej
skomplikowany niz w przypadku permutacji. Mamy przeciez dwie wielkosci: liczba elementdow
zbioru iliczba elementéw podzbioru, ktéry wybieramy. Zwrdémy uwage, ze w przypadku
permutacji méwiliémy o ciggu (wazna jest kolejnos¢), natomiast tutaj méwimy o podzbiorze
(kolejnosé nie jest wazna). W naszym przypadku wyboru dwdch z czterech kolorowych kulek

mamy:

4 _ 1x2x3x4 _24_6
21(4—-2)! 1%2%(1%2) 4

Sprawdzmy:
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Ogélnie liczbe k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego (czyli liczbe mozliwych

k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego) mozemy przedstawié¢ wzorem:

an =

n) n! nn—1)...(n—k+1)
k] =~ kl(n—=k)" ~ k!

Wariacja (bez powtorzen)

Z tym pojeciem mamy do czynienia, gdy tworzymy cigg z elementow danego zbioru, ale cigg nie
musi sktadaé sie ze wszystkich elementédw zbioru. Widzimy tu pewne podobienstwo do
permutacji — tworzymy cigg (wazna jest kolejno$¢) elementéw ze zbioru; oraz do kombinacji -
tworzony cigg nie musi zawieraé wszystkich elementéw gtdwnego zbioru. Jezeli jednak powstaty
cigg ma sktadac sie ze wszystkich elementdw zbioru to mamy do czynienia z permutacjg. Zwrot
»,bez powtdrzen” oznacza, ze zaden element w tworzonym ciggu nie moze sie powtarzac (tzn. raz

wybrany ,,nie wraca” juz do zbioru, z ktérego losujemy nastepne).

W naszym przyktadzie pytamy teraz na ile réznych sposobéw mozemy wyciggna¢ dwie z posréd
czterech kulek, przy czym wazna jest kolejnos¢ wycigganych kulek. Od razu widzimy duzg
zbieznos$¢ z kombinacjami, opisanymi wczesniej. Jedyna rdznica polega na tym, ze w przypadku
wariacji wazna jest kolejno$¢ elementéw. W naszym przypadku ilos¢ mozliwych utozen kulek
powinna by¢ doktadnie dwa razy wieksza od ilosci kombinacji (w poprzednim przyktadzie uktad
kulek np. {zielona, czerwona} i {czerwona, zielona} brany byt jako jeden, w przypadku wariacji s
to dwa uktfady). llos¢ mozliwych wyboréw dwdch z posréd czterech kolorowych kulek, gdzie

wazna jest kolejnos¢ wynosi:

4! _1*2*3*4_24_12
4-2)"  1x2 2

Zgodnie z intuicjg wariacji bez powtdrzen w naszym przyktadzie jest doktadnie dwa razy wiecej
niz kombinacji.

Sprawdzmy
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Ogodlnie liczbe k-elementowych ciggdw bez powtdrzed zbioru n-elementowego mozemy

przedstawi¢ wzorem:

K n!

g TF
" (n-k)!

Wariacja (z powtdrzeniami)

Podobnie jak w przypadku wariacji bez powtérzen tworzymy cigg z elementdw danego zbioru,
ale nie musi on sktadac sie ze wszystkich elementéw zbioru. Rdznica polega na tym, ze ten sam
element zbioru moze by¢ wykorzystywany wielokrotnie. Powréémy do naszego przyktadu:
wyciggamy po kolei dwie kule zczteroelementowego zbioru, ale wtym przypadku po
wyciggnieciu pierwszej kuli zapisujemy wynik, a nastepnie ,wrzucamy wyciggnietg kule do

worka”. llos¢ mozliwych uktadéw obliczymy:
42 =16

Sprawdzmy:

e
©e

0@
0@

@O
o0

o0
0@

o0 00
o0 00

0 00
0 OO
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Ogodlnie liczbe k-elementowych ciggdw z powtdrzeniami zbioru n-elementowego mozemy

przedstawi¢ wzorem

k k
W' =n

n

No teraz to wydaje sie duzo prostsze niz tylko po przeczytaniu definicji. Zawsze, jezeli
jakiego$ pojecia nie rozumiem, to staram sie znalez¢ przyktady opisujgce to pojecie i wtedy

(oczywiscie nie zawsze) okazuje sie to duzo prostsze.

Kombinatoryka wigze sie nieodtgcznie ztzw. rachunkiem prawdopodobienstwa. Ta
dziedzina matematyki odpowiada na pytanie ,jaka jest szansa, ze dane zdarzenie nastgpi?”
(oczywiscie  w wielkim  uproszczeniu). W wielkim skrocie mozna powiedzie¢, ze
prawdopodobienstwo klasyczne to stosunek ilosci zdarzen, o ktére nam chodzi do wszystkich
mozliwych zdarzen. | znéw biorac nasz przyktad z czterema kolorowymi kulkami, mozemy zadaé
pytanie, jakie jest prawdopodobienstwo, ze losujgc dwie kulki z czterech (wyciggajac kulki po
kolei i z powrotem je zwracajgc) wyciggniemy dwie kule tego samego koloru. Jak widzimy na
rysunku powyzej wszystkich zdarzen (mozliwych uktadéw 2 z 4 kulek) jest 16, natomiast takich

uktadéw, w ktérych wystepujg dwie kulki tego samego koloru jest tylko 4. Wiec

prawdopodobienstwo wylosowania 2 kulek tego samego koloru wynosi % = i =25%.

Ale prawdopodobienstwo nie przyda nam sie przy obliczaniu ilosci mozliwych uktadéw w kostce
Rubika wiec nie bedziemy sie tu nim zajmowad. Napisatem te kilka zdan o prawdopodobienstwie,

zeby zaznaczy¢, ze kombinatoryka nieodtacznie wigze sie z rachunkiem prawdopodobienstwa.
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Kostka Rubika

Terminologia

Jako, ze pewne okreslenia dotyczace kostki Rubika moga

naroznik| | krawedz| inaroznik wprowadzaé w btgd wytrawnego matematyka (krawedzie, srodki) obok

przedstawiam takie dwuznaczne okre$lenia. Dla kazdej S$cianki

krawedz|| $rodek ||krawedz o _ ]
¢ w tamigtéwce 3x3x3 mamy trzy rodzaje klockow:

Srodek — jeden dokfadnie na $rodku $ciany.

naroznik| | krawedz | |naroznik L o
Narozniki — cztery w czterech rogach sciany

Krawedzie — cztery — na srodkach bokéw pomiedzy
krawedziami
Dla wiekszych kostek lub famigtéwek o ksztattach innych niz szesciany te definicje bedg troche

inne, ale intuicyjnie bazujac na powyzszych okresleniach bedziemy okresla¢ podobnie.
W trakcie pracy zamiennie stosowatem sformutowania ilo$é mozliwych utozen i ilosé kombinacji,
wiedzgc oczywiscie, Zze w matematycznym sensie nie sg one tozsame, a liczba utozen czasami ma

wiecej wspodlnego z wariacjami i permutacjami niz z kombinacjami

3x3x3

Standardowa kostka Rubika to szescian podzielony wzdtuz kazdej krawedzi na trzy czesci.
A wiec czysto teoretycznie (nie biorgc pod uwage budowy kostki) sktada sie 3x3x3 = 27 matych
szescianikéw, ktére maja pokolorowane Scianki na 6 koloréow (biaty, z6tty, zielony, niebieski,

pomaranczowy, czerwony).
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Jak obliczy¢ ilos¢ mozliwych utozen takiego szescianu? Zobaczmy: kazda z 27 matych kosteczek
moze byé utozona na szes¢ réznych sposobdw. Czyli pierwszy szeScianik mozemy utozy¢ na 6
sposobdw i drugi mozemy utozy¢ na 6 sposobow itrzeci rowniez na 6 i ... dwudziesty siodmy
takze na 6 sposobdw. Przypomina nam to cos$? Oczywiscie! Regute mnozenia opisang wczesnie;j.

A wiec liczba wszystkich mozliwych uktadéw takiej , teoretycznej kostki” to
27 — * 21
6-°=1,02 * 10

mozliwosci. Jest to ogromna liczba, ale aby zobrazowad jej wielkos¢ uzyjmy przyktadow.
[Obliczenia 1] Gdyby utozono kostki jedna na drugiej w ilosci odpowiadajgcej powyzszej liczbie
to wysztoby prawie 390min razy wiecej niz odlegtosci naszej planety od Storica. Mato? Dobrze
jeszcze jedno pordwnanie odlegtosci. Gdyby u podstawy naszej wiezy zapali¢ latarke, to promien
Swiatta dotartby do jej drugiego korica po ponad 6 tysigcach lat!!!! Na tych przyktadach wida¢ jak

wielka jest liczba mozliwosci utozenia takiej czysto teoretycznej kostki.

Dlaczego teoretycznej? Gdyz nie uwzglednia budowy wewnetrznej kostki Rubika. Po
pierwsze prawdziwa kostka nie ma wewnetrznego szes$cianika. Ma nie 27 a 26 matych kosteczek.

W srodku znajduje sie tzw. krzyzak

Jezeli jest mniej matych szescianikdw, to jest mniej wszystkich mozliwych uktadéw. lle razy mniej?

Brak jednego klocka, wiec ilos¢ uktadédw wynosi
62°= 1,70 * 10%

Czyli szes$¢ razy mniej. To dalej olbrzymia liczba.
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[Obliczenia 2] Biorac pod uwage poprzednie przyktady, wieza z takiej ilosci kostek miataby
dtugos¢ wiekszg od odlegtosci Ziemi od Storica okoto 65 min razy, a swiatto z jednego kranca do

drugiego biegtoby okoto tysigca lat.

Przyjrzyjmy sie teraz doktadniej kostce Rubika. W przyktadach powyzej wszystkie kosteczki byty
takie same (szesciokolorowe szescianiki). Natomiast w prawdziwej kostce Rubika wszystkie jej
elementy sg rdzne. Dlaczego? Otéz tylko boki klockéw, ktére ,wychodzg” na zewnatrz sg
pokolorowane, w ktérys z szesciu koloréw. Natomiast $ciany zwrécone do wewnatrz maja kolor

neutralny (tutaj czarny).

Kostke mozemy roztozy¢ na 26 réznych klockow:

TOTHEETT 88 | | eessseD

Przyjmijmy na razie, ze kazdy z tych elementéw mozemy umiesci¢ w kostce Rubika w dowolnym
miejscu (jest ich 26). lle bedzie mozliwych uktadéw przy takich zatozeniach? Na pewno ma
zastosowanie liczba podana wczesniej, czyli 626, ale to nie wszystko. Zauwazmy, ze na rysunku
powyzej, elementy roztozonej koski ustawiliSmy cigg, ktéry mozemy mieszac (przy zatozeniu
przyjetym wyzej, ze dowolna kostka moze by¢ w kazdym miejscu). Oczywiscie jest to permutacja.

A wiec wykorzystujgc metode mnozenia ogdlna ilosé uktadéw takiej specyficznej kostki wynosi:
26 % YR | = * 146
6 26! =6,88 * 10

Przy tak ogromnej liczbie nasze przyktady takze wymykajg sie naszemu pojmowaniu, ale gdyby
kto$ chciat zobaczy¢, ile lat promien $wiatfa biegtby od jednego do drugiego kornca wiezy utozonej

z takiej ilosci kostek Rubika odsytam do [Obliczenia 3]. Dodam tylko, ze nasza wieza nie
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zmiescitaby sie w znanym nam wszechs$wiecie (szacowana srednica wszechswiata to okoto 92 mld

lat Swietlnych)

Oczywiscie takie rozwazania iobliczenia sg czysto teoretyczne. Dlaczego? Kazdy, kto
kiedy$ rozbierat kostke Rubika wie, ze poszczegdlne elementy pasujg tylko w pewne Scisle
okreslone miejsca. A niektdrych w ogdle nie mozna ,oderwac” od mieszczgcego sie we wnetrzu

kostki krzyzaka.

Zacznijmy w takim razie ogranicza¢ ilos¢
mozliwych kombinacji ufozen kostki Rubika.
Bedziemy po kolei wykorzystywaé pewne
wtasciwosci budowy kostki, aby zmniejszy¢ liczbe
mozliwych ufozend. Rozpocznijmy od Srodkéw
scian. W sze$cianie mamy sze$¢ Scian, tak tez jest
w naszej kostce. Jezeli rozbierzemy na czesci nasza

tamigtéwke, zobaczymy, ze srodki scian sg na state

przymocowane do krzyzaka.

Tak wygladatoby to w teoretycznej kostce, gdzie kazdy
z matych szescianikdw  jest szeSciokolorowy.
W prawdziwej kostce Rubika srodki scian majg tylko
jeden kolor (kolor sciany) — tylko jedna Scianka jest
widoczna, pozostate sg ukryte i nigdy nie biorg udziatu
uktadaniu kostki. Tak wiec wycinek prawdziwej kostki

wygladatby tak:

Tak naprawde to mate szescianiki w prawdziwej kostce Rubika maja pomalowang tylko
zewnetrzng scianke, reszta jest w kolorze neutralnym (np. wczarnym). Na rysunku
przedstawitem to tak, aby jeszcze bardziej pokazaé, ze sze$¢ z posrdd 26 kosteczek jest

jednokolorowych.

Znowu wiec mozemy wykluczyé nastepne kosteczki z naszej uktadanki. Mamy w tym przypadku
staty krzyzak z szescioma jednokolorowymi kostkami i20 szescianikami w szesciu kolorach.

Mamy wiec tak jak dotychczas liczylismy 62° mozliwych uktadéw sze$ciokolorowych kostek, ktére
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mozemy utozy¢ w 20 mozliwych miejscach (27 -1 [klocek centralny] — 6 [$rodki Scian

przymocowane na state do krzyzaka] = 20). A wiec ilos¢ kombinacji zmniejszyta sie nam do:
20 * — * 33
6 201 =8,90 *10

[Obliczenia 4] Podobnie jak wczesnie] jest to tak ogromna liczba, ze nawet przyktady z latami
Swietlnymi nie sg w stanie odda¢d jej wielkosci. | tak samo wieza nie zmiescita by sie w znanym

nam wszechswiecie.

Jak dalej mozemy ograniczyé liczbe mozliwych uktadéw? Przyjrzyjmy sie doktadnie kostce, oprdécz

szesciu nieruchomych srodkédw ma ona dwanascie dwukolorowych krawedzi:

Kolor czarny jest tutaj kolorem neutralnym. Tak wiec od 20 kosteczek (z poprzedniego
ograniczania) musimy jeszcze odjgé 12 szesScianikdw, wprawdzie ruchomych, ale tylko
dwukolorowych. Kazdy z tych 12 elementéw moze wystepowaé w dwunastu réznych pozycjach.
Jaka jest mozliwa liczba takich uktadéw? Z dwunastoelementowego zbioru wybieramy takze
dwunastoelementowe ciagi. Jest to permutacja, wiec liczba uktadéw wynosi 12!. Kazdy z tych
dwukolorowych klockéw moze wystepowaé w dwdch pozycjach (nie bierzemy pod uwage koloru
neutralnego, ktédrym to kolorem klocki sg zwrécone zawsze do wnetrza kostki). Pierwszy element
ma dwie mozliwe pozycje i drugi réwniez dwie i trzeci i czwarty i ... dwunasty ma réwniez dwie
pozycje. Kfania sie reguta mnozenia, tu ilo$¢ mozliwych uktadow wynosi 2 * 2 *2 *2 *2 *2 *2 *2

*9 %) *¥9 ¥ — 212
Tak wiec ogdlna ilo$¢ uktadéw krawedzi wynosi 12! * 212

Z 27 elementdéw ,,ruchomych” elementéw zeszlismy w tym momencie do 8 (1 centralnego — brak;
6 srodkéw jest nieruchomych; 12 krawedzi moze zajgé tylko okreslone pozycje). Pozostaje nam

wiec tylko 8 dowolnie ruchomych (na razie) klockow. Tak wiec liczba mozliwych utozen kostki to
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8kQ|*k912% — * 23
6°*81*2-*121=1,33 * 10
Teraz udato nam sie ograniczy¢ ilos¢é kombinacji orzad 10, awiec bardzo duzo.
[Obliczenia 5] Powracajac do naszych przyktadéw wieza bytaby wieksza 50 000 000 000 razy od

odlegtosci Ziemi od Stonca, a promien swiatta wedrowatby od jednego krarica wiezy do drugiego

nieco ponizej 800 000 lat.

Pozostate osiem klockdw to tzw. narozniki

Podobnie jak przy rysunku z krawedziami kolor czarny jest tutaj kolorem neutralnym. Narozniki

majg tylko trzy kolory. Obliczamy podobnie jak przy krawedziach: mamy osiem naroznikow
i mozemy je rozmiesci¢ w osmiu roznych lokalizacjach (permutacja, czyli liczba mozliwych
uktadéw to 8!); kazdy z trzykolorowych naroznikéw moze przyjgé trzy rézne orientacje (liczba

mozliwych uktaddw to 38). Otrzymujemy wiec ogdlng liczbe mozliwych uktadéw w kostce Rubika:
*¥912%Q %28 — * 20
121*2+*81*3° =519 * 10

[Obliczenia 6] Wieza zbudowana z takiej ilosci kostek Rubika miataby wysokos¢ prawie 200
miliondw razy wiekszg niz odlegto$é Ziemi od Storica, a promien $wiatta biegtby wzdtuz niej

3115 lat.
Czy to juz koniec obliczen? Wydaje sie, ze tak. Opisatem juz wszystkie rodzaje klockow w kostce:

e nieruchome, jednokolorowe srodki (6);
e ruchome (ale mogace zajgc tylko 12 rdznych pozycji), dwukolorowe krawedzie (12)

e ruchome (ale mogace zajgc tylko 8 réznych pozycji) narozniki (8).
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Z mojej praktyki uktadania kostek Rubika wiem, ze istniejg tak zwane stany niemozliwe. Koledzy
w szkole kilka razy dawali mi do utozenia kostki ,specjalnie spreparowane”. Otéz np. wyjmowali
z kostki jeden z naroznikow i wktadali go odwrdconego, to samo mozna zrobié¢ z jedng krawedzig,
albo zamieniali dwie dobrze zorientowane krawedzie. Takie kostki sg nie do utozenia. Przy probie
uktadania wychodzi nam, ze np. mamy 7 dobrze utozonych naroznikdw, adsmy jest Zle
zorientowany, albo 11 krawedzi jest OK, a dwunasta nie pasuje, albo 10 krawedzi jest dobrze
utozony, adwie pozostate sg zamienione miejscami. Takie utozenia nazywamy stanami

niemozliwymi (bez rozbierania kostki i recznego manipulowania klockami).

Mozna powiedzieé inaczej, ze jezeli mamy siedem
naroznikdw dobrze utozonych to ésmy takze musi by¢
dobrze utozony (ma trzy kolory, czyli jedna pozycja
z trzech jest prawidtowa —ilos¢ kombinacji dzielimy przez
3). Taka niemozliwa sytuacja przedstawiona jest na

rysunku obok.

Albo jezeli 11
krawedzi jest OK to dwunasta takze musi by¢ dobrze
utozona (te kostki s3 dwukolorowe, a wiec tylko jedna

z dwdch pozycji jest prawidtowa — wiec dzielimy przez 2)

Albo mamy 10 krawedzi dobrze utozonych, i pozostate dwie sg
dobrze zorientowanie, to takze one muszg by¢ OK (podobnie

jak poprzednio — kostki dwukolorowe — dzielimy przez 2).

Tak wiec osiggnietg powyzej liczbe mozliwych utozen kostki

Rubika musimy podzieli¢ na 3 * 2 * 2 = 12. Czyli na koniec ilos¢

mozliwych, réznych utozen standardowe] kostki Rubika (3x3x3) wynosi:

38x81x212%121

= 4,33 * 10%°
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A doktadniej 43 252 003 274 489 856 000

Uff! Wreszcie koniec obliczen! Teraz na sam koniec obliczmy, ile rzeczywiscie miataby nasza wieza
utozona z takiej ilosci kostek Rubika 3x3x3 [Obliczenia 7] Jej wysokos¢ bytaby wieksza ponad 16
miliona razy od odlegtosci Ziemi od Stonca, a promien swiatta biegtby od jednego do drugiego jej

korica prawie 260 lat.

Mimo, ze ograniczalismy ilos¢ mozliwych utozen kostki Rubika 3x3x3 to i tak otrzymalismy tak
ogromng liczbe, ze dopiero przyktady umozliwity nam jej ogarniecie. 260 lat swietlnych miataby
wieza utozona z tak malenkich kostek (przeciez jedna kostka to tylko 57 mm wysokosci!). Do

najblizszej gwiazdy poza naszym uktadem (Alfa Centauri) swiatto podrdézuje troche powyzej 4 lat.
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2X2X2

Skoro nabralismy juz wprawy w obliczeniach to teraz sprobujmy okresli¢ liczbe mozliwych utozen

innej kostki Rubika. Troche mniejszej — majgcej wymiar zamiast trzech — dwdch klockéw

Nie bedziemy przechodzi¢ juz tak dtugiej drogi jak
w przypadku kostki 3x3x3. Wiemy przeciez juz duzo
wiecej niz na poczatku. Nauczylisémy sie juz okresla¢
pewne charakterystyczne czesci kostki:
jednokolorowe, nieruchome S$rodki; dwukolorowe
krawedzie i trzykolorowe narozniki. Zobaczmy jak ta
wiedza przyda nam sie przy obliczaniu mozliwych
kombinacji utozen uktadanki 2x2x2. Podobnie jak
w przypadku jej wiekszej siostry rozbierzemy jg na

mniejsze elementy:

Od razu rzuca sie nam w oczy, ze mata kostka nie
posiada wszystkich elementéw wymienionych
wczesniej. Brak jej krawedzi i Srodkéw. Wtasciwie
sktada sie tylko iwytgcznie z naroznikéw.
Dokfadnie osmiu naroznikdw. Przeciez co$
takiego obliczalismy juz wczesniej: mamy osiem
naroznikdw imozemy je rozmiescic w osmiu
réznych lokalizacjach (permutacja, czyli liczba

mozliwych uktadow to 8!); kazdy

z trzykolorowych naroznikéw moze przyjqc trzy rézne orientacje (liczba mozliwych uktadéw to 38)

doktadna kopia tekstu z kilku stron wczes$niej. Ale przeciez nie ma sie co dziwi¢. Kostka 3x3x3

posiada dokfadnie tyle samo naroznikéw co jej mniejszy odpowiednik. A wiec i obliczenia bedg

takie same. llos¢ mozliwych utozen osmiu naroznikéw (a w przypadku kostki 2x2x2 — wszystkich

elementow) to:

81*38 =264 539 520

Czy to wszystko? Oczywiscie ze nie! W mniejszej kostce takze wystepujg sytuacje niemozliwe!

Jakie? W wiekszej tamigtéwce wystepowaty trzy rodzaje niemozliwosci: jedna dotyczaca

naroznikdw oraz dwie odnoszgce sie do krawedzi. Skoro w rozpatrywanej kostce s3 tylko
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narozniki, wiec: jezeli mamy siedem naroznikow dobrze utozonych to 6smy takze musi byc¢ dobrze
utozony (ma trzy kolory, czyli jedna pozycja z trzech jest prawidtowa — ilos¢ kombinacji dzielimy

przez 3). Czy liczba mozliwych utozen zmniejszyta sie nam do:

8! x 38
3

| znowu zadam pytanie: czy to juz wszystko? Dtugo sadzitem, ze tak! Na szczescie na biurku

=8!%x37 = 88179 840

miatem jeszcze roztozong na czynniki pierwsze kostke 3x3x3. Byty tam: 20 luznych kosteczek oraz
krzyzak z przyczepionymi na state 6 Srodkami. W kostce 2x2x2 nie ma nieruchomych srodkéw, sg
tylko i wytgcznie ruchome narozniki. Zaczatem sie zastanawiac. Wzigtem do reki kostke 3x3x3

i zaczgtem zmieniac tylko narozniki:

Wszystkie te utozenia sg rézne. Natomiast zrobitem to samo (zmieniatem utozenia wszystkich

naroznikow — czyli po prostu obracatem nig ,bez skrecania”) z kostkg 2x2x2:

Oczywiscie nie poruszytem zadnym klockiem, po prostu obracatem kostkg dookota pozostawiajgc
biatg Sciane ,na gdrze”. Skoro niczym nie poruszytem to utozenia klockéw wzgledem siebie
pozostaty identyczne. A przeciez wszystkie te utozenia uwzglednitem w poprzednim wzorze! | tu
ujawnia sie bardzo wazna rdéznica pomiedzy kostkg 3x3x3 a 2x2x2. (a jak sie pdiniej okazato
pomiedzy kostkami ,parzystymi” [2x2x2, 4x4x4 ...] oraz ,nieparzystymi” [3x3x3, 5x5x5]) Wieksza
posiada nieruchome — jakby zorientowane w przestrzeni srodki. Zmieniajac tylko i wytgcznie

narozniki, otrzymujemy rdzne utozenia kostki. Natomiast w mniejszej tamigtowce brak jest
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nieruchomych srodkéw. Obracajac kostke dookota jednej z jej osi symetrii, mamy na poczatku
naroznik biato-zielono-czerwony przed oczami, za chwile jest to naroznik biato-pomaranczowo-
zielony, nastepnie biato-niebiesko-pomaranczowy itd. A przeciez kostka pozostaje w takim
samym utozeniu. Wiec oprécz sytuacji niemozliwej wymienionej wczesniej musimy wykluczyé
jeszcze inne sytuacje. lle ich moze by¢? Mamy szesé Scian i kazda moze by¢ w czterech stanach
(patrz rysunek na stronie poprzedniej). 6x4 = 24 musimy wiec otrzymang liczbe kombinacji

podzieli¢ jeszcze przez 24.

81+3% 8I'x3% 81x3% 81x%38

3x24 72 8x9 8 x 32
= 71%x3% = 3674160

Cate szczescie, ze miatem roztozong kostke 3x3x3 na biurku. Gdybym jej nie zauwazyt pewnie

popetnitbym biad.

3674 160 — no to juz jest jakas liczba ,do ogarniecia” Popatrzmy, jak wygladataby na naszych
przyktadach [Obliczenia 8]. Dla jakosci porownywania w przyktadach wykorzystujemy tylko
i wytgcznie standardowe kostki 3x3x3. A wiec jezeli z 3 674 160 kostek 3x3x3 utozymy wieze to
bedzie ona miata 209 km. Jest to ok. jednej milionowej odlegtosci Ziemi od Storica. | chyba nie ma
sensu 200 km poréwnywaé do roku $wietinego © (Dociekliwych odsytam do rozdziatu

z obliczeniami).

24



Ax4x4

Skoro juz obliczyliémy ilo$¢ mozliwych kombinacji w kostkach 2x2x2 oraz 3x3x3 sprébujmy

przymierzyc¢ sie do wiekszej tamigtéwki 4x4x4:

Od razu wida¢, ze pewne charakterystyczne czesci, ktore

wystepujg w mniejszych kostkach, sg takze i tu:

Narozniki:

Jest ich 8 trzykolorowych.

Identycznie jak w mniejszych kostkach

Krawedzie:

Krawedzie (dwukolorowe) takze wystepuja, ale jest ich dwa razy

wiecej, niz w kostce 3x3x3. W mniejszej kostce krawedz stanowita

jedna kostka, tutaj dwie. Klockdw stanowigcych krawedzie jest 24

Srodki:

Srodki (jednokolorowe) takze wystepuja, ale podobnie jak

w przypadku krawedzi jest ich wiecej. W kostce 3x3x3 na
kazdej Scianie byt jeden klocek petnigcy te funkcje. W tym
przypadku mamy cztery klocki na kazdg $ciane. Jest ich 6 $cian

x 4 klocki = 24

Czyli w sumie mamy 8(narozniki) + 24(krawedzie) + 24(srodki) = 56 klockéw
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Aby znalez¢ zaleznosci pomiedzy ukfadanymi klockami, aszczegdlnie 3 kosteczkami
tworzacymi Srodki szesciu $cian oraz 2 kostkami tworzacymi kazda z dwunastu krawedzi

»oblepitem” mojg kostke 4x4x4 tak jak na zdjeciu ponizej:

Do dzieta:
Narozniki:

Mamy 8 naroznikéw trzykolorowych, a wiec ilos¢ wszystkich mozliwych utozen, podobnie
jak w poprzednich przypadkach, wynosi: 8!* 32, itak jak poprzednio siedem rogéw moze by¢
niezaleznie obracanych, a orientacja 6smego zalezy od pozostatych, wiec musimy te liczbe

podzieli¢ przez trzy (3 kolory). Ogdélna ilo$¢ kombinacji naroznikéw wynosi

8! x 38
3

Krawedzie:

Mamy dwanascie krawedzi po 2 klocki na jedng, co daje nam 24 dwukolorowe klocki.
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Ale jak wynika zmoich doswiadczen,
przedstawionych na rysunku obok, kazda z24
kostek w danym miejscu moze posiadac tylko jedna
orientacje. A wiec ilo$¢ mozliwych utozen krawedzi

wynosi (permutacja):

241

Srodki:

Mamy 4 x 6 = 24 jednokolorowe srodki. Skoro sg one w jednym kolorze to orientacja
zawsze jest taka sama i mamy 24! liczby utozen. Ale jezeli przyjmiemy, ze nie zalezy nam na
utozeniu srodkow w takim uktadzie jak na moim zdjeciu (1,2,3,4) - czyli przyjmiemy, ze 4 kostki
stanowigce srodek sg nierozrdznialne to wyzej obliczong ilo$é utozen musimy ograniczyé. O ile?

4 kostki w $Srodku mozna utozy¢ na 4! = 24 sposobodw.

Srodkow jest szeéé, a wiec 24! musimy podzieli¢ przez 24°

24!
246

| to chyba wszystko. Obliczylismy ilos¢ mozliwych utozed wszystkich rodzajéw klockdw
tworzacych kostke Rubika 4x4x4: narozniki, krawedzie i srodki. Teraz te liczby musimy pomnozy¢

(reguta mnozenia) i ogdlna ilo$¢ mozliwych utozen kostki 4x4x4 wynosi:
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8! % 38 % 241 x 24
3 * 246

Ale podobnie jak w kostce 2x2x2 tutaj nie mamy ustalonych, nieruchomych $rodkéw. Zaktadamy

oczywiscie, ze obracanie kostki, bez skrecania jej elementdw daje nam identyczne utozenia.

| znowu musimy otrzymang liczbe podzielié¢ przez 6x4 = 24

81x38%x241x241 81%38x241x24!

24%3%246 3%x247

8! % 37 % 241 x 24!
247

czyli

7,40 * 10%

| znowu odwotujgc sie do przyktadéw, aby zobrazowac te liczbe [Obliczenia9] swiatto od jednego
krafica wiezy do drugiego biegtoby az 4,44 * 10%® lat (i to zaktadajac, ze kostka 4x4x4 ma takie
same wymiary jak ta 3x3x3). Tu juz nawet moje przyktady nie s3 w stanie zobrazowac tak wielkiej
liczby.
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Pyraminx

Po doswiadczeniu zdobytym przy obliczaniu ilosci mozliwych utozen w kostkach szesciennych
sprobujemy zmierzy¢ sie z uktadanka w ksztatcie piramidy, czyli PYRAMINX.

Jest to czworoscian foremny, a wiec uktadanka z czterema kolorami. Zazwyczaj sg to: czerwony,
niebieski, zielony i z6tty. W tym przypadku nie mozemy uzywac prostej kalki z obliczen uktadanek
w ksztatcie szescianu.

. O ile przy kostkach szesciennych mozliwe ruchy
elementéw sg dla nas intuicyjne (a przynajmniej dla
kogos, kto chociaz raz w zyciu prébowat utozyc
standardowg kostke Rubika) to przy kostkach
czworosciennych  musimy cho¢ troche czasu
poswiecié¢ ruchom, ktére mozna wykonaé.

W kostkach szesciennych kolejne ruchy elementéw
nastepujg ,wokét srodkdw”. Natomiast w tym
przypadku osig, wokot ktérej obracamy klocki jest
prosta zawierajgca wysoko$¢é czworoscianu, czyli
prosta (lub odcinek) prostopadta do podstawy
przechodzgca przez przeciwlegty wierzchotek.

Obok wida¢ Pyraminx catkowicie utozony. Tworzy on
czworoscian foremny.
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Aby pokaza¢ mozliwe ruchy wykonatem kazdg z trzech warstw po potowie petnego obrotu.

Po dokoniczeniu ruchow znowu otrzymamy
czworoscian foremny tworzgcy kostke (tym
razem juz pomieszang). Pyraminx podobnie jak
uktadanki wczesniej wymienione nalezg do
uktadane, ktére nie zmieniajg ksztattow.

Tak, tak — jest grupa kostek Rubika (i to do tego
catkiem liczna), ktére zmieniajg swoj ksztatt.

| jeszcze jedna ciekawa rzecz dotyczgca tej famigtédwki. Otéz elementy stanowigce narozniki
poruszajg sie niezaleznie od siebie. Kazdy z nich (4) mozna poruszac nie zmieniajgc pofozenia
pozostatych trzech.
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Jest to bardzo istotne przy obliczaniu mozliwych kombinacji. Gdy juz poznaliémy (tak z grubsza
biorac zasady poruszania Pyraminxem, musimy przyjrzec sie budowie takiej zabawki.

Na poczatek policzmy z ilu i jakich klockéw sie sktada. Tak jak poprzednio $ciany elementéw,
ktére zawsze zwrdcone sg ,,do srodka” pomalowane sg kolorem neutralnym (tutaj czarny).

Po pierwsze mamy 4 trzykolorowe klocki umieszczone na naroznikach naszej piramidy:
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Po drugie mamy 6 dwukolorowych klockéw, tak jak poprzednio w ksztatcie czworoscianu
foremnego, ktére umieszczone sg ,na srodkach” krawedzi.
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| po trzecie mamy 4 klocki w ksztatcie oSmioscianu foremnego, pomalowane na trzy kolory.

Wszystkie trzy grupy elementéw sg ruchome.
Narozniki: 3%

Mamy 4 narozniki w trzech kolorach. Klocki te nie moga zmienia¢ potozenia. Moga tylko
orientacje. A wiec ilo$¢ mozliwych utozen wynosi 34 W tej uktadance nie mamy z naroznikami
kombinacji niemozliwych, gdyz wszystkie cztery poruszajg sie niezaleznie.

6!%x26

Krawedzie:

Mamy 6 dwukolorowych klockéw stanowigcych krawedzie. Mogg one wedrowac i zajmowad
sze$¢ réznych pozycji. A wiec liczba mozliwych kombinacji tych elementéw wynosi: 6!*2° Ale
podobnie jak w kostkach szesciennych mamy sytuacje niemozliwe: jedna krawedz (jeden klocek)
w dobrym miejscu, ale nieprawidtowo odwrdécony (wynik dzielimy przez 2) oraz dwie tylko
krawedzie zamienione (znowu dzielimy przez 2)

Osmiosciany foremne: 34

Nie uzywam tutaj nazwy Srodki, gdyz akurat w tej kostce te klocki petnig zupetnie inng funkcje.
W takich klockéw cztery isg one trzykolorowe. Wiec podobnie jak przy naroznikach ilo$¢
mozliwych utozeri wynosi 3%,

Czy musimy podobnie jak w parzystych kostkach szesciennych musimy uwzglednia¢ orientacje
w przestrzeni? Nie, gdyz narozniki, mimo ze sg ruchome to nie mogg zmienia¢ potozenia. A wiec
sama kostka pyraminx jest juz ,,zorientowana” w przestrzeni.
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| to juz koniec obliczen. Wida¢, ze po doswiadczeniach z kostkami szesciennymi coraz szybciej
mozna obliczaé ilos¢ mozliwych utozen innych kostek. Szczegdlnie przydatne wydaje sie powolne
ograniczanie liczby utozen przy kostce 3x3x3.

llo$¢ wszystkich mozliwych kombinacji klockédw w kostce pyraminx wynosi:

34 43% % 6! %26
4
= 75582 720

=38 x 6! x 2%

Jest to liczba wielokrotnie mniejsza od ilosci wszystkich utozen standardowej kostki 3x3x3. Ale
z drugiej strony znacznie wieksza od tej ilosci przy kostce 2x2x2. [Obliczenia 10] Wieza utozona
z takiej ilosci kostek 3x3x3 miataby tylko 4308,22 km. S3 to prawie 3 stutysieczne odlegtosci Ziemi od

Storica. Podobnie jak w kostce 2x2x2 nie ma sensu przeksztatca¢ tak matej ilosci kilometréw w lata

Swietlne.
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Pyramorphix

Na zakonczenie sprébujmy sie zmierzy¢ z kostkg, ktdra zmienia ksztatt. Do tej pory kazda

famigtdwka, ktdérg sie zajmowalismy po kazdym petnym ruchu powracata do pierwotnego wygladu

(szescian, czworoscian foremny). Pyraporphix jest zupetnie inng uktadankg. Wtasciwie po kazdym ruchu

zmienia ksztatt na inny. Gdy jest utozona — jest podobna do Pyraminx’a — jest czworoscianem foremnym.

| tu wtasciwie podobienistwo sie
konczy. Pyraminx posiada
narozniki, ktére poruszajg sie, ze
powiem ,logicznie” — wokodt osi
zawierajgcej wysokos¢

czworoscianu.

Pyramorphix’ie elementy B

obracamy wzdtuz krawedzi (na
rysunku obok zaznaczono je

kolorem niebieskim).

Po kilku ruchach kostka przyjmuje przedziwne ksztatty:
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Na zdjeciach bardzo trudno oddaé mechanizm ruchéw Pyramorphix’a. Sprébujmy jednak policzy¢
ilos¢ kombinacji, korzystajgc z poprzednich doswiadczen. Na poczatek zobaczmy jak ta

tamigtdwka jest zbudowana. Jak juz méwitem ksztattem przypomina piramide.
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Natomiast po roztozeniu na elementy pierwsze widzimy cztery czworosciany foremne oraz jeden

osmioscian foremny:

vy

Mamy wiec teoretycznie pieé bryt. Ale przypatrzmy sie jeszcze raz oSmioscianowi foremnemu:

= e

——— = =
E ‘ S

|

Na rysunku widzimy, ze zadne , kolorowe $ciany” nie stykajg sie ze sobg krawedziami. Natomiast

fotografia pokazuje sytuacje, gdzie kolorowe $ciany sgsiadujg ze soba. Wynika ztego, ze

najwieksza bryta jest podzielona:
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I mozna (a nawet trzeba) traktowac jg jako cztery bryty. Dlaczego cztery, a nie osiem? Gdyz tylko
cztery Sciany sg widoczne i mozna nimi poruszac. Pozostate cztery sg ,, pomalowane na czarno”
(w kolor neutralny) inie biorg udziatu w naszych obliczeniach. Na poczatek mozemy sobie
wyobrazi¢ naszg ukfadanke jako tylko i wytgcznie oSmioscian foremny, ktéry mozemy poruszac
po wszystkich jego ,kwadratowych” przekrojach (3). Mamy wiec osiem $cian, ktére mogg by¢
w kazdym miejscu (8! kombinacji). Do tego ,doktadamy” cztery narozniki (kazdy w trzech
kolorach) mamy wiec 3* mozliwosci. Czy to juz koniec obliczen? Nie! Podobnie jak w kostce 2x2x2
(i kazdej szesciennej ,parzystej”’) tak takie wtym przypadku brakuje nam orientacji
w przestrzeni. W kostce 2x2x2 ilos¢ mozliwych kombinacji dzielilismy przez 24, gdyz mielismy
sze$¢ Scian i cztery mozliwosci ,,obrotu”. W Pyramorphix’ie mamy w $srodku osmioscian i trzy
sposoby obrotu. Wiec wtym przypadku réwniez bedziemy dzieli¢ przez 24
(8 * 3 =24). Czy mamy w tym przypadku jakie$ utozenia niemozliwe? Wedtug mojej praktyki nie.
Kazda kombinacja elementédw uktadanki jest mozliwa (podobnie jak Srodki w kostce 4x4x4 —

i kazdej wiekszej szesciennej). Koricowy wzdr na ilos¢ kombinacji elementow wynosi wiec

8! « 3%

—— = 136 080
24
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Jest to zdecydowanie najmniejsza liczba kombinacji, ktore tutaj obliczaliSmy. Powracajac do
naszych przyktadéw: [Obliczeniall] Wieza ufozona ztakiej ilosci kostek 3x3x3 miataby
,zaledwie” 7,76 km.
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Obliczenia dla przyktadow

Zatozenia:

Wymiary standardowej kostki Rubika 3x3x3 57mmx57mmx57mm

Predkos¢ swiatta 300 000 km/h

Rok swietlny = 60 * 60 * 24 * 365,25] * 300000 = 9 467 280 000 000 km
czyli w przyblizeniu 9,5 * 102 km

Odlegtos¢ Ziemi od storica 149 600 000 km

[Obliczenia 1] 1,02*10%
1,02 * 10! * 57 mm = 5,81 * 1022 mm = 5,81 * 10%® km
5,81 * 10 km / 149 600 000 km (odlegto$¢ Ziemi od Storica) = 388 368 983,96

5,81 * 10'® km / 9,5 * 10'2 km (rok $wietlny w km) = 6115,79

[Obliczenia 2] 1,70*10%°
1,70 *10%° * 57 mm = 9,69 * 10° mm = 9,69 * 10* km
9,69 * 10> / 149 600 000 km = 64 772 727,27

9,69 * 10> /9,5 * 10! km = 1020

[Obliczenia 3] 6,88*10%
6,88 * 10%® * 57 mm =3,92 * 10*® mm = 3,92 * 10*’km
3,92 * 10*2 km / 149 600 000 km = 2,62 * 1034

3,92 * 10 km /9,5 * 102km = 4,13 * 10*°

[Obliczenia 4] 8,90*%1033
8,90 * 1033 * 57 mm = 5,07 * 10> mm = 5,07 * 10%°
5,07 * 10*°km / 149 600 000 km = 3,39 * 10%!

5,07 * 10%km /9,5 * 10'? km = 5,33 * 10%°
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[Obliczenia 5] 1,33*10%3
1,33 * 1023 * 57 mm = 7,58 * 10%*mm = 7,58 * 108
7,58 * 108 km / 149 600 000 km= 5,06 * 10°

7,58 * 108 km /9,5 * 10*2 km = 797 894

[Obliczenia 6] 5,19*10%°
5,19* 10%° * 57 mm = 2,* 10*> mm = 2,96 * 10 km
2,96 * 10 km / 149 600 000 km= 197 860 962

2,96 * 10®km /9,5 * 102 km =3 115

[Obliczenia 7] 43 252 003 274 489 856 000

43252 003 274 489 856 000 * 57 mm = 2465364186645921 km
2465364186645921 km / 149 600 000 km= 16 479 707

2465364186645921 km /9,5 * 101 km = 259

[Obliczenia 8] 3 674 160
3674160 * 57 mm = 209 km
209 km / 149 600 000 km= 1,40 * 10 ®

209 km /9,5 * 1012 km = 2,20 * 10

[Obliczenia 9] 7,40*10%
7,40*10%* 57 mm = 4,22 * 10*
4,22 * 10" km / 149 600 000 km= 2,82 * 103

4,22 *10"km /9,5 * 10'2 km = 4,44 * 10%®

[Obliczenia 10] 75582720
75582720 * 57 mm = 4308,22 km
4308,22 km / 149 600 000 km= 2,88 * 10°°

4308,22 km / 9,5 * 102 km = 4,53 * 10'1°
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[Obliczenia 11] 136080
75582720 * 57 mm = 7,76 km
7,76 km / 149 600 000 km= 5,18 * 108

7,76 km /9,5 * 10*? km = 8,16 * 103
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Moja kolekcja ,,rubikow”

* czerwong gwiazdka zaznaczytem te kostki, ktérych nie potrafie jeszcze , rozwigzac”

3x3x3 4x4x4

5x5x5 6Xx6x6

2X2x2 Mirror
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Rusiis

Skewb

¢ }RUB'I'KS

Helicopter cube Dino cube

NoName * Square-1
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Fisher cube

Kilominx NoName

N

Rhombic dodecahedron Octahedron
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Pyraminx Pyramorphix

Megaminx ball (6-color megaminx) Tetris cube *

3x3x1 (super floppy cube) master pyramorphix
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Zrodta

Matematyka olimpijska: Kombinatoryka Beata Bogdarnska
www.speedsolving.com

eu.rubiks.com

wikoperdia.org

kostkarubika.net/

www.worldcubeassociation.org
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Zakonczenie

| na tym koricze mojg prace nad ilosciami mozliwych utozen réznego rodzaju kostek
Rubika. Ale wcale nie jest to koniec mojej zabawy przy tych famigtéwkach. Juz w trakcie pisania
tej pracy powiekszytem mojg kolekcje uktadanek o dwie nastepne: kostke 6x6x6 oraz
square-1. W wolnych chwilach mecze mojg mtoda gtéwke coraz to trudniejszymi algorytmami do
uktadania ,rubikéw”. Ide dwoma torami: po pierwsze staram sie odnalezé sposoby na
rozwigzanie coraz to nowych kostek, tworzonych juz nie przez Rubika, ale poprzez jego licznych
nasladowcéw (Fisher — i jego kostka; Nathan Wilson: Deep Cubic Megaminx, Rubic Knife oraz
Oskar van Deventer: Deep Skewb, Gear Cube Extreme). A po drugie staram sie poprawi¢ moj
rekord na jak najszybsze utozenie standardowej kostki Rubika 3x3x3 poprzez nauke coraz to
nowszych algorytméw (F2L, OLL, PLL(CFOP)) W kazdej ztych ,rodzin” algorytmow jest po

kilkanascie, a czasami po kilkadziesigt sposobdéw uktadania.

Przy obliczaniu ilosci kombinacji, a wtasciwie przy rozpatrywaniu budowy réznego rodzaju

kostek probowatem budowac papierowe elementy (bryty) w wiekszosci wielosciany foremne.
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Jednak efekt nie byt zbyt imponujacy. O ile wiele nauczytem sie o budowie tamigtowek
o tyle graficzna strona nie byta zbyt poprawna. Dlatego tez do przedstawiania budowy kostek
wykorzystatem program Sketchup. Wszystkie rysunki w niniejszej pracy, ktore nie sg fotografiami

zostaty sporzgdzone w tym wtasnie programie.
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