Wartosé¢ Shapleya w grach koalicyjnych

Dawid Migacz, i LO w Tarnowie

1 Wprowadzenie

W zasadzie kazda sytuacje wystepujaca na Swiecie mozna wymodelowaé¢ matematycz-
nie. W przypadku sytuacji, w ktorych kilka podmiotéw moze odnies¢ rézne korzysci
w zalezno$ci od tego, kto z kim wspdlpracuje, mozna uzyé modelu gry koalicyjnej. Aby
mozna bylo méwié o grze koalicyjnej, nalezy zdefiniowaé zbior graczy N oraz funkcje
v: 2V — R, ktéra kazdemu podzbiorowi zbioru graczy przyporzadkowuje liczbe stano-
wiacg o wartosdci uzyskanych korzysci.

Przyktad 1

Trzech graczy (A, B i C) ma odpowiednio 1, 2 i 3 dolary. Bank oglosil promocje polega-
jaca na tym, ze pierwsza osoba, ktéra przyniesie dowolna kwote, otrzyma jej kwadrat.
Funkcja v przyjmuje wéwczas wartodci:

0 {A} | {B} | {C} | {AB} | {B,C} | {AC} | {ABC}
o] 1 [ 4]0 9 25 16 36

Dogodna wtasnoscig gry koalicyjnej jest superaddytywno$é oznaczajaca, ze graczom
oplaca sie taczyé w koalicje:

VS, TCN:SNT=0=v(SUT)>v(S)+v(T).

Wobec takiego warunku mozna oczekiwaé, ze wszyscy gracze polacza sie w koalicje.
Powstaje wtedy problem, jak uczestnicy koalicji zawierajacej wszystkich graczy (zwa-
nej wielka koalicja) maja podzieli¢ miedzy siebie uzyskana korzy$é. Jego rozwigzaniem
jest warto$¢ Shapleya. Trzonem jej definicji jest pojecie wkladu marginalnego. Wkta-
dem marginalnym gracza i do koalicji S nazywamy warto$é v(S U {i}) — v(S). Wartosé
Shapleya dla danego gracza ¢ jest okreslona wzorem

> [S]H(n — |5 = 1)!

SEN\{i} n!

(v(SU) —v(S)),

ktéry oznacza, ze usredniamy wkltady marginalne tego gracza, liczac po wszystkich ko-
alicjach niezawierajacych tego gracza, z uwzglednieniem kolejnosci dolaczania graczy
do koalicji.



Przyktad 2 (obliczanie wartosci Shapleya)

Teraz obliczona zostanie wartos¢ Shapleya dla gracza B z przyktadu 1.

Koalicja bez gracza B | Wklad marginalny |S|!(";|!S|_1)! |S|!(";|!S‘_1)! (v(SUi)—w(S))
0 4 1/3 4/3
{4} 8 /6 4/3
{C} 16 /6 8/3
{A,C} 20 1/3 20/3

Warto$é Shapleya tego gracza jest rowna sumie wartoéci ostatniej kolumny — dla gracza
B jest ona réwna 12. Oznacza to, ze gdyby gracze zdecydowali si¢ wspolpracowaé w tej
grze, z otrzymanych od banku 36 dolaréw 12 dolaréw powinien uzyskaé¢ gracz B.

2 Warto$¢ Shapleya w pewnej szczegblnej grze

2.1 Opis gry

WyobraZzmy sobie spotke, w ktorej jest n akcjonariuszy. Wowcezas N = {ay, ag, ..., a;, ..., an },
przy czym gracz a; posiada ¢ akcji. Do podjecia pewnej decyzji wymagane jest m akcji
(przy czym liczba m jest wieksza od polowy liczby wszystkich akcji). Funkcja v przy-
porzadkowuje koalicjom posiadajacym co najmniej m akcji warto$é 1, a pozostatym 0.
Wartos¢é Shapleya kazdego gracza bedzie w tym przyktadzie nie tyle wyznaczaé sprawie-
dliwy podzial korzysci, co odpowiadaé sile glosu kazdego gracza.

Aby moéc liczy¢ wartosci Shapleya dla wiekszej liczby graczy, napisatem program w je-
zyku C++, ktéry opiera swoje dziatanie na algorytmie naiwnym, sprawdzajacym wktad
marginalny dla kazdej istniejacej koalicji. Pozwolit on wygenerowaé wykresy wartosci
Shapleya dla danego gracza w zaleznosci od progu decyzyjnosci m i liczby akcjonariuszy.
Wygenerowane zostaly wykresy dla 6, 10 i 15 akcjonariuszy. Na osi poziomej widoczna
jest wartos¢ progowa m, a kazda linia wykresu odpowiada graczowi z okreslona liczba

akcji, wedtug legendy.
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2.2 Obserwacje

Poczatkowo wykresy wartoéci Shapleya dla poszczegdlnych graczy utrzymuja sie na sta-
lym poziomie i sa proporcjonalne do liczby posiadanych akcji. W miare wzrostu liczby
graczy zaczynaja by¢ dostrzegalne pewne prawidtowosci. W potowie wykresu pojawia sie
pierwsze zalamanie. Wszystkie takie zalamania wystepuja najpierw u ostatniego gracza,
potem kolejno u pozostatych. Wykres ulega nieznacznemu obnizeniu, a nastepnie pod-
niesieniu. Kolejne obnizenia obejmuja kolejnych graczy w takim samym tempie, w jakim
rosnie prog m. Natomiast podniesienie wykresu nastepujace po obnizeniu propaguje sie
dwa razy wolniej.

W koncowej czesci wykresu widoczny jest nagly wzrost wartosci Shapleya dla kolej-
nych akcjonariuszy. Zaczynaja one przyjmowaé réwne wartosci. Jednoczesnie ostatnia
czesé wykresu wyraznie opada. Co wigcej, dla progu mniejszego o 1 od sumy wszystkich
akcji gracz pierwszy ma wartos¢ Shapleya réwna 0. Nie zdarza sie natomiast sytuacja,
w ktérej gracz miatby nizsza warto$¢ Shapleya niz gracz o nizszym indeksie od niego.

2.3 Whnioski

Wozrost wartosci Shapleya widoczny w koncowej czeéci wykreséw oraz ich pokrywanie
sie sa zwiazane z uzyskiwaniem przez kolejnych graczy prawa weta (gdy przynaleznosé
danego gracza do koalicji jest warunkiem koniecznym przekroczenia przez nia progu).
Spadek wartoéci Shapleya dla gracza pierwszego do zera jest zgodny z intuicja: jedyna
koalicja umozliwiajaca uzyskanie doktadnie takiej liczby akcji to zbiér sktadajacy sie ze



wszystkich graczy z wyjatkiem pierwszego, wobec czego gracz pierwszy jest graczem
calkowicie nieistotnym.

Istnienia fali obnizen i podniesien wykresu, zaczynajacej sie w jego polowie, nie udato
mi sie dotychczas wyjasnié.

Najprawdopodobniej w miare wzrostu liczby akcjonariuszy w modelu wykresy staja
sie bardziej gtadkie. Mozna podejrzewaé, ze jedynymi widocznymi odstepstwami od gtad-
kosci wykreséw beda opisane cztery rodzaje zataman.

3 Podsumowanie

Teoria gier umozliwia modelowanie rozmaitych sytuacji wystepujacych w relacjach mie-
dzyludzkich — od najprostszych po bardzo zlozone, od osobistych do biznesowych i po-
litycznych. Jednoczeénie ze wzgledu na wielosé rozpatrywanych rodzajéow gier istnieje
wiele probleméw otwartych; nie udato mi sie na przyktad dotrze¢ do zadnej pracy opi-
sujacej zachowanie wartosci Shapleya przy zwiekszaniu sie¢ liczby graczy.

Przeprowadzone przeze mnie doswiadczenie polegajace na wyznaczeniu wartosci Sha-
pleya w opisanej grze wykazalo regularno$¢ zmian tej wartosci przy wzroscie liczby ko-
alicjantow. Podobne badania mozna prowadzi¢ takze dla innych gier.

Mysle, ze powyzsza symulacja moze zainspirowa¢ innych do dalszych badan w tej
dziedzinie.



