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Il Problem Hilberta

Przegladajgc niesamowite koncepty Leonarda Da Vinci mozna natrafi¢ na szkic ciekawej
gwiazdy osmioramiennej, ktora byta ilustracjg do traktatu Luca Pacioli — ,De divina proportione”,
z tac. ,,O boskiej proporcji”, (rys. 1). Bryfa ta - nazwana pdozniej przez Johannesa Keplera stella
octangula — sktada sie z dwéch najprostszych bryt platonskich — czworoscianéw foremnych.
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rys. 1

W jaki sposéb mozemy otrzymac stelle octangule?

Jezeli w szescianie umiescimy czworoscian foremny tak, aby jego wierzchotki pokrywaty sie z
wierzchotkami sze$cianu, a nastepnie obrécimy go o kat 90° wokoét prostej przechodzacej przez
Srodek $ciany szescianu prostopadty do niej, woéwczas otrzymamy drugi czworoscian foremny,
ktorego wierzchotki znajdg sie na pozostatych wierzchotkach szescianu (rys 2).



https://pl.wikipedia.org/wiki/Johannes_Kepler

W dzisiejszych czasach takg gwiazde mozna tatwo wydrukowaé¢ na drukarce 3D, ale
zastanawiajgcym jest, jaka jest objetosc tej bryty w stosunku do objetosci szeScianu, w ktorym
jest ona umieszczona.

Objetosc stelli octanguli mozna w dos¢ prosty sposéb obliczy¢, ale wczesniej wyznaczmy
objeto$¢ czworoscianu foremnego umieszczonego w szescianie.

rys. 3 rys. 4

Zauwazmy, ze czworoscian foremny uzupetniajg do szescianu cztery ostrostupy trojprostokgtne,
z ktérych kazdy ma objetos¢:

1 a? 3 a3
3.2 -a_

Vost = 6

Jest ich tgcznie cztery, wiec objetosé czworoscianu jest rowna:

4 1

Ver = Vo — 4Vo5 = @° _gaS =§a3

;s . ;. s . . v P 1
Zatem czworoscian foremny wpisany w szescian o dtugosci krawedzi a ma objetos¢ Vez rowng 3
objetosci szescianu (Vsz).

Stella octangula jest sumg czworoscianu foremnego wpisanego do szescianu oraz czterech
mniejszych czworoscianéw podobnych do niego w skali % (rys. 5). Objetos¢ kazdego z nich
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stanowi wiec (E) czyli 5 objetosci wiekszego czworoscianu.
Zatem objetos¢ selli octanguli jest rowna:

1 11 1 1 1
Vstetii oct = §a3 +43 '§a3 = §a3 +ga3 = §a3
Skoro objeto$¢ stelli jest rowna 2 objetosci szeScianu, w ktorym jest on umieszczony, to
pozostata czes¢ po ,wykrojeniu” stelli z szeScianu ma takg samg objetos¢ jak stella. Co to
sugeruje?
Pojawia sie pytanie, czy z pozostatych czesci mozna zbudowac takg samg stelle octangule?



<

~\

rys. 5 rys. 6

Ta pozostata cze$¢ uzupetniajgca stelle octangule do szescianu skfada sie 12 czworo$cianéw o
krawedzi dtugosci a i pieciu krawedziach dtugosci rownych potowie przekagtnej Sciany szescianu,

czyli %E

Z czterech pierwszych czworoscianbw mozna ztozy¢ osmioscian foremny, do ktorego

doczepiamy ,ramiona” gwiazdy — czyli pozostate 8 czworoscianow. Widzimy je na przezroczystym
widoku stelli na rys. 5.

Pozostate 8 czworosciandw powinno da¢ osiem ramion gwiazdy osmiosciennej (czyli stelli).

Czy faktycznie kazdy z osmiu fioletowych czworoscianéw na rysunku 6 mozna uzyskac¢ z oSmiu
26ttych czworoscianéw z rysunku 8 ?

Liczne proby przekonujg kazdego, ze chyba jest to niewykonalne.

rys. 7 rys. 8

Taki wiadnie problem napotkat niemiecki matematyk Dawid Hilbert, ktéry nie potrafit
przeksztatci¢, badz rozcig¢ pozostatych 8 czworoscianow, tak, aby powstaty z nich brakujgce
ramiona gwiazdy.

W 1900 roku podczas |l Miedzynarodowej Konferencji Matematycznej w Paryzu przedstawit
powyzszy problem w referacie ,Problemy przysztosci matematyki” pod numerem Il i do dzi$
nazywamy go Il problemem Hilberta.

,Czy jesli dwa wielosciany maja te same objetosci, to czy mozna rozkroi¢ jeden z nich
tak, by z rozcietych elementéw uzyskac drugi wieloscian?”



rys. 9

[Il problem Hilberta rozwigzat po roku czasu jego doktorant Max Dehn i wykryt warunek na to, by
z jednej bryty o danej objetosci, po jej rozcieciu stworzyc¢ inng, o tej samej objetosci.

Dehn zatozyt, Ze jesli jeden wieloscian mozna rozcig¢ na skonczong liczbe kawatkéw, z
ktérych da sie ztozy¢ drugi wieloscian to te wielosciany sg rownorozkfadalne.

Dla kazdego wieloscianu okreslit liczbe zwang niezmiennikiem Dehna D(W), bedaca

resztg z dzielenie przez liczbe & sumy iloczynow dtugosci krawedzi Il(e;) wieloscianu przez miary
¢(e;) katow dwusciennych miedzy scianami stykajgcymi sie wzdtuz tych krawedzi wyrazonych w
radianach.

DW) :Zl(ei -T(e;)[mod 7]

Jesli dwa wielosciany o tej samej objetosci maja tg sama reszte z dzielenia niezmiennika
Dehna przez liczbe 1t to sg rownorozkfadalne.

Praktycznie rzecz biorgc aby stwierdzi¢, czy dwa wieloSciany o tej samej objetosci sg
réwnorozkfadalne, musimy dla dwdch wieloscianéw o tej samej objetosci wyznaczyé ponizsze
dwie wartosci:

DWy) =li* @+ L*@y+ 3 @3+ -+ 1y * @y = [n]

DWy) =1y @1+ L+ @y + I3 Qg+ -+ 1y * @ = - []



gdzie:

l; - to dtugos¢ i-tej krawedzi,

¢ - miara kagta dwusciennego wyrazona w radianach.

| zbadac, czy kazda z tych wartosci po podzieleniu przez liczbe T daje te¢ sama reszte.

Niezmiennik Dehna wieloscianu W zalezy oczywiscie od dtugosci jego krawedzi i miar kgtéw

dwusciennych przy tych krawedziach. Oto kilka jego wiasnosci:

e Dehn dowiddt, ze dwa wielosciany sg rownorozktadalne, wtedy gdy majg ten sam niezmiennik
Dehna.

o Jesli wielokat W jest rozciety przez jedng ptaszczyzne na n czesci W1, Wa,...,Wn wowczas:

D(W) = D(W1) + D(W2)+...+D(Wh)

e Max Dehn obliczyt, ze szescian ma niezmiennik réwny 0, a czworoscian foremny - niezmiennik
niezerowy.

e To pozwolito mu stwierdzi¢, ze czworoscian i szescian o rownych objetosciach nie sg
rownorozktadalne.

Twierdzenie:
Dwa wielosciany o rdwnych objetosciach nie sg rownowazne przez rozciecie (réwnorozktadalne) jesli
majg rézne niezmienniki Dehna.

Opierajgc sie na tym twierdzeniu, mozemy teraz sprawdzi¢ czy czworosciany zwigzane ze stellg
octangulla sg czy nie sg rownorozktadalne. Ich objetosci sg rowne i wynoszg % objetosci
szescianu.

Obliczmy, wiec niezmiennik Dehna dla czworoscianu foremnego, ktory jest ,ramieniem” stelli
octanguli oraz dla jednego z czworoscianow, ktory uzupetnia luke miedzy stellg a szeScianem.

Przyjmijmy dtugos$¢ krawedzi szescianu rowng 1. Czworoscian foremny ma 6 krawedzi o
dtugoséci av2 i miarach katéw dwusciennych ¢ przy tych krawedziach. Wyznaczmy miare kata ¢.
Kat dwuscienny @ miedzy dwiema $cianami czworos$cianu ilustruje rysunek 10.
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rys. 10

Jest on katem ostrym w tréjkgcie EFD a cos (¢) jest ilorazem dtugosci EF / FD. Poniewaz EF
stanowi 1/3 wysokosci AF tréjkgta rownobocznego podstawy, czyli rGwniez wysokosci FD.



Zatem cos (@) = %

Mozemy wiec powiedzie¢, ze miara kagta ¢ jest rowna arccos(%).

Niezmiennik Dehna dla czworoscianu foremnego (czworoscian EDCB na rys. 11) wynosi
wiec:

D(W) = =6 - g - arccos (%)

rys. 11

A jaki jest wspotczynnik Dehna dla czworoscianu ABCD uzupetniajgcego stelle do szescianu —rys. 12
irys.13) ?

Miara kata dwusciennego przy krawedzi AB wynosi g A wiec cos tego kata jest rowno 0. Miary katow
dwusciennych przy krawedziach BC, AC, AD i BD sg sobie rowne i wynoszg potowe réznicy z - arccos

(5} poniewaz dwa z takich katow i kgt dwuscienny czworoscianu dajg w sumie kat potpetny o mierzex

rad.
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Miara kata dwusciennego przy krawedzi CD o diugosci 7 (potowy przekatnej kwadratu, bedgcego
Sciana szescianu) jest uzupetnieniem miary kata dwusciennego w czworoscianie foremnym do kata

1
potpetnego. Zatem miara tego kgta wynosi arcco{— 5] .

Jak wida¢ wspotczynniki Dehna dla obu czworosciandw nie sg rowne, wiec te dwa czworosciany
nie sg rownorozktadalne.

Zatem z czworoscianow uzupetniajgcych stelle do szescianu nie da sie przez ich rozciecie
zbudowaé drugiej stelli octanguli.

Problem rozcinania dwoch wieloscianow w ten sposob, by z jednego ztozy¢ drugi niepokoit juz Carla
Gaussa (1777-1855).

Ma on réwniez swoj polski epizod i to juz w 1882 roku. Na posiedzeniu Wydzialu Matematyczno —
Przyrodniczego Akademii Umiejetnosci w Krakowie doktor Kretkowski przeznaczyt nagrode 500 frankow
za rozwigzanie nastepujgcego zadania:

.majgc dane dwa czworoS$cieny rownej objetosci, zresztg najogolniejsze, pocigc, jezeli sie da to
wykonac, ptaszczyznami jeden z nich na najmniejszg mozliwg liczbe kawatkow takich, aby przez stosowne
tych kawatkow zestawienie, mozna byto zbudowac czworoscien drugi. W razie, gdyby to dokonac sie nie
dafo, lub byto mozliwym pod pewnymi zastrzezeniami, dowieS¢ niemoznosci, lub tez zastrzezenia te
doktadnie okreslic”.

Te dwa czworosciany o ktorych mowit dr Kretkowski prezentujg rysunki 14 i 15. Oba jak wida¢ majg te
samg podstawe bedacg potowg kwadratu i te samg wysoko$¢, wiec majg one rowne objetosci. Okazuje
sie, ze mimo to, jednego z nich nie da sie rozkroi¢ na takie czesci, aby z nich dato sie zbudowaé drugi.
Udowodnit to p6ézniej profesor Uniwersytetu Jagiellonskiego Ludwik Birkenmajer (1855-1929).
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rys. 14 rys. 15

Problem Hilberta jest ciekawszy, gdy badamy go na zywych modelach. Objetosci wowczas
mozemy oceniac i porownac¢ mierzgc w rece bryly i porownujgc ich ciezary. Ponizsze fotografie
ilustrujg wydruki 3D modelu stelli octanguli oraz dwunastu czworosciandw uzupetniajgcych stelle
do szescianu.

Warto jako ciekawy eksperyment zwazy¢ samg stelle a potem 12 czworoscianow i sprawdzi¢, czy
ich ciezary sg rowne. To potwierdzatoby praktycznie twierdzenie, ze ich objetosci sg rowne.






