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1. Wstep

Paradoks toczacej siec monety to jeden z przyktadéw probleméw matematycznych, ktérych
rozstrzygniecie nie wymaga zaawansowanych narzedzi matematycznych. Intuicja podpowiada
jednak rozwigzanie niezgodne ze stanem faktycznym.

W 1982 roku na egzaminie S.A.T. (standaryzowany egzamin stanowiacy egzamin wstepny
na wiekszos¢ amerykanskich uczelni wyzszych, odpowiednik naszej matury) w Stanach Zjedno-

czonych pojawito sie zadanie o nastepujacej tresci:

Problem 1.1. Na ponizszym rysunku promieri okregu A stanowi % promienia okregu B.
Zaczynajac od pozycji przedstawionej na rysunku, okrag A toczy sie wokél okregu B. Po ilu
obrotach okregu A srodek tego okregu osiggnie swoj punkt poczatkowy?

(®

Wiekszos¢ zdajacych wskazata odpowiedz (b) jako prawidlowa. Jest to odpowiedz zgodna z
powszechng intuicja — w koricu obwdd okregu B jest trzykrotnie wiekszy niz obwdd okregu A.

Zaledwie kilka dni pdzniej zadanie to zyskato $wiatowy rozglos, gdy okazalo sie, ze wérod
sugerowanych odpowiedzi zabraklo prawidtowego rozwiazania. Informowal o tym nawet arty-
kut Error found in S.A.T. question na tamach New York Times [5] . Kilku zdajacych, ktorzy
prawidtowo rozwiazali zadanie, zgtosili organizatorom egzaminu, ze w jego tresci wystapit btad.
Po przeanalizowaniu ich rozwigzan, wyniki egzaminu zostaly zrewidowane, a caly $wiat obiegla

informacja o btedzie w jednym z zadan egzaminacyjnych S.A.T. w 1982 roku.



2. Na czym polega paradoks, czyli dlaczego 3 nie jest prawidlowg

odpowiedzia

Rozwazmy bardzo podobny, aczkolwiek nieco tatwiejszy problem. Wezmy dwie identyczne
monety i zalézmy, jak w powyzszym zadaniu egzaminacyjnym, ze jedna toczysie po obwodzie
drugiej. Poniewaz monety sa identyczne, ich obwody sa takie same. Intuicja podpowiada wiec,
ze po jednym obrocie moneta powinna wréci¢ do punktu wyjscia.

Samodzielne przeprowadzenie takiego doswiadczenia uswiadamia jednak, Ze nie jest to prawda.
Jak mozemy zobaczy¢ na ponizszej ilustracji, na ktorej celowo potowa obwodu zostata zaznaczona
kolorem czerwonym, po wykonaniu jednego pelnego obrotu, moneta przetoczy sie dopiero wzdtuz
potowy obwodu drugiej monety. Aby zatem powrdcié do punktu wyjscia, potrzebny jest jeszcze

jeden peten obroét.

Na czym polega wiec blad w rozumowaniu? Dlaczego kiedy toczymy przystajace kota o row-
nych obwodach potrzeba az dwoch obrotow?

Bledem jest skupianie si¢ wtagnie na obwodach wyjsciowych okregéw. W zadaniu egzamina-
cyjnym pytanie jest o srodek okregu. Mianowicie kiedy ten punkt wréci do swojego poczatkowego
polozenia. Zatem nalezatoby sie zastanowié, co dzieje sie z jego potozeniem podczas toczenia jed-
nego okregu po drugim. Rozwazmy wiec dwa okregi styczne zewnetrznie, z ktérych to mniejszy
bedzie sie poruszal po obwodzie wickszego. Niech R oraz r oznaczaja odpowiednio promienie

okregu wiekszego i mniejszego (jak na rysunku ponizej).



Oznaczmy przez S $rodek mniejszego okregu. Jest to punkt, ktérego zmiany polozenia
chcemy $ledzié¢ podczas toczenia sie jednego okregu po obwodzie drugiego. Przypu$émy, ze mniej-

szy okrag zmienil juz potozenie (rysunek ponizej).

Mozna zauwazy¢, ze punkt S porusza sie po okregu, ktérego promienn ma dtugosé R + r. Na
rysunku powyzej okrag ten zaznaczony jest czerwona przerywana linia, a jego promieni (w dwoch
roznych poltozeniach mniejszego okregu) zielonymi odcinkami.

Czyli tak na prawde pytamy, ile obrotéw musi wykonaé¢ okrag o promieniu r, aby punkt S
zatoczyl okrag o promieniu R + r. Poréwnac¢ wiec nalezy ich obwody, a nie obwody wyjsciowych
okregéw. Stosunek tych obwoddéw jest réwny:

2r(R+r) R+r R

=—4+1
2nr T r+

Oznacza to, ze zawsze konieczny bedzie jeden dodatkowy obrét w odniesieniu do stosunku
obwodow wyjsciowych okregow. Stad, gdy analizowaliSmy identyczne monety, konieczne byty

dwa obroty. Za$§ prawidtowa odpowiedza na zadanie egzaminacyjne S.A.T. jest 4.



3. Problemy pokrewne — okregi styczne wewnetrznie

W naturalny sposéb nasuwa si¢ tu pytanie o sytuacje, gdy mniejszy okrag toczy sie po
obwodzie wiekszego, ale po jego wewnetrznej stronie. Biorac pod uwage, ze okrag nie ma grubogci,
intuicja podpowiada, ze sytuacja ta nie rézni sie od problemu opisanego w czeéci 2 . Przeciez
dtugosé okregu od strony zewnetrznej i wewnetrznej jest taka sama.

Tym razem jednak trudno wykonaé eksperyment, ktéry mogtby nas o tym przekonaé. Mo-
nety, zetony itp. sa dobrymi modelami kola i pozwalaja na zasymulowanie toczenia jednego
okregu po drugim. Ale trudno o model samego okregu, aby wykona¢ toczenie od strony we-
wnetrznej.

Latwo wyobrazi¢ sobie, ze w przypadku przystajacych okregéw nie uda sie zaden obrot.
Zwyczajnie nie ma na niego miejsca, gdyz okregi naktadaja sie na siebie. Ale jak sytuacja wyglada
w og6lnosci?

7 matematycznego punktu widzenia mamy do czynienia z okregami stycznymi wewnetrznie.

Poprzednia sytuacja pokazata, ze kluczem nie sg jedynie obwody wyjsciowych okregéw, ale
krzywa, po ktorej porusza sie Srodek mniejszego kregu, czyli punkt S. Na ponizszym rysunku
krzywa ta zaznaczono czerwona przerywang linia. Przyjmujemy, ze jak wczesniej promienn wiek-

szego okregu ma dtugosé R.

Widzimy wiec, ze okrag wytyczajacy trase poruszania sie punktu S ma promien R —r. Czyli
chcemy ustali¢, ile obrotow musi wykonaé¢ okragg o promieniu 7, aby punkt S zakreslit obwdd

okregu o promieniu R — r. Odpowiada to ilorazowi:

2r(R—r) R—-r R

27r T r
Zatem istotnie dla przystajacych okregéw liczba obrotéw wynosi 0. Zas w ogdlnosci, jesli
okrag toczy sie po wewnetrznej stronie obwodu drugiego okregu, liczba obrotéw zawsze bedzie

o 1 mniejsza niz stosunek obwodéw wyjsciowych okregdw.



4. A gdyby moneta toczyta sie po linii prostej?

Wyobrazmy sobie teraz, ze rozprostowujemy wiekszy okrag, a mniejszy ma si¢ przetoczyé po
odcinku, ktorego dtugosé odpowiada obwodowi wiekszego okregu. Ile woéwczas obrotéw wykona
mniejszy okrag, az pokona calg dtugosé odcinka?

Podobnie jak w zadaniu egzaminacyjnym S.A.T. nalezy przyjrze¢ sie polozeniu srodka ma-
tego okregu podczas jego przetaczania sie. Przyjmijmy ponownie te same oznaczenia, co w czesci

2.

Na rysunku ponizej niebieski odcinek ma taka sama dtugosé, jak obwdd okregu o promieniu
R. Jesli bedziemy mniejszy okrag przetacza¢ wzdtuz tego odcinka, to punkt S bedzie poruszal
sie po prostej rownoleglej do tego odcinka, odlegltej od niego o r. Podobnie jak wczesniej, trase

po ktorej porusza sie punkt S zaznaczono czerwong przerywang linig.

Tym razem punkt S pokona droge dtugosci 2n R, zatem liczba obrotow bedzie odpowiadaé

stosunkowi:

QWR_E

27r r

tak wiec w istocie stosunkowi promieni wyjsciowych okregow.



5. Whnioski

Przeanalizowanie tych probleméw matematycznych pokazuje, ze nie zawsze nalezy polegaé
wytacznie na intuicji. Pierwszym odruchem jest poréwnanie obwoddéw okregéw. Jednak po gleb-
szej analizie okazuje sie, ze takie rozumowanie jest bledne. Poréwnanie obwodéw nie uzwglednia
bowiem istotnego czynnika - mianowicie toru, po jakim w rzeczywistosci porusza sie mniejsze
koto. A porusza sie ono po okreslonej krzywiznie, ktora wpltywa na faktyczna liczbe obrotow.

Omoéwitysmy tu trzy sytuacje: gdy koto toczy sie po zewnetrznym obwodzie drugiego kota,
po jego wewnetrznym obwodzie, a takze po linii prostej. W kazdym z tych przypadkéw uzyskany
wynik jest inny. Dopiero doktadna analiza sytuacji, oparta na faktach matematycznych, pozwala
ustali¢ poprawng odpowiedz. Pierwsza intuicja okazuje sie btedna.

Problem toczacej sie monety zyskal stawe po pojawieniu sie zadania na egzaminie S.A.T.,
jednak znany byl juz nieco wczesniej. W 1975 roku Martin Gardner opublikowal go w arty-
kule Mathematical Carnival [2] . Ten matematyk przez cale zycie pasjonowal sie zagadkami
matematycznymi i §wiat zawdziecza mu wiele publikacji oraz ksiazek zawierajacych zagwostki
matematyczne o charakterze popularyzatorskim i rekreacyjnym.

W ostatnich latach mozna zaobserwowaé¢ ponowne ozywienie zainteresowania tym proble-
mem. W Internecie dostepnych jest wiele filméw poswieconych temu tematowi. "Wpadce”, jaka
wydarzylta sie na egzaminie S.A. T w 1982 roku, dedykowany jest m.in. artykut The SAT Problem
That Everybody Got Wrong [3] . Oprocz zrodel koncentrujacych sie na niescistosciach w zadaniu
egzaminacyjnym i braku prawidtowej odpowiedzi, istnieja takze liczne publikacje naukowe, uj-
mujace to zagadnienie z szerszej perspektywy. Przyktadowo w Roulette curves, coin paradox and
Aristotle’s wheel paradox [4] autor analizuje tory ruchu wyznaczane przez krzywa toczaca sie
wzdtuz drugiej krzywej. Problem toczacej sie monety stanowi szczegdlny przypadek tej sytuacji.

Biorac pod uwage jak znany i szeroko omawiany jest to problem, moze zaskakiwaé fakt, ze
wciaz spora grupa osoéb uznaje za prawidlowe rozwigzanie odpowiedZ wynikajaca z poréwnania

obwodo6w. Ponizej prezentujemy fragment dyskusji na Facebook dotyczacej wtasnie tego zadania.

B czyli 3

20 tyg. O

£ I o
I i<, patrz paradoks z toczgcymi sie monetami g
20 tyg.

Wyswietl 1 odpowiedz

Obwod duzego kota 6 x3.14. Matego 2x3.14. Trzy razy
19 tyg.
Wyswietl 1 odpowiedz

Droga przebyta przez dowolny punkt na okregu A musi by¢ rowna dtugosci okregu B.
Okrag B ma dtugosc 6pi, wiec te droge trzeba podzieli¢ przez dtugos¢ okregu A (2pi) i
mamy wynik: 3. Czyli odpowied? (B)



Generalnie to pytanie nie ma sensu. Domyslam sie, 7e chodzi o to 7e ile obrotow zrobi
A przy jednym obrocie B, ale tutaj odpowiedzig moze by¢ nieskonczenie wiele i bedzie
to prawidtowa odpowied? na pytanie

19 tyg.

‘g Autor
‘Zadanie widoczne na obrazku, dotyczace obrotow

mnigjszego okregu wokot wiekszego, jest znanym problemem matematycznym,
ktory pojawiat sie na egzaminie SAT (Scholastic Assessment Test) w Stanach
Zjednoczonych. Problem ten jest czesto ... Wyswiet] wiecej

19 tyg.

obwod DK/MK - obwod kota=2Pir wiec 2Pix3/2Pix1 =2x3/2x1=6/2=7? i
19 tyg.

Mozna tez inaczej |skoro obwdéd kota=2Pir to wystarczy stosunek (nie cielesny)
PROMIENI !l czyli 3/1 = ?? & @ we

Jak wida¢ pojawily sie rézne odpowiedzi - w tym takze takie, ze pytanie nie ma sensu. Jed-
nak dominujacym rozwigzaniem, podawanym przez wiekszosé uczestnikow forum jest stosunek
obwoddw oby okregéow. Zaledwie jeden dyskutant odwotuje sie do paradoksu toczacej sie monety
i probuje wyprowadzié¢ pozostatych z btedu.

Zapewne mozna to zrozumieé¢ w przypadku osob, ktore postuguja sie matematyka na funda-
mentalnym poziomie, bez znajomosci specjalistycznych narzedzi. Okazuje sie jednak, ze roéwnie
tatwo w blad pozwalajg sie wprowadzi¢ osoby z wyksztalceniem matematycznym, a nawet auto-
rzy podrecznikow.

Zadanie to pojawito sie w podreczniku do matematyki dla gimnazjum wydawnictwa GWO

[1] . Zostal on przygotowany przez zespoét kilku autoréw, pozytywnie oceniony przez rzeczoznaw-
cow i dopuszczony do uzytku. Ponizej widzimy skan podrecznika zestawiony z odpowiedziami do

zawartych w nim zadaii.
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2 szefeiokgt 128 3cm?. 33, 125em. 34, a) am, b) Sh

iem, ) 2em. 40, Jedna. 41. @f 2 osie symetrii Iub 4 os

Nawet w analizowanym podreczniku zadanie zostato rozwigzane blednie. Co ciekawe, tylko w
czesci a), poniewaz odpowiedz do czesci b) juz jest prawidtowa. Oczywiscie zakladajac, ze promien
mniejszego okregu rowniez ma dlugosé 2, gdyz tre$é¢ zadania nie precyzuje tej informacji. Wobec
braku sygnalu, ze jest inaczej, przyjely$my, ze dane w obu czeSciach zadania sg takie same.

Rozwigzania do zadari w podrecznikach szkolnych opracowywane sg przez ekspertow z za-
kresu matematyki, dysponujacych naprawde szerokim wachlarzem narzedzi. W tym przypadku
jednak, mimo wysokich wykwalifikacji nie udato im sie unikna¢ pomytki. Pokazuje to, ze mate-

matyka moze przyjmowaé¢ naprawde zaskakujace oblicza, takze dla specjalistow.



Podziekowania. Pragniemy zlozy¢ serdeczne podzieckowania naszej Pani matematyk,
dr Magdalena Lampa-Baczyriska za inspiracje, wsparcie, cenne uwagi i wprowadzenie nas w taj-

niki programéw LaTeX i GeoGebra.
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