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Na wstepie chciatam napisa¢ kilka stow o mnie. Mam na imi¢ Ania,
chodzg do szostej klasy. Fascynuje mnie matematyka, rysowanie oraz

projektowanie.

W tej pracy chciatabym pokazaé przede wszystkim to, ze nawet pozornie
prosty i bezsensowny mem mozna zmieni¢ w co$ madrego. Uwazam ze nawet

0soby nieobeznane w matematyce moglyby znalez¢ tu cos$ ciekawego.

Spis tresci:
1. Czy 67 bylo uzywane kiedy$ w matematyce? Ciekawostki.
2. 67 w utamkach.
2.1 Dziatania z 67 na utamkach i nie tylko.
3. Ciekawe sposoby na obliczanie dziatan.

4. Uzycie 67 w figurach magicznych.

Zapraszam do lektury

(” > v <”)



1.Czy 67 byto uzywane kiedys w matematyce ? —
C|e ka WO St k| (* inspiracja internet)

Pierwsza rzecza, ktérg omoéwi¢ w mojej pracy beda rézne ciekawostki. > <

a) Mini ciekawostka: liczba 67 jest sumg pigciu kolejnych liczb
pierwszych: 7+11+13+17+19

b) Liczba 67 jest zaliczana do liczb Heengera. Wedlug twierdzenia
Bakera Starka-Heengera jest doktadnie 9 liczb Heengera. Sg to: 1, 2, 3,
7,11, 19, 43, 67, 163.

c) Liczba 67 jest liczbg pierwsza, ktora nie jest sumg dwoch kwadratow,
co oznacza, ze nie moze byC¢ przeciwprostokatng (c) w trojce
pitagorejskiej ( a%? + b? = c?). Moze jednak by¢ przyprostokatng
(a lub b). Jedyna pierwotna trojka pitagorejska z 67 to: 67, 2244, 2245
(672 + 22442 = 2245%).

d) Jest dziewigtnastg liczbg pierwszg, a poniewaz 19 réwniez jest liczba
pierwszg, 67 zyskuje to Samo miano.

e) Nie jest podzielna przez zaden kwadrat liczby naturalnej wigkszy od 1
oraz 67 jest liczbg pierwsza, nieparzystg 1 pierwszg izolowana.



2. 67 w utamkach @f] “Yw Y

W 2 punkcie przedstawie rozne zapisy utamkow, w ktorych pojawi si¢ liczba 67
lub 6 i 7. (*metodyka z Internetu, przyktady i rozwigzania witasne)

a) Gdybysmy chcieli przeksztatci¢ np. utamek 6,7(67) na utamek zwykty, to

jak mozna by to zrobi¢ ? =&

G Zatézmy teraz, Ze liczba x = 6,7 6767 ...
Trzeba teraz przesunac przecinek o petny okres (tutaj okres ma dwie cyfry: 6
7) i pomnozyc¢ obie strony razy 100.
(100 * x).
Wyijdzie nam 676,7 6767... .
Teraz odejmujemy pierwsze rownanie od drugiego :

676,7 6767...- 6,7 6767... =670 (100x —x = 99x).

99x = 670 x= 22 czyli 622
99 99

Odp. Liczba 6,7 (67) =6§

b) Utamek tancuchowy z 67

Ten utamek moim zdaniem jest duzo cieckawszy niz dziesigtny czy okresowy .

1) Jesli chodzitoby nam o utamek 0,67 to ten utamek wyglada nastepujaco

I jest skonczony :

0,67 =0+ 11 ( zapis graficzny )

1+

24
Pewnie si¢ zastanawiacie, jak powstaje ten zapis. Szybkie thumaczenie :
"N 100:67=1i33r potem

TN 67:33=2i1lr potem



77\ 33:1=33i0r w skrocie - utamek tancuchowy to: (0,1,2,33)

2) Jesli chodzitoby nam o samg liczbe 67 bylo by to trudniejsze . Dla same;j
liczby 67 jest to po prostu 67 ale my zrobimy rozwinigcie pierwiastka
Z67.

Rozwiniecie V67 jest okresowe . Zapis symboliczny: 8.18535277187

1
S+—

24—
1
1+=

Zapis graficzny : V67 = 8 +

A jakby$my chcieli przeksztalci¢ co$ prostego, np. taki utamek, w ktorym
wystepuje kilka opcji? Uwazam, zZe jest ich bardzo duzo, wigc nie przedtuzajac

przejdzmy do nich. ¢¢" ™ "o

2.1 Dziatania z 67 na utamkach i nie tylko (~"~ "~)

Chciatabym teraz przejs¢ do czego$ bardziej skomplikowanego - do
r6znych dziatan z uzyciem liczby 67.

Czy gdybySmy wzieli utamek 7,6767 1 odjeli od niego utamek 6,7676, to czy

w utamku dalej byta by liczba 6 albo 7? Sprawdzmy to metoda wszystko ode 9

ostatnia od 10. Jak zauwazyliScie jest to raczej nietypowa metoda wigec mozna

powiedzie€ ze 1acze 3 punkt z tym.

Metoda polega na tym aby kazdg liczbe po przecinku odja¢ od 9 a ostatnig od
10.

-Np. 1-0,384

=30-3=6

-%-8=1

=10-4=6 Odp. 1-0,384= 0,616 (~>-<.)



A co gdyby trzeba odjac¢ 2 utamki od siebie? Wtedy ta metoda nie zadziata,
wigc sprobujmy jej na innym przyktadzie.

Wezmy 7 —6,7676

Tu przed przecinkiem mamy cato$ci, wiec na poczatku musimy odja¢ 1:
7-1=6

Teraz odejmujemy catosci od siebie :

6-6=0

| przechodzimy do metody :

09-7=2

09-6=3

09-7=2

©010-6=4 Odp. Zatem nasz wynik to : 0,2324 (.. %2

O‘%*.@@*Z'o ‘%*.ae*l'o**.ae*i'o %*.a@*l'o**.@a*l'o **.a@*l'

Teraz chciatabym przejs¢ do czesci ,,1 nie tylko”.

Tu pokazatabym ciekawy sposob jak liczy¢ potegi :3

* - tu chodzi o to, by pomnozy¢ 2 liczbe tyle razy ile wynosi potega
(kolor niebieski)



* - a tu o to, by zapisa¢ znak mnozenia, nastepni obok dodac nawias
z dang liczbg +1. Nastepnie przed znakiem mnozenia wstawié dang liczbe
(w tym wypadku jest to 2). (kolor czerwony)

Zrobmy teraz dziatanie tym samym sposobem z liczbg 67, ale zeby sobie
utrudnié zrobmy to na utamkach dziesietnych.

|
| | 67*67=4489 \
|

Odp. 0,672 = 4489

Kok xR A, x0T Yk oA o A e ox , x. %

YePowr6émy teraz do naszego utamka 6%%. Byt to ufamek okresowy

w postaci dziesietnej. A co gdyby podniesé teraz utamek ten do
kwadratu ? Gzy wyszedt by znowu utamek okresowy ? Spoiler. TAK.

Ale czemu ?
Wy jasnienie:

- ., 670 ., 670
Najpierw z powrotem zamierimy to na o Teraz trzeba to pomnozy¢ : (g)2

, .., 448900 , L
| powinno nam wyjs¢ . GdybySmy zamienili ten utamek na utamek

9801
dziesietny wyszedt by nam okres az z 108 cyfr !! W przyblizeniu jest to utamek

45(80).



A skad wiedzie¢ kiedy ulamek jest okresowy a kiedy nie?

TWIERDZENIE MATEMATYCZNE :

Utamek zwykty daje utamek dziesietny skonczony gdy w rozktadzie mianownika na czynniki
pierwsze wystepujg wytgcznie liczby 2i 5.

Sprawdzmy teraz nasz mianownik 9801 : X (~> O <)

(9801 =99*99) 99=9*11 lub 3*3*11 wiec teraz widac ze mianownik sktada sie
z samych 9,11 3.

TYM TWIERDZENIEM PRZECHODZIMYU DO PKT. 3

3.Ciekawe sposoby na obliczanie dziatan x,°°, x

W tym rozdziale przedstawie jeszcze inne niestandardowe metody na
obliczanie dziatan. (*bibliografia, przyktady wtasne).

a) Japorska metoda dzielenia przez 4.
4 przyda sie gdy masz duza liczbe i chcesz ja szybko policzyé!
Na poczatek rysujemy 4 poziome linie.

Potem piszemy liczbe ktérg dzielimy np. 7060, nastepnie rysujemy
pionowg kreske od zaczynajgcej sie liczby. Na kazdym przecieciu linii poziome;j
i pionowej rysujemy kropke. Kropek w rzedzie moze by¢ maksymalnie 4. Jesli
liczba jest wieksza nalezy dorysowalé kolejng linie tak, aby suma kropek
wynosita tyle ile liczba. (W tym wypadku to 7) Nastepnie powtarzamy tak
z kazdg liczbg, a gdy juz skonczymy do kazdej liczby liczymy ile kresek nam
wyszto. To bedzie nasz wynik. W tym wypadku bedzie to 2020 :3. Gdyby ktos
nie zrozumiat doktadne wyttumaczenie z ilustracjg ponizej.




b) Mnozenie Hinduskie * X",
Aby wykonac¢ to mnozenie potrzebujemy kwadratu 2 na 2

6 7

Zatozmy, ze chcemy pomnozy¢ 67*76. Musimy
teraz zapisac je w takich miejscach, jak podano na rysunku: 67 na gorze, a 76 po
boku.

Nastepnie kazdy maty kwadracik dzielimy na skos. Na kazdy z nich przypada
jedno mnozenie. Tu w 1 bedzie 6*7, w drugim 7*7, w trzecim 6*6 a czwartym
7*6. Po lewej stronie nalezy zapisa¢ cyfre dziesigtek a prawej, jednosci.

Nastepnie, tak jak na rysunku nalezy przedtuzy¢ skosne linie.

Teraz po kolei od prawej, do lewej z kazdego przedziatu spisujemy liczby,
(dodajemy), a gdyby gdzies wyszto ponad 9 cyfre dziesigtek dodajemy o jeden
w lewo. (*Przyktad wiasny)

6 7

T 7

2 9

Hpgnyganygdn

¢) Obliczanie pola liczby 6 — dodatek (*przyktad wltasny)

Na koniec postanowitam dodaé co$ ekstra. Mianowicie obliczanie pola
cyfry ,6”. W tym pod punkcie wiekszo$¢ pracy bedzie na zdjeciu.
Zaczynajmy ;).



Najpierw musimy zapisaé liczbe 6 bez zadnych zaokraglen, czyli tak zeby
wygladata jak zrobiona z zapatek. Nastepnie podzielmy sobie j3 na
kwadraty i prostokaty. Teraz gdy juz to zrobilismy, to obliczmy kolejno
pole kazdego, tak jak na rysunku ponize;j.

Teraz jeszcze tylko wszystko dodajemy i gotowe.

5,6cm

0,3cm
3,2cm
7,9cm 0,7cm

3,7cm

5,2cm

Zacznijmy liczy¢ (*przyktad wtasny)

Pole z6ttego prostokata wynosi 1,12cm? ( 5,6cm* 0,2cm = 1,12cm? )
Pole rézowego prostokata wynosi 2,37cm? ( 0,3cm*7,9cm=2,37cm?)
Pole czerwonego prostokata wynosi 2,08cm? ( 5,2cm*0,4cm=2,08cm?)
Pole fioletowego prostokata wynosi 0,37cm? ( 0,1cm*3,7cm=0,37cm?)
Pole zielonego prostokata wynosi 2,24cm? ( 0,7cm*3,2cm=2,24cm?)

Teraz aby uzyskac pole powierzchni nalezy wszystko dodac.

Odp. Nasz wynik to 8,18cm?

Tgm dodatkiem @rzecﬁeézimg do czwartego, a zarazem ostatniego @un%ﬂ‘u.

Mianowicie do figur magiczngcﬁ.
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4. 67 w figurach magicznych . .Af

W tym podpunkcie przedstawie kilka ciekawych kombinacji kwadratow
i prostokatow  magicznych. Bedzie to takie eksperymentowanie
i pokazywanie kilku opcji z réznych stron (*przyktady wtasne).

a) W tym kwadracie suma rzedu wynosi 15. W nastepnym , suma ta

bedzie 4 razy wieksza.
8| 1] 6
31517
4 | 9 | 2

a) W tym kwadracie do kazdego rzedu zostanie dodane 7 suma bedzie
wynosi¢ 67 ( 4*15+7=67 ).

23 | 18 | 19
16 | 20 | 24
21 | 22 | 17

b) Natomiast w tym kwadracie chciatam uzyskaé sume 167, ale niestety
jest to niemozliwe dlatego uznatam ze dam liczbe 168. ( 168 = 67*2

+34).
57 | 50 | 61
58 | 56 | 54
53 |62 |53
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TERAZ PRZEJDZMY DO PROSTOKATOW MAGICZNYCH

W tym prostokgcie magicznym suma powinna wynosic:
Rzedy: 75
Kolumny:45
Dlaczego nie dato sie zrobi¢ czego$ w stylu 67 i 76? Juz ttumacze.

Gdyby suma rzedu wynosita by 67 suma wszystkich liczb wynosita by 201. Teraz
te sume trzeba podzielié na 5 kolumn gdzie wzszedt by nam utamek. ( 40,2)

Z liczbg 76 jest podobnie.

45 45 45 45 45

19| 1 |15 29 | 11 75

5 127112 | 3 | 28 75

21 |17 |18 |13 | 6 75

To juz tyle z mojej strony. Mam nadzieje, Ze moja lektura Wam sie
spodobata i znalezliscie w niej cos$ ciekawego. Do ustyszenia ©
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