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Wstep

Kiedy po raz pierwszy w szkole zetknelismy sie z figurami geometrycznymi, nasza
wyobraznia krok po kroku przyzwyczajata sie do coraz bardziej ztozonych obiektéw przestrzennych.
Zaczynalismy od odcinka — obiektu jednowymiarowego, w ktorym poruszamy sie tylko w jednym
kierunku (o dwéch zwrotach: "naprzéd”, "wstecz"). Wymiar pierwszy nalezy kojarzy¢ z tylko jednym
rozmiarem obiektu, czyli jego dtugoscig. Mozna rowniez mysle¢ o nim w kategorii translacji, to
znaczy: przesuwamy punkt wzdtuz pewnego kierunku i tgczymy punkt pierwotny z przesunietym.

Chcac dodac kolejny wymiar obiektu, wprowadzamy kierunek przesuniecia prostopadty do
tego wyznaczonego przez obiekt wymiaru pierwszego. Otrzymamy woéwczas prostokat, ktéry
posiada dtugosc¢ i szerokosc, a jego wierzchotki i krawedzie rozciggajg sie w ptaszczyznie. Mozna
go réwniez uzyskac poprzez przesuniecie odcinka w kierunku prostopadtym do niego. Gdy wielkosc¢
przesuniecia jest rowna dtugosci odcinka otrzymujemy kwadrat, czyli hiperszescian wymiaru
drugiego.

a=22 a=19
b=17
Wymiar 1. jako przesuniecie punktu Wymiar 2. jako przesuniecie odcinka

Idac dalej, przesuwamy prostokagt w trzecim kierunku prostopadtym do obydwu
poprzednich, otrzymujgc dobrze znany nam prostopadtoscian. W tym przypadku mamy juz trzy
niezalezne wymiary: dtugosc¢, szerokos¢ i wysokosc¢ (lub gtebokosé). Jesli wielkos¢ przesuniecia
jest rowna dtugosci bokéw kwadratu otrzymujemy tradycyjny szescian trojwyniarowy.
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Wymiar 3. jako przesuniecie prostokata [ kwadratu



Analogicznie mozna zastanowi¢ sie, co by sie stato, gdybysmy wykonali kolejny krok —
przesuneli uzyskany szescian w czwartym kierunku, ktory jest prostopadty do wszystkich trzech
poprzednich kierunkow. Jest to niemozliwe w wymiarze trzecim, albowiem kazdy wektor w
wymiarze trzecim jest liniowo zalezny od trzech wektoréw podstawowych (wersorow).

Nie jesteSmy w stanie bezposrednio zobaczy¢ tego kierunku ani innych obiektow
czterowymiarowych, ale mozemy obserwowac jedynie ich rzuty trojwymiarowe. Widzimy wiec, ze
budowa kolejnych wymiaréw opiera sie na prostym, ale niezwykle sugestywnym schemacie.
Kazdy nowy wymiar powstaje poprzez przesunigcie obiektu w nowym, prostopadtym do
wszystkich poprzednich, kierunku.

Zobaczmy, jak wyglgda szescian czterowymiarowy czyli hiperszescin.



Hiperszescian

Hiperszescian jest najbardziej znang i jedng z prostszych figur czterowymiarowych,
podobnie jak szescian w trzecim wymiarze. Mozna mysle¢ o jego konstrukcji w sposob
nastepujgcy: szescian przesuwamy wzdtuz czwartego kierunku (nie widocznym w tréjwymiarze) i
odpowiednio tgczymy wierzchotki obu szescianow. W podobny sposob mozemy traktowac rzut
hiperszescianu na wymiar trzeci.

Wymiar 4 jako przesunigcie szesScianu

Zastandwmy sie nad sposobem "generowania" wierzchotkow hiperszescianu, a nawet
"szesciandw" n-wymiarowych. Przeanalizujmy przyktady, dla uproszczenia o dtugosci krawedzi
réwnej 1, kilku poczatkowych warto$ci n i ich wierzchofki:

Odcinek: (0), (1)

Kwadrat: (0,0), (0,1), (1,0), (1,1)

Szescian: (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)

Hiperszescian: (0,0,0,0), (0,0,0,1), (0,0,1,0), (0,0,1,1), (0,1,0,0), (0,1,0,1), (0,1,1,0), (0,1,1,1),
(1,0,0,0), (1,0,0,2), (1,0,1,0), (1,0,1,1), (1,1,0,0), (1,1,0,1), (1,1,1,0), (1,1,1,1)

Z punktu widzenia kombinatoryki sg jedno-, dwu-, trzy-, a dla hiperszescianu
czteroelementowe wariacje z powtorzeniami utworzonymi na zbiorze {0,1}. Nietrudno zauwazyc,
ze wspotrzedne wierzchotkéw przypominajg liczby dwojkowe i dla danego n sg to wszystkie liczby
od 0 do 2"-1 wigcznie. Geometrycznie oznacza to, ze kazdy wierzchofek jest jednoznacznie
identyfikowany przez cigg binarnych wartosci (na przyktad: "lewy"/"prawy"). Na przyktad w
szedcianie jest tylko jeden "lewy, gérny, przedni" wierzchotek i na odwrot - te wartosci
jednoznacznie identyfikujg pewien wierzchotek.



(1,1,0) (1,1,1)

(0,1) (1,1)
Q) (1)

O———@ (0,0) (1,0) (0,0,0) (0,0,1)

Mozemy zatem tworzy¢ wierzchotki n-wymiarowego hiperszescianu poprzez kolejne liczby
dwojkowe majgce n cyfr. Zaczynajgc od liczby 0 "konwertujemy" jg na wspoétrzedne (0,0,0,...)
zaleznie od zadanego n. Liczba 1 daje (0,0,...,1) i tak dalej. Na przyktad liczba 14 w 5-
wymiarowym hiperszescianie daje nam wspotrzedne (0,1,1,1,0).

Uogdlnienie na hiperszescian o dowolnej dodatniej dtugosci boku jest tatwym zadaniem,
oznaczmy te dtugos¢ jako a. Liczba 0 pozostaje bez zmian, wspoétrzedne wierzchotka
reprezentowanego przez nig to (0,0,0,...). Liczba 1 daje nam natomiast wpotrzedne (0,0,...,a), a
przyktadowo liczba 7 w hiperszescianie 4-wymiarowym daje wynik (0,a,a,a).

Réwnie fatwo wprowadzamy zaleznos¢ od zadanego srodka, wystarczy bowiem przesungé
kazdy wierzchotek o wektor o poczatku w srodku nie przesunietego hiperszescianu, a koncu w
zadanym srodku.

Fotografia trojwymiarowego modelu hiperszesScianu



Wielokomorki foremne

Wielokomorki foremne sg uogolnieniem wieloscianow foremnych na wymiar czwarty,
istnieje ich 6, jedng z jest hiperszescian (8-komorka), ktéry juz omawialismy.

Pozostate to 5-komoérka, 16-komorka, 24-komoérka, 120-komorka i 600-komorka, omoéwimy
pierwsze trzy, przy czym skupimy sie na “generowaniu” ich wierzchotkow.

5-komorka

Jej “odpowiednikiem” w 3. wymiarze jest czworoscian foremny, jest ona sympleksem.

L

Rzut 5-komorki na wymiar 2.
Generowanie wierzchotkéw:
Metoda ta dziata dla dowolnego n-wymiarowego sympleksu, n >= 2.
Pierwsze n-1 wierzchotkéw jest postaci: (1,0,0,...), (0,1,0,...), ... , natomiast ostatni wierzchotek
-1 -1
1+/(m+1) " 1+/(n+1)’

jest postaci ( ... ). Dlugos¢ boku wynosi wtedy V2 , zeby wynosita ona dang

warto$¢ a, musimy wszystkie wspotrzedne pomnozy¢ przez %

Z racji foremnosci, jego srodek ciezkosci pokrywa sie ze srodkiem hipersfery na nim
opisanej. Kazda wspotrzedna tegoz srodka jest srednig arytmetyczng odpowiednich
wspotrzednych wszystkich wierzchotkdw, to znaczy: pierwsza wspotrzedna szukanego srodka
ciezkosci jest srednig arytmetyczng pierwszych wspotrzednych wszystkich wierzchotkdw.

Ze wspotrzednych wierzchotkdw danych wyzej tatwo wyznaczamy, iz kazda wspotrzedna

-1

+7
, . , a 1+/(n+1) . a Jn+1)—-n-1 , .
tego srodka jest rowna 5 X1 = BX oo TR Na koncu przesuwamy kazdy

wierzchotek o wektor o poczatku w znalezionym Srodku ciezkosci i koncu w zadanym srodku
figury. W ten sposdb otrzymujemy n-wymiarowy sympleks o dowolnej dtugosci boku i dowolnym
Srodku.

Fotografia modelu 3-wymiarowego 5-komorki 4D



16-komorka

Zwana inaczej wieloscianem krzyzowym.
Generowanie wierzchotkéw:
Dla boku o dtugosci a jej wierzchotki majg postaci (+ 0 0,0), (0,+ \/_,O 0), (0,0, 5 = 0),

(anaoyi E
sie w zadanym punkcie wystarczy przesung¢ kazdy z wierzchotkéw o wektor o poczatku w
poczatku uktadu wspotrzednych i o koncu w zadanym punkcie.

). Wtedy jej Srodek znajduje sie w punkcie (0,0,0,0), zatem aby ten $rodek znajdowat

¥

Jeden z rzutéw 16-komorki na wymiar 2.

24-komorka

Generowanie wierzchotkow:

Dla boku o dtugosci a jej wierzchotki majg postac wszystkich 24 permutaciji zbioru

{ i \/_ ,0,0 }. Podobnie jak w wypadku 16-komorki jej Srodek znajduje sie w punkcie
(0,0,0,0), zatem azeby miata ona dowolny srodek wystarczy przesung¢ kazdy z wierzchotkow o

wektor o poczatku w poczatku uktadu wspotrzednych i 0 kohcu w zadanym punkcie.

Jeden z rzutow 24-komorki na wymiar 2.



Charakterystyka Eulera

Wymiar 2.

Na poczatku udowodnimy charakterystyke Eulera w wymiarze 2., czyli pokazemy, ze
W - K + S jest liczbg statg, gdzie W, K, S to liczby odpowiednio wierzchotkéw, krawedzie i Scian.

Zacznijmy od odcinka, ma on dwa wierzchotki, jedng krawedz, oraz nie posiada Scian,
otrzymujemy wiec 2 - 1 + 0 = 1. Dotézmy teraz nowy punkt i potgczmy go krawedzig z dowolnym z
istniejgcych, mamy teraz 3 - 2 + 0 = 1, zrobmy tak raz jeszcze, a otrzymamy 4 - 3+ 0 = 1.
Zauwazmy, ze liczba wierzchotkdw i krawedzi wzrosta o takg samg warto$¢, zatem ich réznica jest
stata.

Potaczmy teraz dwa istniejgce punkty, otrzymamy jedng $ciane i jedng krawedz wiecej,
tatwo sprawdzic, ze 4 - 4 + 1 = 1. Rowniez w tym wypadku liczba krawedzi i stan rosnie o te samg
wartos¢, zatem ich réznica réwniez jest stata.

W-K+5=1
4-4+1=1

Jesli ograniczymy sie do dodawania maksymalnie jednej krawedzi na raz, to opisane
powyzsze dwie operacje (dodawania nowego wierzchotka, tgczenie dwdch istniejgcych), sg
jedynymi mozliwymi. Jesli chcielibySmy dodawac wiecej niz jedng krawedz, bgdz wierzchotek na
raz, to moglibysmy takg operacje "rozbi¢" na dwie powyzsze. PokazaliSmy zatem, ze wartos¢ W -
K + S jest stata.



Wymiar 3.

Podobne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla wymiaru 3., w nim wartos¢ wyrazenia:
W - K+ S - C jest stata, gdzie oznaczenia W, K, S sg takie same jak w wymiarze 2. a C to liczba
komoérek (3-wymiarowych hiperscian).

Rozumowanie jest prawie identyczne jak dla wymiaru drugiego, przy czym odcinki i Sciany
nie muszg juz leze¢ w jednej ptaszczyznie. Jedyna réznica pojawia sie przy potgczeniu dwoch
istniejgcych punktow, ktére nie lezg w jednej ptaszczyznie, powstaje wtedy komorka (bedgca w
przyktadzie obok ostrostupem).

W-K+S-C=1
4-4+1-0=1

W momencie potgczenia dwdch takich punktow powstaje 1 odcinek, 2 sciany i 1 komérka,
liczba wierzchotkdw sie nie zmienia. Zatem wartos¢ wyrazenia W - K + S - C przyjmuje postac
W - (K+1) + (S+2) - (C+1) =W -K-1+S+2-C-2=W-K+ S - C, czyli wartos¢ owego
wyrazenia sie nie zmienia.

W-K+S-C=1
4-6+4-1=1

Jezeli nie tgczymy wierzchotkdw z dwdch réznych ptaszczyzn, lub dodajemy nowy
wierzchotek, to wszystkie zmiany odbywajg sie w jednej ptaszczyznie, zatem na mocy dowodu dla
wymiaru 2. wartos¢ W - K + S pozostaje nie zmieniona, nie dodajemy rowniez zadnej komorki,
czyli rowniez wartos¢ W - K + S - C sie nie zmienia.



Wymiar 4.

Odpowiednio wzor wyglgda w wymiarze 4.: W - K+ S - C + H =1, gdzie H to liczba 4-
komorek.

W przykfadzie ponizej widzimy rzut tréjwymiarowy 5-komorki, kolorem z6ttym oznaczono
rzut punktu majgcego inng 4. wspotrzedng niz pozostate. Po zrozumieniu omawianej zaleznosci
dla wymiaru 3., przedstawiona sytuacja nie jest skomplikowana, do momentu utworzenia
hiperkomorki (jest to ostania "klatka", animacji).

tatwo zauwazy¢, ze o owym momencie powstaje jedna krawedz, powstajg rowniez 3
Sciany, kazda zawiera powstatg krawedz i jeden z wierzchotkéw nie wchodzgcych w sktad tejze
krawedzi. Takich wierzchotkéw jest 3, stad mamy 3 nowe Sciany. Powstajg rowniez komorki,
kazda zawiera nowg krawedz i po dwa wierzchotki, nie wchodzgce w sktad tej krawedzi, jest tych
Scian zatem tyle, ile 2-elementowych kombinaciji zbioru 3-elementowego, czyli 3.

W-K+S-C+H=1

Sytuacja tuz przed powstaniem hiperkomorki
Podsumowujac, tuz przed powstaniem hiperkomarki, mamy:
W-K+S-C+H=1,9dzieW=5K=9,S=7,C=2,H=0,
a po jej powstaniu:

W-(K+1)+(S+3)-(C+3)+(H+1)=W-K+S-C+H-1+3-3+1=W-K+S-C+H=1.



Siatki hiperszescianu

Kazdy wieloscian ma swojg siatke, czyli jego przedstawienie na ptaszczyznie utworzone
poprzez rozciecie niektorych jego krawedzi, tak aby Sciany sie nie naktadaty i pozostaty spojne,
czyli nierozerwane.

Wielosciany mogg mie¢ wiecej niz jedng siatke, o tym, ktdrg otrzymamy, decyduje
kolejnosc¢ rozcinania. Jedng z bardziej znanych siatek jest siatka szescianu, do$¢ fatwo zauwazyc,
ze ma on wiecej niz jedng mozliwg siatke. Pytanie brzmi zatem: ile jest takich siatek?

Takich siatek jest 11. Oto one:

T*TTII+
Ted

Ale skad znamy te liczbe i co jesli zadamy to samo pytanie dla wymiaru 4., albo wyzszego?
Sprobujmy najpierw odpowiedzie¢ na pierwsze pytanie, wprowadzmy pojecie drzewa. Drzewo to
graf o n wierzchotkach (na rysunkach nizej majg one kolor szary) i n-1 krawedziach (na rysunkach
nizej majg kolor czarny).

Dodatkowo drzewem sparowanym nazwiemy drzewo, ktérego wierzchotki sg potgczone w
pary, w taki sposéb, ze wierzchotki bedgce w parze nie sg potgczone krawedzig. Drzewo nie zawiera
cyklu ($ciezki, ktéra zaczyna sie i korczy w tym samym wierzchotku).

Niech kwadraty w siatce szescianu odpowiadajg wierzchotkom grafu, a krawedzie pomiedzy
nimi krawedziom grafu, wierzchotki odpowiadajgce kwadratom lezgcym naprzeciw sobie w
szescianie, potgczmy w pary. Taka procedura zawsze da nam drzewo o 6 wierzchotkach, albowiem
mamy 6 kwadratéw potgczonych 5 krawedziami. Gdyby krawedzi byto mniej, siatka nie bytaby
spojna, gdyby wiecej, nie datoby sie jej przedstawi¢ na ptaszczyznie. Podobnie drzewo o mniej niz
5 krawedziach nie bytoby spdjne, a jesli miatoby wiekszg ich liczbe, zawieratoby cykl. Rowniez
sparowanym wierzchotkom bedg zawsze oznaczaty przeciwlegte $ciany, zadne rozciecie szescianu
nie spowoduje potgczenia tychze Scian krawedzig.



Kazde takie drzewo reprezentuje tylko jedng siatke i kazda siatka jest reprezentowana
przez doktadnie jedno drzewo. Nie sparowanych drzew dla wymiaru 3. jest 6:

Podobnie postepujemy w wymiarze 4., hiperszescian sktada sie z 8 komérek (szescianow),
zatem bedzie reprezentowany przez sparowane drzewo o 8 wierzchotkach. Drzew o 8
wierzchotkach jest 23, mozemy je sparowa¢ na 261 sposobdw, zatem istnieje 261 siatek
hiperszescianu.

Kolejne etapy ,sktadania” hiperszeScianu z jednej z jego siatek



Fotografia trojwymiarowego modelu siatki hiperszescianu



