MALOPOLSKI KONKURS PRAC MATEMATYCZNYCH
Praca uczennicy klasy Ill E XX LO im Leopolda Staffa w Krakowie
Amelii Ranasinghe

PROBLEMY HIROTAKI EBISUI

Praca zostata napisana pod opieka dr Bronistawa Pabicha, ktéry zapoznat mnie na zajeciach
kota matematycznego z tzw. heurystykami Georga Poly, czyli metodami rozwigzywania
nietypowych zadanh z matematyki.

Lubie geometrie i zadania z geometrii, a szczegdlnie ich dowody. Dlatego tez wybratam za
temat mojej pracy propozycje opiekuna ,,Problemy Hirotaka Ebisui” .ktére zostaty stworzone
przez wspétczesnego japonskiego matematyka Hirotake Ebisui, ktéry zajmuje sie geometrig
ptaszczyzny oraz tworzeniem konstrukcji geometrycznych o interesujgcych wtasnosciach.

HirotakaEbisui to japohAski matematyk, znany jako osoba
zafascynowana geometrig ptaskg, elementarng i rzutowg. W ciggu
ostatnich kilku lat stworzyt szereg konstrukcji geometrycznych
ilustrujgcych pewng wilasnos¢ matematyczng. Bardzo trudno jest
oszacowag, ile takich problemoéw stworzyt Hirotaka Ebisui. Przez
ostatnie kilka lat profesor Mirostaw Majewski z Uniwersytetu
Toruhskiego zbierat wszystkie pliki stworzone przez Hirotake i
tgczyt je w jeden duzy dokument zawierajgcy okoto 800 konstrukcji.
Istnieje jeszcze wiecej plikow Hirotaki, ktére nie zostaty
uwzglednione w tej kolekcji. tatwo zauwazyé, ze wiele z jego
konstrukcji przypomina nam obrazy, ktére widzieliSmy na
tabliczkach sangaku z okresu Edo i pozniejszych. Gtdwng réznicg
jest to, ze jego prace sg zawsze konstrukcjami, podczas gdy te na
tabliczkach sangaku byly zawsze rysunkami

Podejscie Hirotaka Ebisui do tworzenia konstrukcji jest bardzo podobne do podejscia, jakie
towarzyszyto starym mistrzom sangaku. Od czasu do czasu na jego konstrukcjach mozemy
znalez¢ zdanie, w ktérym dziekuje Bogini Matematyki, Stoncu lub Ziemi za rados¢ nowego
odkrycia. Podobnie jak starzy mistrzowie sangaku, czesto wysyta swoje prace znajomym z
tekstem: ,Oto moje twierdzenie, prosze cieszyc sig”.

Oryginalne dokumenty EbisuiHirotaki sg zazwyczaj bardzo trudne do zrozumienia i w
rezultacie tylko nieliczni potrafig je zrozumie¢ i docenic jego dzieta.

W mojej pracy wykorzystatam 7 rysunkéw ze zbioru profesora Majewskego, ktére udostepnit
mi za jego zgodg méj opiekun pracy.

Wykonatam samodzielnie dowody twierdzen zawartych w tych rysunkach, ktére odkryt
Hirotaka Ebisui. Twierdzenia te nie sg znane powszechnie, ale sg tak intersujgce, ze zachecajg
do préby ich dowodu. Wykorzystywatam calg swojg wiedze z geometrii ktérg udato mi sie
pozyskaé w swojej szkole. Narzedziem poszukujgcym dowody twierdzen byta dla mnie
GeoGebra, ktéra pozwala zmienia¢ parametry zadania i dostrzegaé¢ co sie wéwczas zmienia
w a co zostaje state w konstrukgji. To utatwito mi odkry¢ heurystyke rozwigzania.



PROBLEM 1
e Dany jest dowolny tréjkat ABC. - rys.1

o Na kazdym z bokéw trojkata ABC konstruujemy trzy okregi, ktérych Srednicami sg
boki tréjkata. - rys. 2

¢ c
A B
AO GB

rys.1 rys.2

e Ze srodka jednego z tych okregow (np. D) konstruujemy prostg prostopadig do boku
CB tréjkata. - rys.3.

e Prosta ta przecina okrgg w punkcie E - rys.4.

e Z punktu A prowadzimy pétprostg AE. Potprosta ta przecina okrag o srodku D w drugim
punkcie, ktéry oznaczamy przez G. —rys. 5

e Z punktu G prowadzimy potprostg GC, ktéra przecina okrgg zbudowany na boku AC w
punkcie F. Z punktu G prowadzimy réwniez potprostg GB, ktéra przecina okrag
zbudowany na boku AB w punkcie H —rys. 6

e taczymy punkty A z H oraz F z A. W ten sposéb otrzymujemy czworokat AHGF -
rys.7.



rys.5 rys.6

rys.7

Trzeba udowodnié, ze czworokgt AHGF jest kwadratem.
Dowdd:

Katy czworokata AHGF sg proste, gdyz jego
wierzchotki sg  wierzchotkami  katéw
wpisanych, opartych na $rednicach kot
Zatem czworokat AHGF jest prostokatem.

Aby udowodni¢ Ze jest on kwadratem
wystarczy wykazaé, ze dwa sasiednie jego
boki sg tej samej dlugosci. Pokazemy ze
trojkat AGF jest rownoramienny.

Niech K bedzie punktem przeciecia prostej
ED z okregiem o $rodku D. Zauwazmy Ze
|sBKC| = 90°, zas czworokgt EBKC jest
kwadratem, gdyz prosta ED jest symetralng
odcinka CB.

Poniewaz |EKC| = 45° (bo EK jest przekatng kwadratu), wiec |£EGC| = 45°, gdyz oba katy
sg wpisane, oparte na tej samej cieciwie CE. |4FAG| = |gy| = 45° = |4 8|, gdyz |£AFG| = 90°.
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W trojkacie AGF: LFAG=2FGA=45".
Zatem tréjkat AGF jest rGwnoramienny, a wiec: |AF|=|FG|.

Czworokgt AHGF jest prostokatem oraz ma dwie sgsiednie krawedzie tej samej dtugosci.
Zatem: AHGF jest kwadratem.

c.b.d.u.
PROBLEM 2
¢ Dany jest dowolny trojkat ABC. - rys.1

e Na zewnatrz tréjkgta ABC konstruujemy: trojkgt rownoboczny BAM, trojkat
réwnoboczny CBK, tréjkat rownoboczny ACL. - rys. 2

L

M

o Na kazdym z tréjkgtéw rownobocznych opisujemy okrag. - rys. 3.

¢ Na okregu opisanym na tréjkgcie ACL wybieramy dowolny punkt P. - rys. 4.

o Przez punkt P prowadzimy dwie proste przechodzgce przez punkty A i C.



e Otrzymujemy trojkat PQR.

Mamy udowodni¢ ze tréjkat PQR jest trojkgtem réwnobocznym.
Dowaod:

Katy 2£ALC i £APC sg oparte na tym samym fuku AC, wiec |ZALC| = |ZAPC| = |£APB|
Poniewaz |£ALC| = 60°. wiec |£ZAPR| = 60°. Podobnie | |£BQP| = 60° oraz [£CRQ| = 60° Stad
wynika, ze trojkat PQR jest rownoboczny.

W tréjkgcie PQR wszystkie katy majg miare 60°, wiec trojkat ten jest rownoboczny.
c.b.d.u.
PROBLEM 3
e Dany jest prostokat ABCD.
e Przekatne prostokgta przecinajg sie w punkcie S, ktory jest Srodkiem obu przekatnych.

o Konstruujemy okrag przechodzgcy przez punkt S oraz dwa wierzchofki krétszego boku
prostokata.

e Jeden z punktow przeciecia okregu z prostokagtem oznaczamy przez E.

rys. 1

e Laczymy punkty A, E i C, otrzymujac trojkat AEC.



rys. 2

Nalezy udowodni¢, ze tréjkgt ACE jest rownoramienny.

Dowodd:

W prostokgcie kazdy kat ma miare 90°. Zatem przeciwprostokatna trojkata BCE jest srednicg
okregu opisanego na tym tréjkgcie. S jest punktem przeciecia przekagtnych prostokata. Z
wiasnosci prostokgta wiemy, ze przekatne przecinajg sie w swoich srodkach. Stgd wiemy ze
punkt S jest srodkiem przekgtnej AC, a wiec: AS=CS.

rys. 3

Rozwazmy trojkaty ASE oraz CSE.
Mamy:
e AS=CS,
e ES jest bokiem wspdlnym,
e £ASE=<CSE=90°
Zatem tréjkaty ASE | CSE s przystajgce (cecha bok—kat-bok).
Z przystawania trojkgtow wynika: |AE|=|ECI.
Zatem tréjkat AEC jest réwnoramienny.

c.b.d.u.



PROBLEM 4

o Dany jest prostokat i cztery okregi. Kazdy wierzchotek prostokata jest Srodkiem
jednego z okregow.

e Zaznaczamy punkty przeciecia kazdego okregu z bokami prostokata.

|}
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rys.1l rys. 2

o Dla kazdego okregu rysujemy prostg przechodzgcg przez jego dwa punkty przeciecia
z bokami prostokata.

e Uzywajgc czterech nowych linii i ich punktow przeciecia otrzymujemy wielokat.

@

rys. 3 rys. 4

Nalezy udowodni¢, ze wielokat ten jest prostokagtem
Dowad:

Ramiona trojkgtow powstatych przy okregach sg promieniami tych okregow, dlatego sg rownej
dtugosci.

Kazdy z tych trojkatow jest:
e prostokatny,
e rownoramienny.
Zatem kazdy kat ostry ma miare 45°.

Z whasnosci katow wierzchotkowych wynika, ze katy przylegte do tych katow réwniez majg
miare 45°.W efekcie w tréjkatach tworzacych czerwona figure katy przy wierzchotkach skfadaja
sie z dwoch katow po 45° i jednego o mierze 90°.



Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla kazdego z okregdw, dlatego wszystkie
katy czerwonej figury sg katami prostymi. Skoro: wszystkie katy czerwonej figury majg miare
90°, to czerwona figura jest prostokgtem

rys. 5

c.b.d.u.

PROBLEM 5

o Dane s3g dwie proste prostopadte oraz dwa okregi styczne do obu prostych i potozone
w przeciwlegtych ¢wiartkach ptaszczyzny. - rys. 1
e Zaznaczamy punkty stycznosci okregéw do prostych. - rys. 2
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rys. 1 rys. 2

o taczymy punkty stycznosci lezgce na réznych okregach: rysujemy proste FE' oraz
EF'.-rys. 3

e Otrzymujemy dwa nowe punkty B i D, ktére sg punktami przeciecia prostej FE' z
okregami. - rys. 4



rys. 3

rys. 4

e Teraz rysujemy proste BF’ i DE. Punkt ich przeciecia oznaczamy przez C. - rys. 5

¢ Nastepnie rysujemy odcinki CB i CD. - rys. 6

rys. 5

Nalezy wykazac, ze odcinki CB i CD sg prostopadte.

Dowdd:

rys. 6

Poniewaz kazdy z okregow jest styczny do obu prostych prostopadtych, promienie
poprowadzone do punktow stycznosci sg prostopadte do odpowiednich prostych.
Zatem w duzym okregu promienie poprowadzone do punktow F i F' sg wzajemnie prostopadte,

czyli |£FO1F’| = 90°, gdzie O; jest srodkiem duzego okregu.

rys. 7




Analogicznie w matym okregu: |£ZEO2E’| = 90° gdzie O; jest srodkiem matego okregu.

Punkt B lezy na duzym okregu, wiec kat |2FBF’| jest katem wpisanym opartym na fuku FF'.
Kat wpisany ma miare réwng potowie kgta srodkowego opartego na tym samym fuku, wiec

|£FBF’|= % 90° = 45°. Analogicznie, punkt D lezy na matym okregu, wiec |2EDE’| = 45°.

rys. 8 rys. 9

W trojkgcie BCD: |£BCD]| = 180° - 45° - 45°= 90°.
Zatem CB_LCD
c.b.d.u.

PROBLEM 6

Dane sg dwa przecinajgce sie okregi c1 i ¢»2. Przez jeden z punktow przeciecia, punkt F, i $rodki
okregow konstruujemy nowy okrag cs. Punkty przeciecia ¢z z dwoma istniejgcymi okregami
oznaczamy jako D i E. Narysuj prostg przechodzgca przez punkty D i E. Prosta przecina okregi
cl [ c2
w dwdéch nowych punktach B i C. Potgcz punkty AzBiAzC.
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Nalezy udowodni¢, ze |[AB|=|AC]|.

Dowodd:

e Zwrocmy uwage na katy DEO; i O:1EF.

e Sgone wpisane w okregu o srodku Os oparte na tych samych cieciwachDO1 i O:F o tych
samych dtugosciach rownych promieniowi okregu o $rodku O.

e Zatem katy te sg przystajgce, czyli | ZFEO.|=|20:ED|.

o Tooznacza, ze EO; jest dwusieczng kata FEB.

e Podobnie katy FDO; i O.DE sg przystajgce jako katy wpisane w kole o srodku O3 oparte
na tych samych cieciwach FO. i O;E.

o Tooznacza, ze DO: jest dwusieczng kata BDF.

e Niech A bedzie punktem przeciecia odcinkéw DO; i EO;.

o Kat ZFEO; jest przystajgcy do kata #FEA, bo majg wspoélny wierzchotek a ramiona ich
pokrywajg sie

e Tooznacza, ze cieciwy AF i CA sg tej samej dtugosci.

o Podobnie cieciwy FA i FB s3 tej samej dlugosci.

e Zatem AB = AC.

PROBLEM 7

Okregi styczne do dwdch prostych prostopaditych znajdujg sie po tej samej stronie jednej z
nich. Potacz punkty stycznosci okregow z prostymi kreslgc proste UW, UB, WA. Proste te
przeciety okregi w punktach A i B. Utworzmy odcinki UA i WB.

rys 2

Nalezy udowodnié, ze odcinki te sg réwnolegte.
Dowdd:

e Wiadomo, ze kazde dwa okregi sg ze sobg jednokfadne.

e Utworzmy prostg 0102 tgczgcg srodki okregow.

Przeciecie tej prostej ze styczng UW wyznacza Srodek jednoktadnosci O obu
okregdw.

Odbijmy punkty U , W i styczng UW wzgledem prostej O10,.
Otrzymamy wowczas drugg styczng do obu okregow.
Utworzmy trojkaty UO1A | WO2B.

Sg one jednoktadne tak jak okregi wzgledem punku O.
Odcinek UO1 i WO- s3 do siebie réwnolegte.

Podobnie odcinki AO: i BO- tez sg rownolegte.

Stad AU i BW sga réwnolegte
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Réwnolegtosé odcinkow AU i BW wynika tez bezposrednio z podobiehstwa tréjkgtow
UO:A i WO:2B.

Zauwazmy tez, ze proste UB i WA sg zawsze prostopadte do siebie niezaleznie od
.wyboru punktéw U i W.
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