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Wstep

Nasze zainteresowanie prawdopodobienstwem zaczeto sie¢ od problemu
Mounty’ego Halla, o ktérym przeczytalySmy podczas szukania tematu.
Chcac poszerzy¢ swoja wiedze natrafitySmy na kombinatoryke, zasade
szufladkowg Dirichleta oraz paradoks hazardzisty. StaratySmy si¢ napisaé¢ naszg
prace tak, by byla zrozumiata dla naszych roéwiesnikow, stad tyle obrazowych
porownan. Wszystkie zadania uzyte w tej pracy opracowalySmy samodzielnie,
a takze znaczna cz¢$¢ przyktadow i rysunkow zostala przygotowana przez nas.
Zajmowanie si¢ tym tematem sprawilo nam wiele przyjemnosci.

Zyczymy mifej lektury.



Prawdopodobienstwo

Prawdopodobienstwo to rodzina miar shluzacych do opisu pewnosci
lub czestosci danego zdarzenia. Jezeli prawdopodobienstwo wynosi 1 (100%),
oznacza to, ze dana sytuacja wystagpi na pewno. Zdarzenie losowe
o prawdopodobienstwie 0 (0%), niezaleznie od ilosci podjetych prob, nie bedzie
miato miejsca. Prawdopodobienstwo wieksze od 0, a jednoczesnie mniejsze
niz 1 oznacza sytuacj¢ mozliwg. Prawdopodobienstwo zdarzenia zapisuje si¢
za pomocg utamkow lub procentow.
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Rachunek prawdopodobienstwa pomaga obliczyC szanse zaistnienia
pewnego okreslonego zdarzenia.

Istnieje wiele réznych interpretacji prawdopodobienstwa migdzy innymi
subiektywna (jako pewnos¢ w oparciu o dotychczasowa wiedze¢) 1 obiektywna
(jako czestos$¢ zdarzenia, w oparciu o duzg liczbg préb).

Prawdopodobienstwo obliczamy ze wzoru
P(A)=|AL[€
| Q| liczba wszystkich mozliwych zdarzen,
|A| liczba zdarzen sprzyjajacych,
P(A) prawdopodobienstwo wystgpienia danego zdarzenia.

Dowodzi tego przyklad pana Jana!, ktéry po pewnym czasie obudzil si¢

. ze S$pigczki w szpitalu. Chcial si¢ dowiedzie¢ jakie jest

{_:M prawdopodobienstwo tego, ze na obecny miesigc wypadaja

Nl jego urodziny. Jako ze jego urodziny przypadaja w marcu,

\ A, ktory jest jednym z 12 miesigcy w roku, znaczy to,
ze prawdopodobienstwo jest rowne 1:12 (8,(3)%) .

! Imie to zostato uzyte na potrzeby zobrazowania opisywanych przez nas problemoéw, nie miato na celu obrazenia nikogo o takim
imieniu
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Whioski z przeksztalcenia wzoru

Na prawdopodobienstwo mozna spojrze¢ tez z innej strony. Dzi¢ki zdobyte;j
wczesniej wiedzy mozemy ustalic nie tylko jakie jest prawdopodobienstwo
wystgpienia danego zdarzenia, ale mozemy takze obliczy¢, ile jest mozliwych
zdarzen lub ile jest mozliwych zdarzen sprzyjajacych. Dokona¢ tego mozemy
poprzez przeksztatcanie wzoru na prawdopodobienstwo:

P(A)=[AIQ] [ * Q)
P(A)*|Q=A] | :P(A)
[QI=IALP(A)

Podsumowujac:

[Al=P(A)*|Q
QI=IA[:P(A)

Przyklad:

2% Losujemy cukierki z paczki,
¥ a czeS¢ z nich jest o smaku malinowym.

Prawdopodobienstwo wylosowania cukierka o smaku malinowym ma byc¢
réwne 1/10 (10%).

a) Znajac prawdopodobienstwo i liczb¢ wszystkich cukierkdéw mozemy
obliczy¢ 1los¢ cukierkdéw malinowych.
Jezeli cukierkow w paczce bedzie 10, to bedzie jeden cukierek malinowy,
jezeli wszystkich cukierkow bedzie 20, to wsrod nich bedg 2 cukierki
malinowe, a w przypadku, w ktorym cukierkow w paczce bedzie 100,
to bedzie 10 cukierkéw malinowych 1 tak dale;.

b) Znajac prawdopodobienstwo i liczbg cukierkéw malinowych mozemy
obliczy¢ liczbe wszystkich cukierkow.
Jezeli malinowych cukierkéw mamy 3, to wszystkich bedzie 30,
jesli mamy 5 cukierkow malinowych, to wszystkich musi by¢ 50,
a w przypadku, w ktorym mamy 200 cukierkéw malinowych, wszystkich
musi by¢ 2000.



Prawdopodobienstwo zdarzen powtarzajacych si¢

Aby obliczy¢ prawdopodobienstwo wypadnigcia parzystej liczby oczek
na kostce szesciennej x razy pod rzad, nalezy skorzysta¢ z nastgpujacego wzoru:

P(C)=P/%,

gdzie P(C) oznacza prawdopodobienstwo catkowite, P prawdopodobienstwo tego
zdarzenia jednokrotnie, x ilos¢ razy pod rzad.

Rozwigzanie:
Otrzymujemy zatem nast¢pujace wyniki:

rzut - szansa
2 - 1/4

3 - 1/8

4 - 1/16

5 - 1/32
6 - 1/64

Prawdopodobienstwo w praktyce

Zadanie
Korzystajac z rachunku prawdopodobienstwa, ustal jakie jest losowe wycigganie
pisakow z pidrnika. W piorniku znajduje si¢ 6 czerwonych flamastréw, 5 rézowych
1 9 niebieskich.

Rozwiazanie:
Prawdopodobienstwo wyciaggni¢cia flamastra o dowolnym kolorze wynosi 20:20
czyli 100%. Prawdopodobienstwo wyjecia rézowego pisaka jest rowne 5:20,
a to jest 25%. Prawdopodobienstwo wylosowania biatego flamastra wynosi 0%,
poniewaz nie ma tam takich.



Zadanie
Podr6zny ma w sakiewce 12 ztotych monet, 20 srebrnych 1 8 miedzianych.
Jakie jest prawdopodobienstwo ze trzy kolejne wyciggniete monety bedg ztote?

Rozwiazanie:
Jezeli dana sytuacja ma sie powtorzy¢ n razy, to prawdopodobienstwo wydarzenia
sie tej sytuacji podnosimy do potegi n.
Prawdopodobienstwo wyciagniecia jednorazowo ztotej monety wynosi 12:30
(40%). Jezeli chcemy obliczy¢ prawdopodobienstwo powtorzenia si¢ tej sytuacji
3 krotnie, musimy podnies¢ to prawdopodobienstwo do potegi 3.
0,4°=0,4*0,4*0,4=0,064 (6,4%)

Zadanie
W pierwszym pojemniku jest 3 kul biatych i 17 czarnych. W drugim pojemniku
jest 29 kul biatych 1 6 kul czarnych. Ile jeszcze kul biatych trzeba dotozy¢ do
drugiego pojemnika, aby prawdopodobienstwo wylosowania biatej kuli z kazdego
z pojemnikow bylo takie samo?

Rozwiazanie:
Prawdopodobienstwo wylosowania w pojemniku 1 kuli biatej jest rowne 3:20.
Prawdopodobienstwo wylosowania kuli biate; w pojemniku 2 jest rowne 29:35.
wigc jezeli dodamy do drugiego pojemnika 1 kule bialg 1 165 kul czarnych.

Elementy kombinatoryki

Silnia liczby naturalnej n - to iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n.

Silni¢ liczby naturalnej n oznaczamy symbolem n! (czytamy en silnia).
Mamy zatem:
n!=1.2.3-...-(n—1)-n

Przyktady:
5!=1-2-3-4-5=120

6!=1-2-3-4-5-6 =720
10!'=1-2-3..-9-10 = 3628800



Kombinacje

Kombinacja pozwala policzy¢ na ile sposobéw mozna wybraé k elementow z n-elementowego zbioru.

Wzor na kombinacj¢ jest nastepujacy:

n!

.l
O = Hm

Kombinacj¢ zapisujemy krotko za pomoca Symbolu Newtona:

(k) -

Przyktad

Na ile sposobdéw mozna wybrac trzyosobowgq reprezentacje z grupy 12 -
osobowej?

Rozwigzanie:
12 12! 12! 10-11-12
(3) 3A(12—-3) 6-9! 6

Odpowiedz: Trzyosobowa reprezentacje z grupy 12 - osobowej mozna wybrac
na 220 sposobow.

Permutacje

Permutacja zbioru n-elementowego - to dowolny n-wyrazowy cigg utworzony
ze wszystkich elementéw tego zbioru.
Liczbe permutacji zbioru n-elementowego mozemy obliczy¢ ze wzoru:

Pn=n!

Przyktad
Na ile sposobdw mozna ustawi¢ 6 0osob w kolejce?

Rozwigzanie:
Obliczmy liczbg permutacji zbioru 6-elementowego:

P6=6!=1-2-3-4-5-6 =720

Czyli szes¢ osob mozna ustawi¢ w kolejce na 720 sposobow.



Wariacje z powtorzeniami

Przyjmijmy, ze mamy dany zbior elementoéw (np. zbior liter).

Wariacja z powtorzeniami pozwala na utworzenie ciggu z elementow tego
zbioru, z tym, ze dopuszcza powtarzanie elementow.

W2z6r na wariacje z powtorzeniami jest nastepujacy:

ko ok
Wi=n

Przyklad
Ile stéw piecioliterowych (nawet tych bezsensownych) mozna utworzy¢ z
liter {A,B}?

Rozwigzanie:
Przykladami taki stow sa: AAAAA, AABBA, ABABB. Na kazde z5 miejsc
mozemy wybrac jedng z 2 liter, zatem wszystkich mozliwos$ci mamy:
2°=32
Odpowiedz: Mozna utworzy¢ 32 wyrazy.

Wariacje bez powtorzen

Przyjmijmy, ze mamy dany zbior elementow (np. zbior liter).

Wariacja bez powtorzen pozwala na utworzenie ciggu z elementdéw tego zbioru,
z tym, ze nie dopuszcza powtarzania elementow.

Wz6r na wariacj¢ bez powtdrzen jest nastepujacy:

n!
VE—__ ~
" n—k)
Przyktad
Ile maksymalnie prob musiatby podja¢ hacker na ztamanie czterocyfrowego kodu.
Przyjmujemy, ze nie podal dwa razy tej samej odpowiedzi oraz ze cyfry w kodzie
si¢ nie powtarzaja.

Rozwigzanie:

Mamy do czynienia z wariacjg bez powtorzen, poniewaz cyfry w kodzie nie moga
si¢ powtarza¢ oraz mamy do dyspozycji 10 cyfr: {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Przyktadowymi kodami o r6znych cyfrach sa: 1234, 0189, 9734.

Wszystkich takich wariacji bez powtorzen jest:

10!

Odpowiedz: Maksymalnie haker musiatby podja¢ 5040 prob.



Podsumowanie:

Czy wazna jest kolejnosé wystepowania elementdw?

NIE/ \TAK

Kombinacie bez powtérzef Czy elementy moga sie powtarzac?

kb __nl
Cn = -] TAK/ N\ME

Warlacje z powtdrzeniami  Czy wszystkie elementy

Wﬂk - sq wykorzystane?

'rmlc/ \NIE

Permutacje bez powtdrzett  Wariacje bez powtdrzen

Pn=nl = o

To oznacza, ze w kombinatoryce sg dwa sposoby przedstawiania wynikow:
- losowanie, w ktorym kolejno$¢ ma znaczenie (na przyklad jako pierwsza
wylosowaly§my kule biala, jako druga tez bialg, a jako trzecig ro6zowa).
W  tym przypadku mamy wariacj¢ (rozmieszczenie), czyli sposrod
,,n”” przedmiotow mamy wybra¢ pewng ich liczbe (na przyktad ,,k”) 1 pouktadac je
w kolejnosci wyciggniec.
- losowanie, w ktorym kolejnos¢ nie ma znaczenia, za to znaczenie ma liczebnos¢
(na przyklad wylosowatysmy dwie kule biale 1 jedng r6zowa, kolejnos¢ nie ma
znaczenia).

W zadaniach mamy do czynienia z dwoma sposobami wybierania
(losowania) przedmiotow:
- ze zwracaniem (mozemy jeszcze raz wylosowaé ta samg mozliwosc,
na przyktad na kostce szeSciennej po wylosowaniu szostki ona nie zniknie
1 mozemy wylosowac jg jeszcze raz)
- bez zwracania (tej samej mozliwosci nie mozna wylosowa¢ dwukrotnie,
na przyktad podczas losowania mikotajkowego? dwie osoby nie moga wylosowa¢
tej samej osoby).

Losowanie ze zwracaniem mozna wykona¢ na tyle mozliwos¢, ile jest
wariacji z powtdrzeniami.

Losowanie bez zwracania mozna wykonac na tyle sposobow, ile jest wariacji
bez powtdrzen.

Szczegolnie, kiedy losowanie jest bez zwracania, gdzie k = n, wystepuje
permutacja (przestawienie). Jest to po prostu liczba wszystkich mozliwosci.

2 Losowanie to polega na losowym wyciagnieciu karteczki z imieniem, po wylosowaniu karteczki nie wrzuca si¢ z powrotem do
puli
10



Zadanie
Mamy piec¢ osob, z ktorych wybieramy 3, ktore siadg w pewnej kolejnosci na
krzestach 1, 2 1 3. Ile jest sposobow na posadzenie osob w ten sposéb.

Rozwigzanie:

Podt6zmy wiec odpowiednie liczby do wzoru:

k=3, n=5, P=?

Vi=n!%/(n-k)!=[n*(n-1)*(n-2)*(n-3)*... *(n-k+1) |
k czynnikow

P=n*(n-1)*(n-2)
P=5*4*3=60

Odpowiedz: Jest 60 sposobow na posadzenie tych osob.

Zadanie
Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania liczby parzystej za drugim razem,
jezeli wybierzemy jedna z cyfr od 1 do 5, a nastepnie z pozostatych druga.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze jest to losowanie bez zwracania, a na dodatek 1los¢ wylosowanych
liczb (dwa) jest mniejsza od ilosci wszystkich cyfr (pi¢¢) do wylosowania.
Dodatkowo mamy do czynienia z losowaniem, w ktorym wazna jest kolejnos¢.
Wylosowanie kazdej z cyfr (jest rowne 20%), zatem zapiszmy to w postaci tabeli:

(1,2) (1,3) (1.4) (1,5)
(2,1) (2,3) (2.4) (2,5)
(3,1)(3,2) 34) (3.,5)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,5)
(5,1) (5.2) (5.3) (5.4)

Jest ich wigc tyle ile wariacji bez powtorzen:

5! 5! 1%2%3%4%5 120
Vz = = - = = = = 20
5 (5-2)! 3! 123 6

W tabeli zaznaczono w ten sposob zdarzenia elementarne sprzyjajace, jest ich
osiem, wigc prawdopodobienstwo wylosowania liczby parzystej za drugim razem
jest rowne:

P(wylosowania liczby parzystej za drugim razem ) — 8:20 = 0,4 (40%)

3 Przypomnijmy, ze przez ! oznaczmy silni¢ czyli iloczyn kolejnych liczb naturalnych .n*(n-1)*(n-2)*(n-3)*...*1
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Zadanie

Jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania nieparzystej liczby po losowym
wybieraniu liczb od 1 do 4, na kolejno tysiace, setki, dziesigtki 1 jednosci. Cyfry
moga si¢ powtarzac.

Rozwigzanie

W tym zadaniu mamy do czynienia z losowaniem bez zwracania oraz kolejnos¢
ma znaczenie. Niezaleznie od tego, jakie trzy pierwsze liczby wylosujemy,
to nieparzystos¢ wystapi wtedy, kiedy ostatnig cyfrg bedzie 1, 3, 5, 7 lub 9.
Prawdopodobienstwo takiego zdarzenia wynosi wigc:

P(ostatnia cyfra bedzie nieparzysta ) = 5:9= O,(S) = 55,5555 %= 55,(5)%

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo wynosi 55,(5)%.

Podsumowujac, kombinatoryka to dziat nauki obliczajacy ilo$¢ ,,kombinacji.
Pomaga ona w odpowiadaniu na pytania typu: ,,ile jest mozliwosci rozstawienia
ksigzek na potce lub wybrania dwoch bombek z choinki”. Pomoze ona nam tez
w obliczaniu prawdopodobienstwa wystgpienia danej sytuacji, przy zmieniajacych
si¢ parametrach (na przyklad zmieniajgcej si¢ 1losci zdarzen sprzyjajacych w puli
tak jak byto to w powyzszych zadaniach). Warto zauwazy¢ tez, ze uporzadkowanie
elementéw zbioru zmienia kombinacj¢ na wariacj¢, poniewaz wprowadzamy
kolejnos¢.
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Paradoks hazardzisty

Czesto, gdy dwie strony nie mogg dojS¢ do porozumienia, spor rozstrzyga
si¢ rzutem monetg. Powszechnie to rozwigzanie uwazane jest za bezstronne.

Jednak my przeprowadzitysmy doswiadczenie przeczace tej tezie.

Wykonatysmy 500 rzutéw monetg dwuztotowsq. .

2o

Wyniki byty nastepujace:

orzelek - reszka
57 - 43
51 - 49
64 - 36
47 - 53
51 - 49

W srednio 54 przypadkach na 100 wypadt orzetek, a w 46 reszka. Inne zrodta
podaja podobne wyniki.

Tak jak bledne jest wierzenie w bezstronno$¢ monety, tak samo btgdne jest
myslenie, ze zwigksza si¢ prawdopodobienstwo wypadnigcia orta po 10 rzutach,
w ktorych wypadta reszka. Taki btedny tok rozumowania nazywamy paradoksem
hazardzisty.

Prawda jest, ze prawdopodobienstwo wyrzucenia 11 reszek pod rzad jest
nikte, ale tylko przed rozpoczeciem rzutow. Jednak jezeli wykonaliSmy juz
10 rzutow, w ktorych wypadta reszka, prawdopodobienstwo wypadnigcia orta
nadal jest rowne 54%.
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Z.asada szufladkowa Dirichleta

Do rozwigzywania zadan z kombinatoryki 1 nie tylko, mozna
wykorzystaé ,,zasade szufladkowa” Dirichleta®.

Metoda ta polega na tym, ze jezeli rozmiescimy ,,n” przedmiotow
w k" szufladach i n>r*k, gdzie n ,k ,r sq liczcbami naturalnymi, to istnieje
szufladka, w ktorej znajduje sie co najmniej r+1 przedmiotow.

Regutka cho¢ moze si¢ wydawa¢ dos¢ skomplikowana, tak naprawde jest
prosta. Mozna wskaza¢, ze w grupie 13 0s6b muszg by¢ co najmniej 2 osoby,
ktore urodzity si¢ w tym samym miesigcu. W tym celu wystarczy wzigé 12
szufladek z nazwami miesiecy. A poniewaz mamy 12 szufladek, a 13 osob,
to w jednej ze szufladek muszg by¢ co najmniej dwie osoby.

Przykladem jest sytuacja pana Jana, ktory po wyjsciu ze szpitala stat si¢
listonoszem, aczkolwiek tylko na chwilg. Pewnego razu dostat za zadanie roznies¢
11 listow do 5 skrzynek. Zorientowal si¢ on, ze niezaleznie od tego, jak bytyby te
listy zaadresowane, to na pewno, w przynajmniej jednej ze skrzynek znajda sie co
najmniej 3 listy.

Mozemy rdéwniez skorzysta¢ z tak zwanego nieskonczonego rozwinigcia
metody szufladkowej. Mowi ona o tym, ze jezeli mamy nieskonczong ilos¢

przedmiotoéw, to albo liczba szufladek musi by¢ nieskonczona, albo liczba
przedmiotow w przynajmniej jednej z szufladek musi by¢ nie skonczona.

7 —J ]
~

Zasade szufladkowa mozna tez uogdlni¢ do nieskonczonych zbioréw. Wtedy
na pewno jeden ze zbiorow jest nieskonczenie wielki.

“Peter Gustav Lejeune Dirichlet-niemiecki matematyk francuskiego pochodzenia
14



Zasady szufladkowej mozemy uzy¢ do rozwigzania nastepujacych zadan:

Zadanie
W oparciu o zasade szufladkowa nietrudno wykazaé, ze wsrdod mieszkancow
Warszawy co najmniej dwie osoby majg t¢ samg liczbe wlosow na glowie.

Rozwigzanie:

Rzeczywiscie, liczba wlosoOw na glowie cztowieka nie przekracza 500 000,
natomiast liczba mieszkancow Warszawy przekracza 1 000 000. Wezmy 500 000
szufladek ponumerowanych kolejnymi liczbami naturalnymi od 1 do 500 000 1
wktadaymy do szufladki o danym numerze osoby, ktore majg taka liczbe wiosow
na gltowie, jak numer szufladki. Poniewaz 0sob jest ponad 1 000 000, a szufladek
500 000, z naszej zasady wynika, ze w jednej lub wiecej szufladkach musi si¢
znalez¢ wigcej niz jedna osoba.

Zadanie

W prostokacie 9 x 12 umieszczono losowo 10 punktow. Udowodnij, ze istniejg
wsrod nich dwa takie punkty, ktorych odleglos¢ jest mniejsza od 35,5.

A2 4OX i
A
-~ N

52 35

2 3

Lf
T 3Z44=05
125 =5

Podzielmy prostokat na 9 rownych czgsci.

Szufladkami w tej metodzie sag mate prostokaciki, a przedmiotami sg punkty.
Poniewaz punktow jest 10, to istnieje czgsS¢, w ktorej znajdujg si¢ co najmniej dwa
punkty. Przekatna matych prostokatow ma dtugosc 5. Tak wiec odlegtos¢ dwoch
punktow z jednego prostokata jest mniejsza niz 5,5.
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Zadanie
Udowodnij, ze wsrod 10 liczb catkowitych znajdzie si¢ kilka takich, ze ich suma
dzieli si¢ przez 10.

Rozwigzanie:

Zaldézmy, ze te liczby to by,ba,...,b1o. Utworzmy wiec nowy ciag liczb: by, bi+ba,
bi+bytbs, bit+bytbstbs, ... bitbatbst...+botbiy. Gdyby liCZby Z NOwWego ciqgu
dawaly rozne reszty przez dzieleniu przez 10, to jedna z tych liczb musiataby by¢
podzielna przez 10. W tym rozwigzaniu numery szufladek sg wartosciami reszt,
jakie otrzymujemy przy dzieleniu przez 10. Mamy wigc 10 szufladek.

Zadanie
Udowodnij, ze istnieje taka potega liczby 3, ktéra w zapisie dziesigtkowym ma
ostatnie trzy cyfry tworzace uktad 001.

Rozwigzanie:

W tym przypadku reszta jaka otrzymamy przy dzieleniu przez 100, to numer
szufladki. Mamy wigc 100 szufladek oznaczonych numerami 0,1,2,3,...,999.
liczba 3" umieszczamy w takiej szufladce jaka reszte otrzymujemy przy dzieleniu
jej przez 1000. Liczby postaci 3" jest nieskonczenie wiele. Zatem istniejg liczby
naturalne n 1 m, ze 3" 1 3™ majg identyczne reszty z dzielenia przez 1000,
tzn. s3 w tej samej szufladce, czyli wtedy liczby 3"-3™ jest podzielne przez 1000,
(n>m). Jednak 3™3™=3" (3"™-1) jest podzielna przez 1000 ma trzy ostatnie cyfry
000, czyli liczba 3™™ konczy si¢ cyframi 001.

Zadanie
. Na wierzchotkach siedmiokata foremnego ustawiono biate albo
© ¢ czarne zetony - po jednym na kazdym wierzchotku. Udowodnij, Ze
/ \ \ przynajmniej 4 z nich sg tego samego koloru oraz uzasadnij, ze trzy
— zetony tego samego koloru beda wierzchotkami trojkata
rOwnoramiennego.
Rozwigzanie:

W tym przypadku naszymi szufladkami sg dwa kolory (bialy 1 czarny).
Przedmiotami ktére w nich zamiescimy to w tym przypadku siedem zetondw.
Mozemy wigc stwierdzi¢, ze w jednym z koloréw bedzie co najmniej cztery
zetony.
Istnieja dwa sgsiednie wierzchotki w ktorych wierzcholki sg tego samego koloru
(ze wzgledu na nieparzysta liczbe wierzchotkow). Przypusémy, ze te wierzchotki
znajduja si¢ w punktach A 1 B. Jezeli w wierzchotku C lub G sg zetony innego
koloru niz w A 1 B, to w wierzchotku E jest zeton tego samego koloru cow A1 B
lub tego samego koloru co w C 1 G. W kazdym z tych przyktadéw warunki zadania
sg spelnione.
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Analizujagc  doglebnie problem metody szufladkowej Dirichleta,
zauwazyly$my pewng wlasnos¢, tak zwang odwrotnosé metody szufladkowej®.

Polega ona na tym ze, jezeli ,,n" przedmiotow roztozymy w .k’ szufladkach,
a,,r” bedzie réwne [n :kJ® gdzie n, K, r sg liczbami naturalnymi, to w przynajmniej
jednej z szufladek bedzie znajdowac sie mniej niz ,,r”" przedmiotow.

Dobrze pokazuje to przyktad pana Jana, ktory po nieudanej karierze
listonosza statl si¢ nauczycielem, ba malo tego zostat wychowawcy klasy 4c.
Byto tam 13 ucznidéw, ktorych miat rozsadzi¢ do 7 rzedow tawek. Przyjmijmy,
ze W jednym rzedzie tawek moze siedzie¢ dowolna ilo$¢ osob.

Wiadomo, ze w przynajmniej jednym rzedzie tawek bedzie siedzie¢ 1 lub 0 osob.
Wynika to z tego, ze r = [n k] =[13 :7] =[1 6/7] = 2.

Zadanie

Udowodnij ze, jezeli w losowy sposob zaznaczymy 5 punktow, na odcinku o
dtugosci 6 centymetrow, to na pewno co najmniej 2 punkty beda w odlegtosci nie
mniejsze] niz 1,6 centymetra. Ustal, czy w zadaniu wykorzystasz metode
szufladkowa, czy jej odwrotnos¢?

Rozwigzanie

Oczywiscie zadanie to da si¢ rozwigzac tez po prostu mnozgc minimalng dlugosé
odleglosci pomigedzy punktami razy 1lo$¢ tych odleglosci (1,6%4=6,4).

Jednak w poleceniu jest napisane, ze mamy wykorzysta¢ metode szufladkowa
badz jej odwrotnos$¢. Przeldézmy to wigc na jezyk matematyczny. Jezeli jako
szufladki potraktujemy odleglosci miedzy punktami, a naszymi przedmiotami do
rozdzielenia bgdzie 6 centymetrow, to w przynajmniej jednej z szufladek ma
znalez¢ si¢ mniej niz 1,6 centymetra. Wiemy juz, ze jezeli mamy do czynienia
z ,,niedopetnieniem” pewnej szufladki, to bedziemy korzysta¢ z odwrotnos$ci
metody szufladkowe;.

Cho¢ sama zasada metody szufladkowej jest dos$¢ prosta, to wigkszy problem
moze sprawi¢ odnalezienie jej w zadaniu. Naszymi szufladkami mogg by¢ nawet
reszty z dzielenia, jak byto to w jednym z powyzszych zadan. Czasami mimo, ze
korzystamy w rozumowaniu z zasady szufladkowej w sposob jasny tego nie
zaznaczamy. Pozostawia si¢ czytelnikowi dostrzezenie tego momentu.

Podsumowujac, to z metody szufladkowej korzystamy, gdy moéwimy
0 ,,nadmiarze”, a z odwrotnosci, gdy moéwimy o ,,niedopeinieniu” jedne;j z szuflad.
Na przyktad jezeli mamy udowodnié, ze w przynajmniej jednej z szuflad jest co
najmniej ,,r” przedmiotow, a odwrotnej zasady szufladkowej, gdy w przynajmnie;j
jednej z szufladek jest mniej niz ,,r” przedmiotow.

5 Nazwa wlasna wymyslona przez nas
® Nawiasem [...] bedziemy oznaczaé zaokraglenie do calo$ci zawsze w gore
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Problem Monty'ego Halla

Na koniec przyjrzymy si¢ problemowi Mounty’ego Halla’, ktory po raz
pierwszy pojawit si¢ w finale teleturnieju Let’s make a deal (w polskiej wersji
1dZ na catos¢). Jest to tamigtowka w formie tamigiéwki prawdopodobienstwa.
Polega ona na tym, ze jezeli mamy trzy mozliwosci (troje drzwi) na trafienie
nagrody gtownej (samochodu) mamy 1/3 szansy.

Problem zaczyna si¢ jednak, gdy po dokonaniu wyboru, prowadzacy otwiera inne
drzwi, za ktorymi, jak si¢ okazuje, jest zonk (koza). Nastgpnie proponuje nam
zmian¢ zdania. Czy teraz mamy 50% szansy na wygrang? Ot6z nie! Jezeli
podejmiemy wilasciwg decyzje, okazuje sie, ze w 2 na 3 przypadki trafimy.

WYBOR
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Najbardziej strategicznym wyborem, z matematycznego punktu widzenia, jest
zmiana zdania.

" Kanadyjski gospodarz programu telewizyjnego i radiowego
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https://en.wikipedia.org/wiki/Brain_teaser
https://en.wikipedia.org/wiki/Probability

Z.akonczenie

Mozna zauwazy¢, ze matematyka przydaje si¢ w codziennym zyciu.
Mamy nadzieje, ze udalo nam si¢ to udowodni¢ 1 przedstawi¢ wiedze

ponadpodstawowa w sposob zrozumiaty dla naszych rowiesnikow.
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