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Wst¦p

Niniejsza praca zostaªa po±wi¦cona wykªadnikowi p-adycznemu � wygodnemu

narz¦dziu do rozwi¡zywania zada« zwi¡zanych z podzielno±ci¡ liczb.

W pierwszym rozdziale autorka przedstawiªa de�nicj¦ wykªadnika p-adycznego

i jego wªasno±ci wraz z dowodami. Drugi rozdziaª zostaª po±wi¦cony wykorzystaniu

wykªadników p-adycznych w rozwi¡zywaniu zada«.
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Rozdziaª 1

De�nicja wykªadnika p-adycznego i

jego wªasno±ci

De�nicja 1. (wykªadnik p-adyczny)

Niech a ∈ Z\{0}, p ∈ P, przy czym P jest zbiorem liczb pierwszych. Wykªadnikiem

p-adycznym liczby a, oznaczanym vp(a), nazywamy najwi¦ksz¡ liczb¦ naturaln¡ m,

która speªnia warunek pm|a. Ponadto przyjmujemy, »e vp(0) = +∞.

Wszystkie wªasno±ci b¦d¡ rozwa»one dla liczb caªkowitych dodatnich.

Wªasno±¢ 1. (zapis liczby)

Dowoln¡ liczb¦ naturaln¡ dodatni¡ a mo»na zapisa¢ jako niesko«czony iloczyn

naturalnych pot¦g liczb pierwszych, czyli

a =
∏
p∈P

pvp(a).

Dowód. Ka»d¡ liczb¦ naturaln¡ dodatni¡ a mo»na rozªo»y¢ na czynniki pierwsze,

czyli przedstawi¢ a jako sko«czony iloczyn pot¦g liczb pierwszych p. Wykªadniki

tych pot¦g s¡ z de�nicji wykªadnikami p-adycznymi liczby a. Powy»szy iloczyn jest

niesko«czony, jednak tylko sko«czona liczba wykªadników vp(a) jest ró»na od zera.

Zatem tylko sko«czona liczba pot¦g p daje wkªad do iloczynu. Powy»szy wzór mo»na

traktowa¢ jako zapis rozkªadu liczby a na czynniki pierwsze.

Dla przykªadu, liczb¦ 100 mo»na zapisa¢ jako 100 = 22 · 52. Z powy»szego wzoru

otrzymamy 100 = 22 · 30 · 52 · 70 · 110 · ..., co sprowadza si¦ do 100 = 22 · 52. Pozostaªe
czynniki nie zmieniaj¡ niesko«czonego iloczynu.

Wªasno±¢ 2. (wykªadnik p-adyczny iloczynu)

Wykªadnik p-adyczny iloczynu liczb naturalnych dodatnich a, b jest równy sumie

wykªadników p-adycznych tych liczb, to znaczy

vp(ab) = vp(a) + vp(b).
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Dowód. Z wªasno±ci 1. wynika, »e liczby a i b mo»na zapisa¢ w postaci

a =
∏
p∈P

pvp(a), b =
∏
p∈P

pvp(b).

Iloczyn tych liczb mo»na zapisa¢ na dwa sposoby

a · b =
∏
p∈P

pvp(a) ·
∏
p∈P

pvp(b) =
∏
p∈P

pvp(a) · pvp(b) =
∏
p∈P

pvp(a)+vp(b),

a · b =
∏
p∈P

pvp(a·b).

Porównuj¡c wykªadniki otrzymuje si¦ vp(ab) = vp(a) + vp(b).

Wªasno±¢ 3. (wykªadnik p-adyczny ilorazu)

Wykªadnik p-adyczny ilorazu takich liczb naturalnych dodatnich a, b, »e a|b jest

równy ró»nicy wykªadników p-adycznych tych liczb, to znaczy

vp

( b
a

)
= vp(b)− vp(a).

Dowód. Dowód przebiega analogicznie do dowodu wªasno±ci 2.

Wªasno±¢ 4. (wykªadnik p-adyczny sumy liczb)

Dla liczb caªkowitych dodatnich a, b prawd¡ jest, »e

a) je±li vp(a) = vp(b), to vp(a+ b) ≥ vp(a),

b) je±li vp(a) < vp(b), to vp(a+ b) = vp(a).

Dowód. Niech m, n, q b¦d¡ liczbami caªkowitymi dodatnimi. Wówczas z de�nicji

wykªadnika p-adycznego liczby naturalne a i b mo»emy zapisa¢ jako a = mpvp(a),

b = npvp(b), a+ b = qpvp(a+b) przy czym p nie dzieli m, n i q. Zatem

a+ b = mpvp(a) + npvp(b) = pvp(a) ·
[
m+ npvp(b)−vp(a)

]
.

Z tego otrzymujemy, »e

a) je±li vp(a) = vp(b), to

a+ b = pvp(a) · (m+ n).

Liczby m i n nie dziel¡ si¦ przez p, ale ich suma mo»e si¦ dzieli¢ przez p. Z równo±ci

qpvp(a+b) = pvp(a) · (m+ n)

wynika, »e vp(a+ b) ≥ vp(a), przy czym równo±¢ zachodzi, je±li p nie dzieli (m+ n).

b) dla vp(a) < vp(b) wyra»enie m + npvp(b)−vp(a) nie dzieli si¦ przez p, poniewa»

jest sum¡ liczby podzielnej przez p i liczby niepodzielnej przez p. Zatem

qpvp(a+b) =
[
m+ npvp(b)−vp(a)

]
pvp(a).
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Porównuj¡c wykªadniki, otrzymujemy

vp(a+ b) = vp(a).

Wªasno±¢ 5. (równo±¢ liczb)

Liczby naturalne a i b s¡ równe, wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dej liczby pierwszej p

maj¡ równe wykªadniki p-adyczne

a = b ⇐⇒ ∀p∈Pvp(a) = vp(b).

Dowód. Z wªasno±ci 1. mo»emy przedstawi¢ iloraz liczb a, b w postaci

a

b
=

∏
p∈P p

vp(a)∏
p∈P p

vp(b)
=

∏
p∈P

pvp(a)−vp(b).

Dla a = b mamy a
b
= 1. Z drugiej strony

∏
p∈P p

vp(a)−vp(b) = 1 wtedy i tylko wtedy,

gdy dla ka»dej liczby pierwszej p prawdziwa jest równo±¢ vp(b) − vp(a) = 0. Zatem

vp(b) = vp(a).

Wªasno±¢ 6. (podzielno±¢ liczb)

Liczba naturalna a dzieli liczb¦ naturaln¡ b, wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dej

liczby p ∈ P vp(a) jest mniejsze lub równe vp(b)

a|b ⇐⇒ ∀p∈Pvp(a) ≤ vp(b).

Dowód. Je±li a|b, to b
a
= y, y ∈ Z.

Wtedy, korzystaj¡c z wªasno±ci 1. otrzymujemy

y =

∏
p∈P p

vp(b)∏
p∈P p

vp(a)
=

∏
p∈P

pvp(b)−vp(a).

Liczba y jest caªkowita wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego p ∈ P vp(b)−vp(a) ≥ 0.

Wªasno±¢ 7. (wykªadnik p-adyczny NWD liczb naturalnych a, b)

Wykªadnik p-adyczny najwi¦kszego wspólnego dzielnika liczb naturalnych dodatnich

a, b jest równy mniejszemu z wykªadników p-adycznych tych liczb

vp(NWD(a, b)) = min{vp(a), vp(b)}.

Dowód. Oznaczmy

d = NWD(a, b).
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Z de�nicji najwi¦kszego wspólnego dzielnika to oznacza, »e d|a i d|b.
Z wªasno±ci 6. wynika, »e vp(d) ≤ vp(a) i vp(d) ≤ vp(b). Przy zaªo»eniu,

»e vp(a) ≤ vp(b) otrzymujemy

vp(d) ≤ vp(a)

oraz

pvp(a)|pvp(b),

z czego otrzymujemy

pvp(b) = pn · pvp(a),

przy czym n = vp(b) − vp(a). Z tego wynika, »e NWD(pvp(a), pvp(b)) = pvp(a).

Zatem vp(d) = vp(a), co oznacza, »e

vp(NWD(a, b)) = min{vp(a), vp(b)}.

Wªasno±¢ 8. (wykªadnik p-adyczny NWW liczb naturalnych a, b)

Wykªadnik p-adyczny najmniejszej wspólnej wielokrotno±ci liczb naturalnych

dodatnich a, b jest równy wi¦kszemu z wykªadników p-adycznych tych liczb

vp(NWW (a, b)) = max{vp(a), vp(b)}.

Dowód. Oznaczmy

w = NWW (a, b).

Z de�nicji najmniejszej wspólnej wielokrotno±ci wiemy, »e a|w i b|w
Z wªasno±ci 6. wynika, »e vp(a) ≤ vp(w) i vp(b) ≤ vp(w). Przy zaªo»eniu,

»e vp(a) ≤ vp(b) otrzymujemy

vp(b) ≤ vp(w).

Analogicznie do wªasno±ci 7., NWW (pvp(a), pvp(b)) = pvp(b). St¡d vp(w) = vp(b), czyli

vp(NWW (a, b)) = max{vp(a), vp(b)}.

Wªasno±¢ 9. (pot¦ga liczby naturalnej)

Liczba naturalna dodatnia a jest k-t¡ pot¦g¡ liczby naturalnej b, je»eli k|vp(a).

Dowód. Liczba a = bk, b ∈ N, to znaczy, »e

b = k
√
a.
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Korzystaj¡c z zapisu z wªasno±ci 1.

b =
∏
p∈P

k
√
pvp(a) =

∏
p∈P

p
vp(a)

k

Je±li liczba b jest liczb¡ naturaln¡, to vp(a)

k
te» jest liczb¡ naturaln¡, co oznacza,

»e k|vp(a).
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Rozdziaª 2

Przykªadowe zadania

Zadanie 1. Pokaza¢, »e dla »adnej liczby caªkowitej dodatniej n liczba 2n nie jest

dzielnikiem liczby n!.

Rozwi¡zanie. Liczby z zadania mo»emy zapisa¢ w postaci n! = 1 · 2 · 3 · ... · n =∏n
k=1 k, 2

n =
∏n

k=1 2. Je»eli 2
n|n!, to z wªasno±ci 6. wynika, »e vp(2

n) ≤ vp(n!).

Sprawdzimy, czy ta nierówno±¢ jest prawdziwa.

vp(2
n) = nvp(2),

co jest niezerowe tylko dla p = 2. Wtedy nv2(2) = n.

Dla p ̸= 2 zachodzi równo±¢ vp(2) = 0, jednak rozwa»anie zerowych wykªadników

p-adycznych nie wnosi nic do zadania. Z tego powodu w dalszej cz¦±ci rozwi¡zania

b¦d¡ rozwa»one tylko wykªadniki 2-adyczne.

Liczb¦ v2(n!) mo»na przedstawi¢ w postaci

v2(n!) = v2

( n∏
k=1

k
)
=

n∑
k=1

v2(k).

Niezerowy wkªad do tej sumy mamy tylko dla parzystych k, czyli k = 2m, przy czym

m jest liczb¡ caªkowit¡ dodatni¡. St¡d, powy»sz¡ sum¦ mo»na przedstawi¢ jako

n∑
k=1

v2(k) =
n∑

2m=2

v2(2m) =

⌊n
2
⌋∑

m=1

v2(2) +

⌊n
2
⌋∑

m=1

v2(m).

Poniewa» v2(2) = 1, pierwszy skªadnik w wyniku daje ⌊n
2
⌋, czyli najwi¦ksz¡ liczb¦

caªkowit¡ nie wi¦ksz¡ ni» n
2
. Niezerowy wkªad do drugiego skªadnika daj¡ tylko

warto±ci m = 2s, przy czym s jest liczb¡ caªkowit¡ dodatni¡.

St¡d drugi skªadnik sumy mo»na zapisa¢ jako

⌊n
2
⌋∑

m=1

v2(m) =

⌊n
2
⌋∑

2s=2

v2(2s) =

⌊n
4
⌋∑

s=1

v2(2) +

⌊n
4
⌋∑

s=1

v2(s).

8



Z pierwszego skªadnika otrzymujemy ⌊n
4
⌋, a w drugim ponownie niezerowy wkªad

daj¡ tylko parzyste warto±ci s.

Post¦puj¡c analogicznie a» do wyczerpania niezerowych skªadników sumy

otrzymujemy

v2(n!) = ⌊n
2
⌋+ ⌊n

4
⌋+ ⌊n

8
⌋+ ...+ ⌊ n

2r
⌋,

przy czym n
2r

jest ostatnim niezerowym skªadnikiem v2(n!), a r jest liczb¡ caªkowit¡

dodatni¡. Nasze wyra»enie mo»na ograniczy¢ z góry w nast¦puj¡cy sposób

v2(n!) ≤
n

2
+

n

4
+

n

8
+ ...+

n

2r

Po wyci¡gni¦ciu n
2
przed nawias otrzymujemy

v2(n!) ≤
n

2

(
1 +

1

2
+ ...+

1

2r−1

)
,

Ze wzoru skróconego mno»enia

an − 1 = (a− 1)(an−1 + an−2 + ...+ a+ 1)

otrzymujemy

an−1 + an−2 + ...+ a+ 1 =
an − 1

a− 1
=

1− an

1− a
,

st¡d

1 +
1

2
+

1

4
+ ...+

1

2r−1
=

1− 1
2r

1− 1
2

= 2(1− 1

2r
),

z czego wynika, »e

v2(n!) ≤
n

2
· 2(1− 1

2r
)

Po przeksztaªceniu otrzymujemy

v2(n!) ≤ n(1− 1

2r
)

v2(n!) ≤ n− n

2r

Liczba n
2r

jest dodatnia, wi¦c n − n
2r

< n. Wiedz¡c, »e v2(2
n) = n otrzymujemy

v2(n!) < v2(2
n), co oznacza, »e zaªo»enie, »e 2n|n! na pocz¡tku rozwi¡zania jest

bª¦dne.

Zadanie 2. Dane s¡ takie liczby caªkowite x, y, »e suma

x2

y
+

y2

x

jest liczb¡ caªkowit¡. Udowodnij, »e obydwa skªadniki powy»szej sumy s¡ liczbami

caªkowitymi.
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Rozwi¡zanie. Chc¡c udowodni¢, »e skªadniki sumy x2

y
+ y2

x
s¡ liczbami caªkowitymi,

wystarczy pokaza¢, »e jeden z nich jest caªkowity.

Je»eli y2

x
miaªaby by¢ liczb¡ caªkowit¡, to z wªasno±ci 6. wynika, »e vp(x) ≤ vp(y

2)

dla dowolnego p ∈ P. Zatem wystarczy wykaza¢, »e ta nierówno±¢ zachodzi dla

ka»dej liczby pierwszej p.

Sum¦ z zadania mo»emy zapisa¢ w postaci

x2

y
+

y2

x
=

x3 + y3

xy
.

Wtedy z wªasno±ci 6. wynika, »e

vp(xy) ≤ vp(x
3 + y3).

Z wªasno±ci 2. i powy»szej nierówno±ci otrzymujemy

vp(x) + vp(y) ≤ vp(x
3 + y3).

Rozwa»my sytuacj¦, w której liczby vp(x
3) i vp(y

3) s¡ ró»ne. Je±li vp(x
3) > vp(y

3),

to z wªasno±ci 4b) wiemy, »e vp(x
3 + y3) = vp(y

3). Zatem nierówno±¢

vp(x) + vp(y) ≤ vp(x
3 + y3).

mo»emy zapisa¢ jako

vp(x) + vp(y) ≤ vp(y
3).

vp(y
3) = 3vp(y), wi¦c

vp(x) ≤ 2vp(y),

co oznacza, »e

vp(x) ≤ vp(y
2).

Natomiast je±li jest odwrotnie, czyli vp(x
3) < vp(y

3), to nasz¡ nierówno±¢ mo»emy

zapisa¢ w postaci

vp(x) + vp(y) ≤ vp(x
3).

St¡d

vp(y) ≤ vp(x
2).

Ostatnim przypadkiem jest równo±¢ vp(x
3) = vp(y

3), która oznacza, »e vp(x) = vp(y).

Podstawiaj¡c to do nierówno±ci

vp(x) + vp(y) ≤ vp(x
3 + y3)

otrzymujemy

2vp(x) ≤ vp(x
3),

czyli

vp(x) ≥ 0,

co jest zawsze prawdziwe.
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Zadanie 3. Liczby naturalne a i b maj¡ t¦ wªasno±¢, »e dla ka»dego n naturalnego

liczba bn+1 jest podzielna przez liczb¦ an. Udowodni¢, »e a jest dzielnikiem b

Rozwi¡zanie. Skoro an|bn+1, to bn+1

an
∈ Z. Nasz uªamek mo»na przedstawi¢

w postaci
bn+1

an
= b · b

n

an
= b ·

( b
a

)n

Z wªasno±ci 2. wynika, »e

vp

(bn+1

an

)
= vp(b) + vp

[( b
a

)n
]
= vp(b) + nvp

( b
a

)
Je±li bn+1

an
jest liczb¡ caªkowit¡, to vp(b) + nvp

(
b
a

)
te» musi by¢ caªkowite. Wiemy,

»e liczby vp(b) i n s¡ liczbami caªkowitymi, wi¦c vp

(
b
a

)
∈ Z. To oznacza, »e b

a
∈ Z,

czyli a|b.
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