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Wstep

Niniejsza praca zostata po$wiecona wyktadnikowi p-adycznemu — wygodnemu
narzedziu do rozwigzywania zadan zwiazanych z podzielnoscia liczb.

W pierwszym rozdziale autorka przedstawita definicje wykladnika p-adycznego
i jego wlasnosci wraz z dowodami. Drugi rozdzial zostal poswiecony wykorzystaniu

wyktadnikow p-adycznych w rozwiazywaniu zadan.



Rozdzial 1

Definicja wyktadnika p-adycznego 1

jego wlasnosci

Definicja 1. (wykladnik p-adyczny)
Niech a € Z\{0}, p € P, przy czym P jest zbiorem liczb pierwszych. Wykltadnikiem
p-adycznym liczby a, oznaczanym v,(a), nazywamy najwieksza liczbe naturalna m,

ktora spetnia warunek p™|a. Ponadto przyjmujemy, ze v,(0) = +o0.

Wszystkie wlasnosci beda rozwazone dla liczb catkowitych dodatnich.

Wlasno$é 1. (zapis liczby)

Dowolng liczbe naturalng dodatnia a mozna zapisa¢ jako nieskonczony iloczyn
naturalnych poteg liczb pierwszych, czyli

a — H por(@),
peP

Dowaod. Kazda liczbe naturalng dodatnig a mozna roztozyé¢ na czynniki pierwsze,
czyli przedstawi¢ a jako skoniczony iloczyn poteg liczb pierwszych p. Wyktadniki
tych poteg sg z definicji wykladnikami p-adycznymi liczby a. Powyzszy iloczyn jest
nieskoniczony, jednak tylko skonczona liczba wyktadnikow v,(a) jest rozna od zera.
Zatem tylko skoniczona liczba poteg p daje wktad do iloczynu. Powyzszy wzor mozna

traktowa¢ jako zapis rozkladu liczby a na czynniki pierwsze. O]

Dla przykladu, liczbe 100 mozna zapisa¢ jako 100 = 22 - 52. Z powyzszego wzoru
otrzymamy 100 = 22.3%.52.7°.11°. ..., co sprowadza sie do 100 = 22 - 52. Pozostale

czynniki nie zmieniajg nieskonczonego iloczynu.

Wlasno$é 2. (wykladnik p-adyczny iloczynu)
Wyktadnik p-adyczny iloczynu liczb naturalnych dodatnich a, b jest réwny sumie
wyktadnikéw p-adycznych tych liczb, to znaczy

vp(ab) = vy(a) + v,(b).
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Dowdd. 7 wtasnosci 1. wynika, ze liczby a i b mozna zapisa¢ w postaci
a = Hpvp(a)’b — Hpvp(b)
p€EP peP

Iloczyn tych liczb mozna zapisa¢ na dwa sposoby

a-b= Hpvp(a) . Hp”p(b) — Hp”p(a) . pvp(b) — Hpvp(a)“rvp(b)’

p€eP peP peP peP
a - b = Hpvp(a'b)'
peP
Poréwnujac wyktadniki otrzymuje sie v,(ab) = v,(a) + v,(b). O

Wilasno$é 3. (wykladnik p-adyczny ilorazu)
Wykladnik p-adyczny ilorazu takich liczb naturalnych dodatnich a, b, ze alb jest

rowny roznicy wyktadnikéow p-adycznych tych liczb, to znaczy

b
Up (‘) = vp(b) — vy(a).
a
Dowadd. Dowod przebiega analogicznie do dowodu wlasnosci 2. O]

Wlasno$é 4. (wykladnik p-adyczny sumy liczb)

Dla liczb catkowitych dodatnich a, b prawda jest, ze

a) jesli v,(a) = v,(b), to v,(a + b) > vy(a),

b) jesli vy(a) < v,y(b), to vy(a + b) = v,(a).

Dowdd. Niech m, n, g beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Wowczas z definicji

wyktadnika p-adycznego liczby naturalne a i b mozemy zapisa¢ jako a = mp®r(®@),

b=np»® a+b=qpt? przy czym p nie dzieli m, n i ¢. Zatem
a+ b= mpvp(‘l) + npvp(b) — pvp(“) . [m + np”p(b)—vp(‘l)] .

Z tego otrzymujemy, ze
a) jesli v,(a) = v,(b), to
a+b=pr@. (m+n).

Liczby m i n nie dzielg sie przez p, ale ich suma moze sie dzieli¢ przez p. Z réwnosci
gp ) = p @ (m + n)

wynika, ze v,(a+0b) > v,(a), przy czym réwnos¢ zachodzi, jesli p nie dzieli (m + n).

b) dla v,(a) < v,(b) wyrazenie m + np*»®=%(®) nie dzieli sie przez p, poniewaz

jest sumg liczby podzielnej przez p i liczby niepodzielnej przez p. Zatem
qpvp(a+b) — |:m _|_ npvp(b)ivp(a)]pvp(a)_
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Porownujac wyktadniki, otrzymujemy

vpla+b) = vy(a).

Wlasno$é 5. (rownosé liczb)
Liczby naturalne a i b s réwne, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby pierwszej p

maja rowne wyktadniki p-adyczne
a=0b <= VY,epvp(a) = v,(b).
Dowdd. 7 wtasnosci 1. mozemy przedstawi¢ iloraz liczb a, b w postaci

a Hpe]P’p Hpvp

b HpGIP’ p

Dla a = b mamy § = 1. Z drugiej strony Hpe]? pr(@=u®) = 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej liczby pierwszej p prawdziwa jest rownosé¢ v,(b) — v,(a) = 0. Zatem
Up(b) = vp(a). n

Wilasnosé 6. (podzielno$é liczb)
Liczba naturalna a dzieli liczbe naturalng b, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej
liczby p € P v,y(a) jest mniejsze lub rowne v,(b)

alb <= Vpepvy(a) < v,(b).

Dowdd. Jesli alb, to g =y, y € Z.

Wtedy, korzystajac z wtasnosci 1. otrzymujemy

vp (b)
. Hpe[P’p p( ) B Hpvp(b)—vp(a)'

HPEIP’ pUp “ peP
Liczba y jest catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego p € P v,(b) —v,(a) > 0.
Wtiasno$é 7. (wykladnik p-adyczny NWD liczb naturalnych a, b)

Wyktadnik p-adyczny najwiekszego wspolnego dzielnika liczb naturalnych dodatnich

a, b jest réwny mniejszemu z wyktadnikéow p-adycznych tych liczb

U (NW D(a,b)) = min{vy(a),v,(b)}.

Dowdd. Oznaczmy
d= NWD(a,b).
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Z definicji najwiekszego wspoélnego dzielnika to oznacza, ze d|a i d|b.
Z wlasnodci 6. wynika, ze v,(d) < vy(a) i v,(d) < w,(b). Przy zalozeniu,

ze vp(a) < v,(b) otrzymujemy

vp(d) < vp(a)

oraz
pvp (a) ‘pvp(b) ,

7z czego otrzymujemy

vp ()

pr® = pm . pr@)]

przy czym n = v,(b) — v,(a). Z tego wynika, ze NWD(p*»@ pur®) = porle),

Zatem v,(d) = v,(a), co oznacza, ze

vp(NWD(a,b)) = min{v,(a),v,(b)}.

Wlasno$é 8. (wykladnik p-adyczny NWW liczb naturalnych a, b)
Wyktadnik p-adyczny najmniejszej wspdlnej wielokrotnosci liczb naturalnych

dodatnich a, b jest rowny wickszemu z wykladnikéw p-adycznych tych liczb
v (NWW(a,b)) = maz{v,(a),v,(b)}.

Dowdd. Oznaczmy
w= NWW(a,b).

Z definicji najmniejszej wspolnej wielokrotnosci wiemy, ze a|w i bjlw
Z whasnosci 6. wynika, ze vy(a) < wv,(w) 1 v,(b) < wv,(w). Przy zalozeniu,
ze vp(a) < v,(b) otrzymujemy

vp(b) < vp(w).

Analogicznie do whasnosci 7., NWW (pvr(@ pr®)) = pvr®) Stad v,(w) = v,(b), czyli

v (NWW(a,b)) = maz{v,(a),v,(b)}.

Wlasno$é 9. (potega liczby naturalnej)
Liczba naturalna dodatnia a jest k-ta potega liczby naturalnej b, jezeli k|v,(a).

Dowdd. Liczba a = b*, b € N, to znaczy, ze
b= Va.

6



Korzystajac z zapisu z wlasnosci 1.

b=T[ V@ =][»™"

peP peP

Jesli liczba b jest liczba naturalna, to vplga) tez jest liczba naturalna, co oznacza,

ze klvy(a). O




Rozdziat 2

Przykladowe zadania

Zadanie 1. Pokazaé, zZe dla zZadnej liczby catkowitej dodatniej n liczba 2™ nie jest

dzielnikiem liczby n!.

Rozwigzanie. Liczby z zadania mozemy zapisa¢ w postacin! =1-2-3- ... - n =
[y ks 2™ = [1i_, 2. Jezeli 2"|nl, to z wlasnosci 6. wynika, ze v,(2") < wv,(n!).

Sprawdzimy, czy ta nieré6wnosé¢ jest prawdziwa.
Up(zn) = nvp(2)7

co jest niezerowe tylko dla p = 2. Wtedy nvs(2) = n.

Dla p # 2 zachodzi rownos¢ v,(2) = 0, jednak rozwazanie zerowych wyktadnikow
p-adycznych nie wnosi nic do zadania. Z tego powodu w dalszej czesci rozwigzania
beda rozwazone tylko wyktadniki 2-adyczne.

Liczbe v9(n!) mozna przedstawié w postaci

va(n!) = vy < ﬁ k)

Niezerowy wktad do tej sumy mamy tylko dla parzystych k, czyli k = 2m, przy czym

3

Uz(k).

k=1

m jest liczba catkowita dodatnia. Stad, powyzsza sume mozna przedstawi¢ jako

n L5) L)

ng(k) = Z v9(2m) = v9(2) + Z va(m).

2m=2 m=

3
I

Poniewaz v5(2) = 1, pierwszy sktadnik w wyniku daje |7 |, czyli najwicksza liczbe
catkowity nie wigksza niz 7. Niezerowy wkiad do drugiego skladnika daja tylko
warto$ci m = 2s, przy czym s jest liczba catkowita dodatnig.

Stad drugi sktadnik sumy mozna zapisaé¢ jako

15] L5) L% L%

va(m) = > 0a(25) = Y wa(2) + Y a(s).

m=1 25=2 s=1 s=1



Z pierwszego skladnika otrzymujemy |%], a w drugim ponownie niezerowy wktad
daja tylko parzyste wartosci s.

Postepujac analogicznie az do wyczerpania niezerowych skladnikow sumy
otrzymujemy

vl = (5] + 1]+ 5]+ + L5,

przy czym g jest ostatnim niezerowym sktadnikiem vy(n!), a r jest liczba calkowita

dodatnig. Nasze wyrazenie mozna ograniczy¢ z gory w nastepujacy sposob

Po wyciagnieciu 5 przed nawias otrzymujemy

n 1 1
! <—<1 Sy >
va(n!) < s+ttt 5=)

Ze wzoru skroconego mnozenia

a"—1=(a—D@ " +a" 2 +... +a+1)

otrzymujemy
1l "2 a®—1 1—a"
a" '+ ad" P+ tatl= = ,
a—1 1l—a
stad
UL —1_2%—2(1 L
2 4 7t 11 2r”
z czego wynika, ze
() < 5201 - )
vg(n! — - —
A =0 o
Po przeksztatceniu otrzymujemy
1
va(n!) < n(1-— 5)

n
ve(n!) <n— —

2r
Liczba g jest dodatnia, wiec n — 5+ < n. Wiedzac, ze v5(2") = n otrzymujemy
ve(n!) < v9(2"), co oznacza, ze zalozenie, ze 2"|n! na poczatku rozwiazania jest

btedne.

Zadanie 2. Dane sq takie liczby catkowite x, y, Ze suma

2 2
X
@ v
Yy T

jest liczbg catkowitq. Udowodnijy, ze obydwa skliadniki powyzszej sumy sq liczbami
catkowityms.



Rozwigzanie. Chcac udowodnié, ze sktadniki sumy %+§ sg liczbami catkowitymi,
wystarczy pokazac, ze jeden z nich jest catkowity.

Jezeli y; miataby by¢ liczba calkowita, to z wlasnosci 6. wynika, ze v,(z) < v,(y?)
dla dowolnego p € P. Zatem wystarczy wykaza¢, ze ta nier6wno$¢ zachodzi dla
kazdej liczby pierwszej p.

Sume z zadania mozemy zapisa¢ w postaci

2 2 3 3
T x° +
r YTty
Y x zy

Wtedy z wtasnosci 6. wynika, ze

vp(zy) < vp(a”® + 7).
7 wtasnosci 2. i powyzszej nierownosci otrzymujemy
vp() + vp(y) < vp(I3 + yg)-
Rozwazmy sytuacje, w ktorej liczby v,(2?) 1 v,(y?) sa rozne. Jesli v,(2%) > v,(y?),
to z wlasnosci 4b) wiemy, ze v,(2® + y*) = v,(y?). Zatem nieréwnosé
v, () + v,(y) < (2 + ).
mozemy zapisaé jako
up() +0p(y) < up(y°).
vp(y?) = 3u,(y), wiec
vp(z) < 20,(y),
€O 0znacza, ze
() < v,(y°).
Natomiast jesli jest odwrotnie, czyli v,(2?®) < v,(y?), to nasza nier6wnos¢ mozemy
zapisa¢ w postaci
vp(@) + vp(y) < Up(xg)‘
Stad
vp(y) < Up(xQ)'
Ostatnim przypadkiem jest rownosc v, (z®) = v,(y?), ktéra oznacza, ze v,(z) = v,(y).
Podstawiajac to do nieréwnosci
up(w) + vp(y) < Up(xg + y3)
otrzymujemy
2u(2) < vy(2?),
czyli
’Up(m) 2 07

co jest zawsze prawdziwe.
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Zadanie 3. Liczby naturalne a i b majg te wtasnosé, ze dla kazdego n naturalnego

liczba b™ ! jest podzielna przez liczbe a™. Udowodnié, ze a jest dzielnikiem b

. o n+1 . .,
Rozwigzanie. Skoro a"[0""!, to ba—n € Z. Nasz utamek mozna przedstawic

w postaci

7 wtlasnosci 2. wynika, ze

() = w4 (2)'] = 00+ (2)

Jesli >—— jest liczbg catkowita, to v,(b) + m;p<b> tez musi by¢ catkowite. Wiemy,

ze liczby v,(b) i n sa liczbami catkowitymi, wiec vp(g) € Z. To oznacza, ze g SYA

czyli alb.
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