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Wstep

»Nikt nie rozumie swiata, w ktérym zyje,
ale niektorzy sq w tym lepsi od innych.”

Richard Feynman

Patrzymy na co dzien na Swiat z perspektywy tréjwymiarowe;j,
lecz niejednokrotnie nurtuja nas pytania: Czy istnieje zycie poza naszym
wymiarem? Czy we wszechswiecie istniejg w ogodle inne wymiary? Czy da sie
zrozumiec i wyobrazi¢ sobie co$, co przekracza nasz sposéb postrzegania
rzeczywistosci? Czy podrdze w czasoprzestrzeni, jak w filmach science fiction,
beda mozliwe, a jesli tak, to kiedy?

Probujac znalez¢ odpowiedzi na te pytania, zaczatem zgtebiaé temat wyzszych
wymiarow i witasnie temu zagadnieniu postanowitem poswieci¢ tegoroczng
prace matematyczng.

Czasem stysze od rodzicow, ze podazanie za moimi zainteresowaniami
matematycznymi jest jak podrdz po czwartym wymiarze.

Naszg wspdlng podrdz zaczniemy wiec od przedstawienia pojecia wymiaru
w ujeciu matematycznym. Nastepnie poznamy przyktady hiperszescianow
w réznych wymiarach i zbadamy ich witasciwosci. W kolejnej czesci zajmiemy
sie hiperkula — poznamy jej rézne wymiary, sprawdzimy, jak miesci sie
w hiperszescianie i jak zmienia sie jej objetos¢ w wyzszych wymiarach.
W ostatniej czesci znajdziemy natomiast odniesienia wyzszych wymiarow do
innych dziedzin nauki i zycia.

Wszystkie rysunki (przy ktorych nie podaje zrédta), zestawienia i obliczenia sg
wykonane przeze mnie.

Zapraszam do wspdlnej podrdzy po czwartym wymiarze!

Pawet Nawrocki



Wymiar w ujeciu matematycznym

Wymiar (ang. Dimension) to sposéb, w jaki widzimy, mierzymy czy
doswiadczamy otaczajacy nas Swiat. W zyciu codziennym zwykle okresla sie trzy
wymiary obiektéw (dtugos¢, szerokos¢, gtebokosé), a w matematyce to pojecie
nazywa sie przestrzenig euklidesowa.

W ujeciu matematycznym wymiar rozumiany jest jako liczba niezaleznych
parametréw potrzebnych do opisywania jakiegos zbioru, np. minimalna liczba
nierownolegtych prostych potrzebnych do opisania jakiegos obiektu
W przestrzeni.

Jezeli wyobrazimy sobie oS liczbowa x albo dowolng prostg a, to kazdy punkt na
niej mozna opisa¢ za pomocg jednego koordynatu (wspdtrzednej).

Natomiast jezeli wyobrazimy sobie ptaszczyzne, to aby opisa¢ dowolny punkt
na niej lezacy, potrzebujemy juz dwodch wspoétrzednych (x i y). Kazdemu
punktowi pfaszczyzny bedzie wiec przyporzadkowana para liczb: jego
wspotrzedne x i y.

(1.55,1.29) |




W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych pierwszy koordynat wskazuje, jak

daleko dany punkt jest przesuniety na osi X (w lewo, w prawo) od osi QY,

natomiast drugi wskazuje, jak wysoko od osi OX (w gore, w dot) jest potozony

ten punkt.
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.55, 1.29)

(—m/2, —1.414)
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Natomiast w biegunowym uktadzie wspoétrzednych pierwszy koordynat opisuje,

jak punkt jest oddalony od srodka uktadu, zas drugi opisuje, jaki jest kat miedzy

punktem, srodkiem, i osig biegunowa.
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Gdy uzyjemy trzech wspoétrzednych (x,y,z), mozemy opisa¢ trojwymiarowe

obiekty.

Problemem wymiarow zajmowato sie wielu wybitnych matematykdow, m.in.
Euklides, Immanuel Kant i Albert Einstein.

,0koto 300 r.p.n.e Euklides napisat swoje najwieksze dzieto, Elementy
geometrii, w ktdrym zawarta jest wtasciwie cata wiedza matematyczna tamtych
czasow. /../ Elementy Euklidesa sktadajg sie z 13 ksigg zawierajgcych 465
stwierdzen, 372 twierdzenia i 93 problemy. /.../ W trzech ostatnich tomach

opisana jest geometria przestrzenna, tréjwymiarowa (wielosciany, sfery itp.).”*

,dmmanuel Kant twierdzit, ze przestrzen jest uktadem odniesienia, ktéry
istnieje w ludzkim umysle, wiec definicje i aksjomaty Euklidesa sg pojeciami
a priori w umysle, bedgcymi pierwotng wiedzg. Bez nich nie bytoby mozliwe
rozumne pojmowanie istniejgcej przestrzeni. Jednak to witasnie on jako jeden
z pierwszych uznat, ze by¢ moze istniejg geometrie inne niz euklidesowa.
W swoim pierwszym dziele, wydanym w 1746 r., rozwaza przestrzen o wiecej
niz trzech wymiarach i pisze: Jesli jest mozliwe, Zeby istniaty inne wymiary,
to mozemy przypuszczaé, ze Bog powotat je do istnienia, gdyz Jego dzieta
obdarzone sq geniuszem i roznorodnosciq. Geometrie, o ktdrych istnieniu pisat
Kant, dzisiaj s3 znane jako geometrie nieeuklidesowe o wiecej niz trzech
wymiarach.”?

! Gémez J.: Tam, gdzie proste sq krzywe. Geometrie nieeuklidesowe, Wydawnictwo RBA 2012, str. 26-27
2 Tamze, str. 38



Natomiast Albert Einstein w swojej Szczegdlnej teorii wzglednosci,
opublikowanej w 1905r., przedstawit nowy sposdb patrzenia na Swiat. Jego
zdaniem ,,Zdarzenie zachodzi w tréjwymiarowej przestrzeni w okreslonej chwili.
Innymi stowy, ma miejsce w czasoprzestrzeni i jest okreslane przez cztery
wspotrzedne: trzy z nich wyznaczajg jego potozenie w przestrzeni, a czwarta —
potozenie w czasie. Oczywiscie te wspotrzedne umiejscawiajg to zdarzenie
wzgledem okreslonego uktadu wspdtrzednych. Dlatego potozenie danego
zdarzenia w czasoprzestrzeni zalezy od miejsca obserwatora wyznaczajgcego
poczatek i orientacje uktadu wspétrzednych.”?

Zastandowmy sie wiec, jak réine obiekty beda przedstawione w rdéznych
wymiarach.

> Gomez J.: Tam, gdzie proste sq krzywe. Geometrie nieeuklidesowe, Wydawnictwo RBA 2012, str. 139



Przyktady obiektow w réznych wymiarach

W geometrii euklidesowej sg tylko cztery mozliwe wymiary: 0, 1, 2 i 3.
Poniewaz punkt nie ma okreslonych rozmiarow, jest obiektem zero-
wymiarowym (0D).

Odcinek ma tylko dtugos¢, wiec jest jednowymiarowy (1D).

Figurom ptaskim mozna przypisa¢ zaréwno dtugosé, jak i szerokos¢, ale nie
majg one grubosci, sg wiec dwuwymiarowe (2D).

Bryty majg natomiast wszystkie trzy wymiary (3D).

.

0D 1D 2D 3D

W geometrii nieeuklidesowej mozliwe s3 kolejne wymiary, gdzie n>3.

Kiedy obiekt jest n-wymiarowy, to zapisuje sie go jako nD.

Prosta jest nieskonczonym przyktadem obiektu jednowymiarowego (1D),
a ptaszczyzna — obiektem dwuwymiarowym (2D).

| /

Punkt - 0D Odcinek — 1D Kwadrat — 2D




Szescian—3D Szescian — 3D Hiperszescian — 4D
(rzut réwnolegty) (rzut srodkowy)

Sam przedrostek hiper- oznacza uogodlnienie bryty albo pojecie w n-wymiaro-
wych przestrzeniach kartezjanskich.

Zgodnie z tym, zerowymiarowy (0D) hiperszescian to punkt, jednowymiarowy
(1D) hiperszescian to odcinek itd. Analogicznego opisu uzywa sie tez dla kofa,
okregu i innych bryt.

Od punktu do hiperszescianu

Aby wyobrazié sobie, jak zmieniajg sie obiekty w réznych wymiarach, wystarczy
przejs¢ od punktu do hiperszescianu, czyli wykonaé kolejno odpowiednie kroki:

1) Mamy 2 punkty oddalone od siebie np. w odlegtosci 1 cm. taczac je
otrzymujemy odcinek liniowy, czyli figure jednowymiarowg (X).

1cm
S — X —>

2) Nastepnie bierzemy dwa odcinki liniowe o dtugosci 1 cm, wzajemnie do
siebie rownolegte i oddalone od siebie rowniez o 1 cm. Po pofaczeniu korncéw
obu par otrzymujemy kwadrat o boku 1 cm, czyli figure dwuwymiarowa (X,Y).

X —

1cm Y T



3) Bierzemy kolejno dwa centymetrowe kwadraty, rownolegte do siebie
i oddalone od siebie o 1 cm. Po potaczeniu odpowiednich wierzchotkéw
otrzymujemy szescian, czyli bryte trojwymiarowsa (X, Y, Z).

1cm

4) Aby otrzymaé centymetrowy hiperszescian, nalezy potgczy¢é dwa
centymetrowe szesSciany, wzajemnie do siebie rownolegte i potozone od siebie
w odlegtosci 1 cm. Po potgczeniu odpowiednich wierzchotkdw otrzymamy
hiperszescian (X, Y, Z, W).

lcm Y T

,Trudnos¢ polega na tym, ze na kazdym kroku musimy bra¢ nowy kierunek,
prostopadty do wszystkich poprzednich kierunkéw. Ruszajgc za$ tam
i zpowrotem, w lewo i w prawo, wreszcie w gore i w dot, zuzylismy wszystkie
dostepne nam kierunki. JesteSmy stworzeniami 3-wymiarowymi, niezdolnymi
przej$¢ z 3-wymiarowej przestrzeni do czwartego wymiaru. W istocie idea
czwartego wymiaru fizycznego moze by¢ czystg fantazjg, pozywka dla science
fiction. Jedynym argumentem na jej rzecz jest to, ze mozemy jg sobie
przedstawi¢; w tej koncepcji nie ma nic nielogicznego czy sprzecznego.”*

* Davis P., Hersh R.: Swiat matematyki, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1994, str. 348
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Po zestawieniu czterech pierwszych wymiaréw przestrzennych, otrzymujemy

nastepujacy schemat:

) T\
. -
*— > \i
O
0D 1D 2D 3D 4D

Okreslenia przemieszczania sie po odpowiednich osiach w dowolnej przestrzeni
(w zaleznosci od punktu odniesienia) to: prawo, lewo, gora, dot, przéd, tyt.

Natomiast dla czwartego wymiaru uzywa sie greckich nazw ,,ana” i , kata”.

1 o$ — prawo, lewo

2 osi — prawo, lewo, goéra, dot

3 osi — prawo, lewo, gora, dot, przdd, tyt

4 osi — prawo, lewo, géra, dot, przéd, tyt, ana i kata

11




Wiasnosci hiperszescianu

Przechodzac przez poszczegdlne wymiary, czyli od punktu do hiperszescianu
nD, mozna okresla¢ kolejne wartosci i dodawa¢ nowe pojecia do obiektow,
np. ilos¢ wierzchotkdw, krawedzi, Scian czy komoérek, ktére nazywane s3
n-wymiarowymi miarami Jordana.

7
/

i

3

X

4‘1"
-y

V&,

7

</
P

N
5‘

X

[
s
=

= 9.

g
NV
NN

Zrédto rysunkéw hiperszescianéw od 5D do10D: https://pl.m.wikipedia.org/wiki/Hipersze%C5%9Bcian
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https://pl.m.wikipedia.org/wiki/Hipersze%C5%9Bcian

W zestawieniu tabelarycznym bedzie to wygladac nastepujaco:

Miara Jordana
; Hiper- Hiper-
: Wierzchofki Krawedzie Sciany Komarki
Obiekt sciany 4D sciany 5D

Punkt 1 - - - -
Odcinek 2 1 - - - -
Kwadrat 4 4 1 - - -
Szescian 8 12 6 1 - -

Hiper-

szesciangp 16 32 24 8 1 -
(tesserakt)
Hiper-
szeéciansp 32 80 80 40 10 1
(penterakt)
Hiper-
szesciangp 64 192 240 160 60 12
(hekserakt)
Hiper-
szescianyp 128 448 672 560 280 84
(hepterakt)
Hiper-
szescianiop 1024 5120 11520 15360 13440 8064
(dekerakt)
- - o~ ’Ll?
| —_ - | —_
Hiper- ‘T; N g '= ®le g8

szescian ~ N s vy 3 S

nD o o -

2"
2n—3
2n—4_

zn—S




Aby obliczy¢ ilos¢ k-wymiarowych hiperscian w n-wymiarowym hiperszescianie,
nalezy skorzystac ze wzoru:

|
Zn_k . v r mk <
K (n—k)! , przy czy n.

Zad. 1

lle jest komorek (3D) w 5D hiperszescianie?

Do wzoru podstawiamy dane: n=5, k = 3.

253 . 5! _
3! (5 - 3)!

— 22 120 _

B 6-2!

120

12
=40
Odp.: W 5D hiperszescianie znajduje sie 40 komorek (3D), (co zgadza sie
z danymi zawartymi w tabeli na poprzedniej stronie).

Zad. 2

lle 8D hiperscian znajduje sie w 12D hiperszescianie?

Do wzoru podstawiamy dane: n=12, k = 8.

jizg. 120 _
8! (12 — 8)!
, 479001600
8! - 4!
479001600

40320-24
47900160

4032 -24
47900160

4032 -24
47900160

96768 220

Odp.: W 12D hiperszescianie znajduje sie 7920 8D hiperscian.
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Aby obliczy¢ obwdd (sume dtugosci wszystkich krawedzi) n-wymiarowego
hiperszescianu (k=1), nalezy pomnozy¢ ilos¢ krawedzi wynikajgca z tabeli lub
wczesniej wymienionego wzoru przez diugos¢ boku.

Aby obliczy¢ pole powierzchni (sume pdl wszystkich Scian) n-wymiarowego
hiperszescianu (k=2), nalezy pomnozy¢ ilos¢ scian wynikajacg z tabeli lub
wczesniej wymienionego wzoru przez kwadrat dtugosci boku.

Aby obliczy¢ objetosé (sume objetosci wszystkich komérek) n-wymiarowego
hiperszescianu (k=3), nalezy pomnozy¢ ilos¢ komérek wynikajacg z tabeli lub
wczesniej wymienionego wzoru przez szescian dtugosci boku.

Aby obliczy¢ k-wymiarowg hiperobjetos¢ n-wymiarowego hiperszescianu,
nalezy pomnozy¢ wczesniej wymieniony wzor przez a (gdzie a jest dtugoscia
boku).

|
zn—k n: k

'k!(n—k)!.a ) przy czymk < n
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Zad. 3

Zestawienie wzordéw stuzacych do obliczania obwodu, pola powierzchni oraz
objetosci kwadratu, szescianu, tesseraktu, penteraktu i dekeraktu.

Dane:
a — dtugos¢ boku hiperszescianu
n — liczba wymiardw hiperszescianu
kwadrat n=2, szescian n=3, tesserakt n=4, penterakt n=5, dekerat n=10

Obwad Pole powierzchni Objetosc
(dtugosc wszystkich | (wszystkich scian) (wszystkich
krawedzi) komorek)
4 —ilos¢ krawedzi 1 —ilo$¢ scian 0 —ilos¢ komorek
obwéd = 4a pole = a* objetos¢=0-a*=0
12 —ilos¢ krawedzi | 6 —ilos¢ scian 1 —ilos¢ komorek
obwdd = 12a pole = 6a° objetos¢ = a°
N —ilo$¢ krawedzi —ilos¢ scian —ilo$¢ komoére
T 32 .l //k d. 24 .l 77 7 . 8 -I //k 7 k
. obwéd = 32a pole = 243’ objetosé = 8a’
X
s
’Vg‘:ﬁg!,'d 80 — ilos¢ krawedzi | 80 —ilosé scian | 40 —ilos¢ komérek
IATEPHIN | obwéd = 80 le = 804 bietost = 403>
‘.“v&w‘v{(‘r‘ opbwod = oUa poie = oVa objetosc = 40a
‘ PRRON
O
SN
5120 —ilos¢ 11520 —ilo$¢ scian | 15360 —ilos¢
krawedzi pole = 11520a° komorek
obwéd = 5120a objetos¢ = 15360a°

16




Zad. 4:

lle wynosi catkowite pole powierzchni 11D hiperszescianu o boku 4m?

Dane: a=4m
k=2
n=11

Korzystamy ze wzoru:
n!

-k!(n—k)!'ak

Zn—k

Obliczenia:
11!

21(11;2)!

— 211—2 . 11! 4_Zm2 —

21 -9
11!
- 29-—2 _ 9'-16m2=

211—2 . . (4_m)2 —

. ., . 111 1:2:3:4.5:6:7:8:9-10-11 _ 10-11
Warto w tym momencie zauwazygc, ze el =—
ol 2 1.2.3.4-5-6-7-8-9

=55

=512-55-16m? =
= 450560m?

Odp.: Catkowite pole powierzchni 11D hiperszescianu o boku 4m wynosi
450560m’.

Ciekawostka:

Ten hiperszescian ma wieksze pole powierzchni niz najmniejsze panistwo swiata
— Watykan (450560m*> 440000m?).
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Zad. 5:

lle wynosi 7D hiperobjetos¢ 9D hiperszescianu o boku 3m?

Dane: a=3m
k=7
n=9

Korzystamy ze wzoru:

Obliczenia:

29—7_ ) (3 7 —
79 =71 M
9!
_ 2. 277 —
=2 gy dm =

91  1.2.3.4.5.6.7-8-9 8-9
7!.2!=1.').'2./1.|:.A.’7.1.2= 2

P S ~ R B S A S A 4

=36

=4-36-2187m’ =
= 314928m’

Odp.: 7D hiperobjetosé 9D hiperszescianu o boku 3m wynosi 314928m’.
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Siatka hiperszescianu

Jak mozna wyobrazi¢ sobie budowe hiperszescianu 4D za pomocg naszego
spojrzenia na swiat, czyli w wymiarze 3D?

Aby to zrozumieé, nalezy wyjs¢ od , prostszego” wymiaru, a pdzniej przeniesc
sie poziom wyzej.

Wyobrazmy sobie, ze mamy narysowaé kostke do gry na ptaszczyznie 2D.
Mozemy oczywiscie narysowac rzut tej kostki, ale w Zzadnym utozeniu,
jakkolwiek bysmy jg obracali, nie jestesmy w stanie zobaczy¢ na raz wszystkich
Scian.
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Aby wiec zobaczy¢ wszystkie sciany, najlepiej ,roztozy¢” tg kostke, czyli
narysowac jej siatke. Wtedy widzimy wszystkie Sciany, a kostka 3D znajduje sie
na ptaszczyznie 2D.

19



Przeniesmy sie wymiar wyzej i wykonajmy te same kroki, a zobaczymy budowe
4D hiperszescianu za pomoca 3D.

4D hiperszescian (tesserakt) w roznych ujeciach prezentuje sie nastepujaco:

Do wykonania ujec tego hiperszescianu uzytem kalkulatora graficznego desmos.

Wizualizacje obracajgcego sie tesseraktu mozna znalez¢ takze pod linkiem:
https://www.youtube.com/watch?v=W1VhpSKOyNA (6:28 — 6:55).

20


https://www.youtube.com/watch?v=W1VhpSK0yNA

Po ,roztozeniu” 4D hiperszescianu mozna zobaczyc jego tréojwymiarowa siatke.

Suma oczek w przeciwlegtych
komodrkach wynosi 9, np.:

komorki fioletowe: 5 4,

komorki niebieskie: 1i 8,

komorki bordowe: 2i 7,

komorki szare: 3i 6

(jedna szara znajduje sie pomiedzy
pozostatymi szeScioma).

Wizualne przedstawienie procesu ,rozkfadania i sktadania” tesseraktu mozna
znalez¢ pod linkiem: https://www.youtube.com/watch?v=BVo2igbFSPE.

Ciekawostka: Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze 4D szeScian ma 8 hiperscian,
czyli 4D kostka do gry miataby juz od 1 do 8 oczek.
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https://www.youtube.com/watch?v=BVo2igbFSPE

Kostka Rubika w réznych wymiarach

Podczas badania hiperszescianu zaczatem sie zastanawiac,
jak wygladataby kostka Rubika w réznych wymiarach.

Zrédlo obrazka:
https://www.wykop.pl/cdn/c3201142/comment fiTtks450Gs01naZwWbPYE1TA8gQtTwV.jpg

Standardowa kostka Rubika sktada sie z 27 szesciandw, przy czym widzimy tylko
kolorowe pola na niektérych scianach matych kostek. Wszystkie 27 mozna
podzieli¢ na 4 grupy:

1) szedcian (1 sztuka) w samym srodku kostki Rubika — nie ma zadnego
kolorowego pola,

2) szesciany (6 sztuk) znajdujgce sie na Srodku kazdej $ciany kostki Rubika —
majq 1 kolorowe pole,

3) szesciany (12 sztuk) znajdujgce sie na krawedziach $cian kostki Rubika — majg
2 kolorowe pola,

4) szesciany (8 sztuk) znajdujgce sie na naroznikach kostki Rubika — majg
3 kolorowe pola.

Jezeli ,roztozymy” kostke Rubika w réinych wymiarach, bedzie sie
prezentowata nastepujgco:

P
ool

2D 3D 4D 5D
\“ :':
m m [ # \\\'I o o
n “ & NG
HEN ' 1NN Xy ey

o

Zrédto obrazka: http://www.gravitation3d.com/magiccube5d/rubik anatomy.jpg
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https://www.wykop.pl/cdn/c3201142/comment_fiTtks450Gs01naZwWbPYE1TA8gQtTwV.jpg
http://www.gravitation3d.com/magiccube5d/rubik_anatomy.jpg

Koto a okrag, kula a sfera, donut a torus

Przedrostka hiper- w przestrzeniach n-wymiarowych uzywa sie takze dla kota,
okregu i innych bryt.

KOLO jest figurg dwuwymiarowg, ktérg mozna opisaé nieréwnoscia:

(X —Xo)>+ (¥ —Yyo)?> <717,
gdzie r jest promieniem, a punkt S(xo, Yo) jest srodkiem tego kota.
Z tego wynika, ze do kota nalezy zaréwno okrag, jak iwszystkie punkty
znajdujgce sie w obszarze ograniczconym przez ten okrag. Koto o srodku
w punkcie (0,0) i promieniu r opisuje nieréwnos¢ x? + y* < r2.

(0, 0) - wspotrzedne srodka kota
r — promien kota

/o\ Wszystkie punkty, ktérych wspétrzedne (x,y)
\J spetniajg nierdwnosc:

x% + y? < r?, naleza do kota.

OKRAG opisujemy réwnaniem: (X —Xg)% + (y — yo)? = 1%,

Z tego wynika, ze sam okrag jest brzegiem kota (czyli linig, ktérg wyznacza nam
cyrkiel) i ma tylko jeden wymiar, poniewaz kazdy punkt okregu da sie opisac
jedng wspodtrzedng. Okrag o srodku w punkcie (0,0) i promieniu r opisujemy

réwnaniem: x% + y? = rZ,

-
N

(0,0) - wspotrzedne Srodka okregu
r — promien okregu

\ Wszystkie punkty, ktérych wspoétrzedne (x,y)
j spetniajg rownosé:

x? + y? = r?%, naleza do okregu.
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Odpowiednikami kota i okregu w wyzszych wymiarach sa kolejno:
kula (3D) i sfera (2D).

KULA to bryta przestrzenna, ktérg mozna opisa¢ nieréwnoscia:

(x—x0)* + (¥ — y0)* + (z— 29)? <1,
gdzie r jest promieniem, a punkt S(xo, Yo, Zo) jest sSrodkiem kuli.
Z tego wynika, ze kula zawiera wszystkie punkty lezgce na sferze oraz w swoim
wnetrzu, czyli obszarze ograniczonym przez sfere. Kule o srodku w punkcie
(0,0,0) i promieniu r opisuje nieréwnosé: x* + y? + z% < r2.

(0,0,0) - wspotrzedne srodka kuli
r —promien kuli

Wszystkie punkty, ktérych wspotrzedne (x,y,z)
spetniajg nierdwnosé:
x% + y% + z% < r?, naleza do kuli.

Zrédto obrazka: https://mardecor.pl/images/DEKORACIE/mini/200px 192581 1 thumb.jpg

SFERA to powierzchnia kuli — czyli przestrzen dwuwymiarowa, ktdrg opisujemy
réwnaniem: (x — x¢)2 + (y — y0)% + (z — 2¢)% = 2.

Sfere o $rodku w punkcie (0,0,0) i promieniu r opisuje réwnosé:

x% + y* + 2% =12,

‘ (0,0,0) - wspotrzedne Srodka sfery
\ r — promien sfery

Wszystkie punkty, ktérych wspétrzedne (x,y,z)

spetniajg rownosc:

S x? + y? + z%2 = r?, nalezg do sfery.

Zrédto obrazka: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/7/7e/Sphere wireframe 10deg 6r.svg/1200px-
Sphere wireframe 10deg 6r.svg.png
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https://mardecor.pl/images/DEKORACJE/mini/200px_192581_1_thumb.jpg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/7/7e/Sphere_wireframe_10deg_6r.svg/1200px-Sphere_wireframe_10deg_6r.svg.png
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/7/7e/Sphere_wireframe_10deg_6r.svg/1200px-Sphere_wireframe_10deg_6r.svg.png

W wyzszych wymiarach mozemy opisaé kolejne dwa ciekawe obiekty. Pierwszy,
ktdry nazwatem , donutem”, jest odpowiednikiem pierscienia kotowego (3D),
a drugi to torus (2D).

DONUT to obiekt tréjwymiarowy, ktory mozina porownaé do obwarzanka
(albo petnej oponki) i ktéry opisujemy nieréwnoscia:

(Va2 +y2—R)2+ 2% <7r?

(0,0,0) - wspodtrzedne Srodka donuta
R r — promien okregu, bedacego przekrojem

; osiowym donuta

@ R - promien obrotu ptaszczyzny okregu
tworzgcej donuta

Wszystkie punkty, ktoérych wspotrzedne (x,y,z)

spetniajg nierdwnosé:

Zrédto obrazka: [..2 2 2 2 2
https://obliczeniowo.com.pl/rysunki/Torus.png ( xXe+ y R) tzo s
naleza do donuta.

TORUS to dwuwymiarowa powierzchnia donuta (w $srodku pusta). Torus mozna
porownac do detki rowerowe;j lub kota ratunkowego i opisaé rownaniem:

(Vx%+y2 — R)? + 2% = r?

(0,0,0) - wspotrzedne Srodka torusa

r — promien okregu, bedgcego przekrojem
osiowym torusa

R - promien obrotu ptaszczyzny okregu tworzacej
torus

Wszystkie punkty, ktérych wspétrzedne (x,y,z)
spetniajg rownosé: (y/x2 + y2 — R)? + z? = r?
nalezg do torusa.

Zrédto obrazka:
https://img.redro.pl/plakaty/torus-topology-circle-geometry-mathematics-on-white-background-700-227866982.jpg
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Hiperkula w réznych wymiarach

2D

Wyobrazmy sobie kwadrat o boku 4. Nastepnie podzielmy ten kwadrat na
4 mniejsze kwadraty jednakowej wielkosci. Do kazdego z tych mniejszych
kwadratéw wpiszmy kota. Na koniec miedzy te cztery kota wpiszmy mniejsze
koto, tak jak na rysunku.

Sprébujmy obliczy¢ promien kota znajdujacego sie w srodku.
Na poczatku narysujmy odcinek pomocniczy AB, gdzie A=(0;0) i B=(1,1). Dtugos¢

tego odcinka (z twierdzenia Pitagorasa) wynosi V2.

Promien wiekszego kota wynosi 1,

z czego wynika, ze promien tego

mniejszego wynosi r = V2 - 1.

Zwroc¢my uwage na to, ze koto
wpisane jest mniejsze niz sasiednie.

(=]
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3D

PrzenieSmy nasz problem do wyZszego wymiaru i wyobrazmy sobie teraz

szescian o boku 4. Ten szesScian dzielimy na 8 mniejszych szescianéw o boku 2

ido kazdego wpisujemy kule. Na koniec miedzy tymi osmioma kulami

wpisujemy jedng — mniejszg kule.

Jak teraz obliczy¢ promien mniejszej kuli?
Znowu narysujmy pomocniczy odcinek AB, gdzie A=(0;0;0) oraz B=(1;1;1).

2
Dtugosé tego odcinka wynosi V2 +12 =2 +1 = /3 ztwierdzenia

Pitagorasa.

Promien wiekszej kuli wynosi 1,
z czego wynika ze promien tej

mniejszejtor = V3 -1.

| znowu da sie zauwazyg, ze kula

wpisana jest mniejsza niz sasiednie.
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4D

Kontynuujac nasz problem i przenoszac go do czwartego wymiaru, powtarzajac
ten sam algorytm, dochodzimy do wniosku, ze hiperkula (4D) wpisana miedzy

16 kul ma promienr =vV4—-1=2-1=1.
Z tego wynika, ze kula wpisana jest takiej samej wielkosci jak pozostate kule.

Jest to ciekawa witasnos$é, gdyz w hiperpudetku (4D) o boku 4cm mozna
zmiescic¢ bez problemu 17 hiperkul o promieniu 1cm.

Analizujgc powyzsze dziatania, mozemy utworzy¢ wzér umozliwiajacy obliczanie
promienia wpisanej kuli dla dowolnego n-wymiaru.

Dla n-wymiaru, promien kuli wpisanej wynosi: r = \/n — 1.

5D

Postepujac dalej zgodnie z algorytmem, w pigtym wymiarze nasza hiperkula

bedzie mie¢ juz promieri r =5 — 1 > 1.

Z tego wynika, ze wpisana hiperkula jest juz wieksza niz pozostate
32 hiperkule.

9D

W dziewigtym wymiarze obserwujemy kolejne ciekawe zjawisko.

Promien hiperkuli wynosir =v9—-1=3 -1 = 2.

Z tego wynika, ze hiperkula znajdujgca sie w Srodku bedzie na tyle duza,
ze bedzie dotykata sciany hiperszescianu 9D.

28




10D

Kiedy obliczymy promied 10D hiperkuli, dojdziemy do wniosku, ze wpisana
hiperkula bedzie cze$ciowo poza hiperszescianem.

r =+v10 — 1,co dajer > 2.

25D

W dwudziestym pigtym wymiarze wpisana hiperkula bedzie miata promien
rowny dtugosci boku naszego wyjsciowego szescianu.

r=v25-1 =4

Czy to jest w ogole mozliwe? Owszem, poniewaz w hiperprzestrzeni jest
,wiecej miejsca” niz mozemy sobie to wyobrazic.
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Hiperkula wpisana w hiperszescian

Ciekawym problemem, ktéry chciatbym rozwazyé, jest badanie objetosci
hiperkuli wpisanej w hiperszescian. Dokonam analizy tego zagadnienia dla
kolejnych dziesieciu wymiardéw.

iD

W przypadku pierwszego wymiaru hiperkula (odcinek) o promieniu r jest
wpisana w hiperszescian (tez odcinek) o dtugosci 2r i w catosci go ,,pokrywa”.
Z tego wynika, ze stanowi ona 100% powierzchni odcinka.

2D

W kwadrat o boku 2r wpisane jest koto o promieniu r.
Jaki procent powierzchni kwadratu stanowi koto?

Pole o1, = 72
2 2 2
POIe kwadratu = @ = (Zr) =4r

Kwadrat ma 2D hiperobjetos¢ (powierzchnie)
réowna 4r°.
2D hiperobjetoé¢ hiperkuli (kota) jest réwna mr?2.

e T 0785398 — 78,5398%
4r2 4 - 0

Odp.: Koto stanowi okoto 78,5398% powierzchni kwadratu.
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3D

W szescian o boku 2r wpisana jest kula o promieniu r.
Jaki procent objetosci sze$cianu stanowi kula?

A Objetos¢ \yi= gnr?’
/ ""77*7‘7 [T~ ObJ€t0§é szedcianu — 33 = (2r)3 = 8['3
— Szeécian ma objetosé réwna 8r°.
Objetosé kuli jest réwna gnr3.
[~
’ 27
2T

Zrédto rysunku: https://eszkola.pl/img/works images/szecian na kuli.bmp

n
%5~ =~ 0,52359 = 52,359%

ol S

Odp.: Kula stanowi okoto 52,359% objetosci szescianu.

4D

W hiperszescian o boku 2r wpisana jest hiperkula o promieniu r.
Jaki procent objetosci hiperszescianu stanowi hiperkula?

2
. . ;7 YA 4
Hlperobjetosc 4D hiperkuli = 7 r

. . 4 4 4
Hiperobjetosc 4p hiperszescianu — @ = (2r)"=16r
2

4

2
A
2 7 — o5 = 030842 =30,842%
161 32

Odp.: 4D hiperkula stanowi okoto 30,842% objetosci 4D hiperszescianu.


https://eszkola.pl/img/works_images/szecian_na_kuli.bmp

5D

W 5D hiperszescian o boku 2r wpisana jest 5D hiperkula o promieniur.
Jaki procent objetosci 5D hiperszescianu stanowi 5D hiperkula?

. . ‘. 8
Hiperobjetosc sp hiperkui = ETCZTS
Hiperobjetos’é 5D hiperszescianu = a5 = (zr)S = 32r5
8 2.5
— 2
15 er

—=—— = — =~ (0,16449 = 16,4499
32r> 60 &

Odp.: 5D hiperkula stanowi okoto 16,449% objetosci 5D hiperszescianu.

6D

W 6D hiperszescian o boku 2r wpisana jest 6D hiperkula o promieniu r.
Jaki procent objetosci 6D hiperszescianu stanowi 6D hiperkula?

3

. . s s _ 6
Hiperobjetosc ep hiperkuii = i

Hiperobjetoéc’ 6D hiperszeécianu = a6 = (Zr)6 = 64r6
i

6 =
64r° 384

6 3

~ 0,08074 = 8,074%

Odp.: 6D hiperkula 6D stanowi okoto 8,074% objetosci 6D hiperszescianu.

7D

W 7D hiperszescian o boku 2r wpisana jest 7D hiperkula o promieniu r.
Jaki procent objetosci 7D hiperszescianu stanowi 7D hiperkula?

Hiperobjetos¢ 7o niperkuii = %n3r7
Hiperobjetosc¢ 7p hiperszescianu = a’= (2r) =128r’
%n%ﬂ = 3 ~ 0,03691 = 3,691%
128r7 840 ’ ’

Odp.: 7D hiperkula stanowi okoto 3,691% objetosci 7D hiperszescianu.
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8D

W 8D hiperszescian o boku 2r wpisana jest 8D hiperkula o promieniu r.
Jaki procent objetosci 8D hiperszescianu stanowi 8D hiperkula?

4
. . ;s T
HIperObJQtOSC 8D hiperkuli = Zr

Hiperobje;tos'.c’ 8D hiperszedcianu — a8 = (Zr)s = 256r8

8

nt g

27" _
256r8 6144

~ 0,01585 = 1,585%

Odp.: 8D hiperkula stanowi zaledwie 1,585% objetosci 8D hiperszescianu.

9D

W 9D hiperszescian o boku 2r wpisana jest 9D hiperkula o promieniu r.
Jaki procent objetosci 9D hiperszescianu stanowi 9D hiperkula?

. . /s 32 4.9
Hlperobjetosc 9D hiperkuli = En’ r

Hiperobjetoéc’ 9D hiperszedcianu — a9 = (2r)9 = 512r9

32 4 o
mﬂ' r _
512r° 15120

7T4

~ 0,00644 = 0,644%

Odp.: 9D hiperkula stanowi mniej niz 1%, tj. okoto 0,644% objetosci
9D hiperszescianu.

10D

W 10D hiperszescian o boku 2r wpisana jest 10D hiperkula o promieniu r.
Jaki procent objetosci 10D hiperszescianu stanowi 10D hiperkula?

. . ;s _m 10
Hlperobjetosc 10D hiperkuli = 120 r

HipEFOijtOS'é 10D hiperszescianu = alO = (Zr)lo = 1024r10
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5
n 10
1207 °

1024r10 ~ 122880

~ 0,00249 = 0,249%

Odp.: 10D hiperkula stanowi mniej niz ¢wier¢ procenta, tj. okoto 0,249%

objetosci 10D hiperszescianu.

Zestawmy otrzymane wyniki w tabeli:

. Hiperobjetos¢ Hiperobjetos¢ Jaki prf)cent o!o j.QtOSCI
n-wymiar hiperkuli hiperszescianu nD hiperszescianu
P P stanowi nD hiperkula?
1D 2r 2r 100%
2D nr? 4r2 78,539%
4
3D §nr3 8r3 52,359%
T[Z
4D 71”4 l16r4 30,842%
8
5D — 2> 32r° 16,449%
15
7T3
6D ?r6 64r° 8,074%
7D 27'[3r7 128r7 3,691%
105
7.[4-
8D —_ 8 25618 1,585%
24
9D £n4r9 512r° 0,644%
945 ’
5
10D —_ 10 1024r10 0,249%
120
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oraz za pomocg wykresu przedstawiajgcego procent pokrycia objetosci
hiperszescianu wpisang hiperkula:

100

X —wymiar

P \ y — procent pokrycia

80 \

SUEEE

50 \

30 L8

: \

Whiosek:

Wraz ze wzrostem liczby wymiardéw i wzrostem objetosci hiperszescianu maleje
procent, jaki stanowi hiperobjetos¢ hiperkuli wpisanej w ten hiperszescian.
Hiperkula lezy w srodku hiperszescianu, styka sie ze wszystkimi jego Scianami,
natomiast niewypetniona przestrzen tego hiperszescianu gromadzi sie
w okolicach jego wierzchotkéw i krawedzi.
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Wyzszy wymiar — zrodto inspiracji

Zrozumienie problemu wyzszych wymiaréw na pewno nie jest tatwym
zadaniem. ,Nie zrozumiesz, czym jest szescian, jesli mozesz go sobie
przedstawié¢ jedynie bezposrednio. Pomaga ogladanie go pod wielu réznymi
katami. Jeszcze bardziej pomaga, gdy go podniesiesz, wyczujesz jego rogi
i krawedzie, tak jak je widzisz, oraz zaobserwujesz, co sie zdarzy, jesli go
obrdcisz naokoto. /.../ Hiperszescian mozesz poznaé patrzac na jego obrazy lub
zajmujac sie nim w konsoli wzajemnie oddziatujgcych systemow graficznych.
Kiedy go obrdcisz izobaczysz jak jeden obraz przechodzi w drugi, mozesz
nauczy¢ sie mysle¢ o hiperszescianie jak o jednej rzeczy. /.../ Réine obrazy
hiperszeScianu sg wzajemnie sprzeczne, jesli myslimy o nim jako o obiekcie
3-wymiarowym. W przestrzeni 4-wymiarowej rézne 3-wymiarowe rzuty pasuja
do siebie””.

Thomas Francis Banchoff, profesor na uniwersytecie Browna znany
m.in. z badan nad geometrig rozniczkowa w trzech i czterech wymiarach, oraz
specjalista od komputeréw Charles Strauss zbudowali generowane przez
komputer ruchome obrazy hiperszescianu, wchodzgcego do naszej
trojwymiarowej rzeczywistosci i wychodzgcego z niej, a ich film zdobyt nagrode
Le Prix de la Récherche Fondamentale na festiwalu w Brukseli w 1979 roku.®

Czwarty wymiar jest zagadnieniem pojawiajgcym sie w swiecie filmdéw nie tylko
stricte naukowych, ale réwniez science fiction. Do najbardziej znanych nalezg
m.in. ,Interstellar”, amerykansko-brytyjski film fantastycznonaukowy z 2014r.
w rezyserii Christophera Nolana czy , Cube 2: Hypercube” z 2002r. w rezyserii
Andrzeja Sekuty.

W tym pierwszym grupa naukowcow z NASA, dzieki odkrytemu tunelowi
czasoprzestrzennemu w okolicach Saturna, ma mozliwos¢ podrdzowania
winnym wymiarze, a gtdwny bohater poprzez czarng dziure trafia do
tesseraktu, przy pomocy ktdrego przesyta wiadomosci wzdtuz osi czasu.

> Davis P.J., Hersh R.: Swiat matematyki, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1994, str. 313-314
® Opis filmu mozna znalez¢ w Swiecie matematyki na str. 350-353.

36



Natomiast w drugim filmie grupa oséb uwiezionych w hiperszescianie prébuje

wydostac sie z tej czterowymiarowej putapki.

Zrédta zdjeé:
https://horrornews.net/wp-content/uploads/2012/09/Cube2-hypercube-2002-movie-6.ipg
https://filmowo.net/wp-content/uploads/2007/05/cube 2 1.jpg

Z kolei w filmie science fiction ,Avengers”
z 2012 r. w rezyserii Joss’a Wheddon
tajemniczy  tesserakt jest  Zrdodiem
ogromnej energii. Wtasciwie uzyty moze
rozwigza¢  wiele  probleméw  catej
ludzkosci, lecz w nieodpowiednich rekach
moze doprowadzi¢ do zagtady naszej
planety.

Zrédto zdjecia:
https://i.ebayimg.com/images/g/8WUAAOSWCRhdO6YE

s-1400.j

Problem podrézowania w czasoprzestrzeni i wykorzystanie wyzszych wymiaréow
pojawia sie czesto w literaturze, np. w serii powiesci Dany Gabaldon ,,Obca”,
,Uwieziona w bursztynie”, ,Podrdzniczka”, na podstawie ktérych w 2014r.
powstat serial telewizyjny ,Outlander”. Elementy zwigzane naukowo lub
fikcyjnie z tematykag czwartego wymiaru poruszajg w swoich dzietach takze John
Hawks ,Traveler. Czwarty wymiar”, Piotr Demianowicz-Uspienski , Czwarty
wymiar”, Jacek Dukaj ,Zanim noc” czy Robert Heinlein ,| zbudowat krzywy

”

dom”.
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Fascynujacy hiperszescian tesserakt i jego wtasciwosci staty sie na przestrzeni
lat inspiracja dla wielu dziet artystycznych z dziedziny malarstwa

i architektury.

Do najstynniejszych nalezy
niewatpliwie obraz ,Crucifixion
(Corpus Hypercubus)” z 1955r.
Salvatora Dali, hiszpanskiego malarza
surrealistycznego, ktdry przedstawia
Jezusa ukrzyzowanego na trojwy-
miarowej siatce hiperszescianu.

Zrédto zdjecia:
https://collectionapi.metmuseum.org/api/collection/v1/iiif
/488880/1005811/restricted

Ksztatt hiperszescianu posiada takze Grande Arche (Wielki tuk Braterstwa)
znajdujacy sie w Paryzu, zaprojektowany przez duniskiego architekta Johanna
Otto von Spreckelsen i ukonczony przez Paula Andreu.

Zrédto zdjecia:
https://tropter.com/uploads/uploads/images/51/af/c96e9
5b7f5f87b8d7bf1b14c6c566fe679d8/xxx h a kilichowskii
troptercom r -00058 big.JPG?t=20200121182047
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https://tropter.com/uploads/uploads/images/51/af/c96e95b7f5f87b8d7bf1b14c6c566fe679d8/xxx_h_a_kilichowskii_troptercom_r_-00058_big.JPG?t=20200121182047

Niewymierny wymiar - fraktale

Cho¢ pojecie fraktala zostato wprowadzone do matematyki przez Benoit
Mandelbrota dopiero w latach 70-tych ubiegtego wieku, to juz wiele lat
wczesniej tg ciekawa figurg i jej witasciwosciami zajmowali sie inni matematycy,
np. Georg Cantor, Wactaw Sierpinski, Paul Lévy czy Abraham Bezikowicz.

Co wspolnego maja fraktale z wymiarami?

Fraktale s3 obiektami nieskonczenie ztozonymi, a ich czesci sg podobne
do catosci. Wymiar fraktala daje nam informacje o tym, w jakim stopniu fraktal
wypetnia przestrzen, w ktorej jest osadzony. Co ciekawe, zazwyczaj nie jest on
liczbg catkowitg (wyj. jest np. zbiér Mandelbrota), moze by¢ nawet liczbg
niewymierng, np. 1.

Wymiar fraktalny, nazywany inaczej wymiarem samopodobienstwa, oparty jest
o koncepcje, w ktdrej dang figure pokrywa sie figurami mniejszymi, podobnymi
do wyjsciowej. Gtowng jego cechg jest to, ze dla obiektéw fraktalnych bedzie
on rozny od jego wymiaru topologicznego.

Trojkat Sierpinskiego Piramida Sierpinskiego

* wymiar fraktalny wynosi: * wymiar fraktalny wynosi: 2
log,3 =~ 1.58496

Lash An i
-y -y .ﬁk 4'&'

Zrédto: Zrédto:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/t https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thu
humb/b/b7/SierpinskiTriangle.PNG/450px- mb/4/47/Sierpinski_pyramid_5th_step animated.gif/4
SierpinskiTriangle.PNG 50px-Sierpinski_pyramid 5th step animated.gif
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https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/b/b7/SierpinskiTriangle.PNG/450px-SierpinskiTriangle.PNG
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/b/b7/SierpinskiTriangle.PNG/450px-SierpinskiTriangle.PNG
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/b/b7/SierpinskiTriangle.PNG/450px-SierpinskiTriangle.PNG
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/4/47/Sierpinski_pyramid_5th_step_animated.gif/450px-Sierpinski_pyramid_5th_step_animated.gif
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/4/47/Sierpinski_pyramid_5th_step_animated.gif/450px-Sierpinski_pyramid_5th_step_animated.gif
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/4/47/Sierpinski_pyramid_5th_step_animated.gif/450px-Sierpinski_pyramid_5th_step_animated.gif

Zbior Cantora

e wymiar fraktalny wynosi:
log;2 =~ 0,631

Zrédto: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/5/56/Cantor_set in seven iterations.svg/729px-
Cantor_set in_seven iterations.svg.png

Kostka Mengera Dywan Sierpinskiego
e wymiar fraktalny wynosi: * wymiar fraktalny wynosi:
log;20 =~ 2,726833 log; 8 ~ 1,8928

e Kazda sciana kostki jest
dywanem Sierpinskiego.

* Przekatna kostki jest zbiorem Cantora.

Zrédto:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/com

Zrédto:
http://Ih3.googleusercontent.com/vwgNfOcj =eld.Ols
YOC08 u3NuH-BOKryJKn9csviPxfi1WkXZn- mons/thumb/5/55/Sierpinski6.png/450px-

sG9KyNotI5zmcvX7VUId6bl Sierpinski6.png
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https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/5/56/Cantor_set_in_seven_iterations.svg/729px-Cantor_set_in_seven_iterations.svg.png
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/5/56/Cantor_set_in_seven_iterations.svg/729px-Cantor_set_in_seven_iterations.svg.png
http://lh3.googleusercontent.com/vwgNfOcjYOCo8_u3NuH-B0KryJKn9csvjPxfj1WkXZn-sG9KyNotI5zmcvX7VUJd6bI
http://lh3.googleusercontent.com/vwgNfOcjYOCo8_u3NuH-B0KryJKn9csvjPxfj1WkXZn-sG9KyNotI5zmcvX7VUJd6bI
http://lh3.googleusercontent.com/vwgNfOcjYOCo8_u3NuH-B0KryJKn9csvjPxfj1WkXZn-sG9KyNotI5zmcvX7VUJd6bI
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/5/55/Sierpinski6.png/450px-Sierpinski6.png
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/5/55/Sierpinski6.png/450px-Sierpinski6.png
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/5/55/Sierpinski6.png/450px-Sierpinski6.png

Ptatek sniegu Kocha (krzywa Kocha)

« wymiar fraktalny wynosi:
log; 4~ 1,26186

Zrédto: Zrédto:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/common https://mm.pwn.pl/ency/jpg/583/8/d92i0235.jpg
s/thumb/e/e9/Koch Snowflake 7th iteration.svg

/450px-Koch Snowflake 7th iteration.svg.png

Fraktale w przestrzeni tréjwymiarowe;j

Zrédto: Zrédto:

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/ https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thu

1/12/Dodecaedron fractal.ipg mb/5/5e/Romanesco_broccoli %28Brassica_oleracea%
29.jpg/440px-

Romanesco broccoli %28Brassica_oleracea%29.jpg
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https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/e/e9/Koch_Snowflake_7th_iteration.svg/450px-Koch_Snowflake_7th_iteration.svg.png
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/e/e9/Koch_Snowflake_7th_iteration.svg/450px-Koch_Snowflake_7th_iteration.svg.png
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/e/e9/Koch_Snowflake_7th_iteration.svg/450px-Koch_Snowflake_7th_iteration.svg.png
https://mm.pwn.pl/ency/jpg/583/8/d92i0235.jpg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/1/12/Dodecaedron_fractal.jpg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/1/12/Dodecaedron_fractal.jpg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/5/5e/Romanesco_broccoli_%28Brassica_oleracea%29.jpg/440px-Romanesco_broccoli_%28Brassica_oleracea%29.jpg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/5/5e/Romanesco_broccoli_%28Brassica_oleracea%29.jpg/440px-Romanesco_broccoli_%28Brassica_oleracea%29.jpg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/5/5e/Romanesco_broccoli_%28Brassica_oleracea%29.jpg/440px-Romanesco_broccoli_%28Brassica_oleracea%29.jpg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/5/5e/Romanesco_broccoli_%28Brassica_oleracea%29.jpg/440px-Romanesco_broccoli_%28Brassica_oleracea%29.jpg

Wyzsze wymiary a fizyka

Z pojeciem wyzszych wymiarow spotykamy sie takze w fizyce, m.in. w teorii
strun i M-Teorii Wittena.

Teoria strun zaktada, ze wszechswiat pozostaje wypetniony wszechobecnymi,
zwinietymi do najmniejszych rozmiardw przestrzeniami, zwanymi strunami,
a czasoprzestrzert ma co najmniej 10 wymiarow.

Do przetomu lat 60 i 70 XX wieku dowolng czgstke elementarng traktowano
jako punkt, czyli byt zerowymiarowy, a jej zywot w czasoprzestrzeni
reprezentowata linia. Gdybysmy chcieli to przedstawi¢ na prostym wykresie,
to os pionowa wyznaczataby uptyw czasu, a pozioma — przestrzen.

Tymczasem Yoichiro Nambuz Uniwersytetu w Chicago oraz Leonard
Susskind z Uniwersytetu Stanforda na podstawie prac Gabriele Veneziano
zatozyli, ze czastka to petla, a wiec twor przestrzenny, majgcy okreslong
dtugosé, dlatego jej istnienia w czasoprzestrzeni nie moze reprezentowac
jednowymiarowa linia. Swiat fizyki uznat nowa teorie za abstrakcyjna
ciekawostke, nie majaca nic wspdlnego z rzeczywistoscia.

,Przefom nastgpit w potowie lat 70. Wtedy to mtody badacz John Schwarz,
w przebtysku geniuszu zrozumiat, ze struny wykorzystywano dotychczas
w btedny sposdéb, nie dostrzegajgc ich rzeczywistego potencjatu. Nie byfa to
wcale koncepcja ttumaczaca funkcjonowanie jgdra atomowego, lecz potezna
teoria obrazujgca stosunki miedzy wszelakimi czgstkami wystepujgcymi
w przyrodzie! /.../ Schwarz podekscytowany wnioskami, szybko wciggnat do
badan swojego kolege, Michaela Greena i /../po wielu latach Zmudnych
obliczen, w roku 1984 Schwarz i Green opublikowali swojg wersje zapomnianej
teorii strun, tym razem jako potencjalnej teorii wszystkiego.”’

W kolejnych latach powstato pie¢ roznych modeli superstrunowych, a w latach
90. okazato sie, ze istniejg miedzy nimi zwigzki nazywane dualnosciami. Teorie
strun, oprécz czterech wymiardw makroskopowych, tj. trzech przestrzennych
oraz czasu, przewidujg co najmniej sze$¢ dodatkowych wymiaréw przestrzeni,
ktore zwiniete majg skrajnie mate rozmiary, siegajgce dtugosci Plancka
(ok. 107" metra).

’ https://www.kwantowo.pl/2018/01/12/kosmiczna-symfonia-cz-3-teoria-strun/
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Na podstawie pieciu teorii superstrun Edward Witten, matematyk Instytutu
Badan Zaawansowanych w Princeton i zarazem wybitny ekspert w tematach
wielowymiarowej geometrii oraz supersymetrii, sformutowat tzw. M-Teorie.

,Witten stwierdzit, Ze nie ma najmniejszego powodu, aby skresla¢ ktérgkolwiek
z opracowywanych wersji budowanej teorii. Przeciwnie, dowiddt, iz wszystkie
10-wymiarowe teorie strun stanowig tak naprawde przyblizenia wyzszej,
bardziej tajemniczej, 11-wymiarowej teorii. /.../ Jezeli wezZzmiemy w rachube
geometrie 11-wymiarowg i zwiniemy odpowiedni wymiar, przeksztatci sie ona
w ktérys z poznanych pieciu typow teorii strun. Mdéwigc najprosciej, kazdy
z rodzajow strun to nic innego, anizeli okrojone odbicie tej samej, gtebszej
catosci.”®

Edward Witten porédwnat mikroskopijne wymiary pieciu teorii strun do pieciu
ztozonych na rdzny sposéb kartek papieru. Rozwingt je w wyzszym wymiarze,
pokazujgc, ze w istocie sg doktadnie tg samg strukturg. Natomiast owe
jedenascie wymiaréw z jego teorii oznacza istnienie trzech wymiaréw
przestrzennych (tyt-przéd, lewo-prawo, gora-dot), jednego wymiaru czasowego,
oraz siedmiu pozwijanych, niedostepnych dla naszych zmystow.

11d SUGRA

Compact.
onl

Het E8

Compact.
ons'

Type lIA
T-Duality

T-Duality
Het SO(32)
S-Duality

Type 1B

Type |

Schemat przedstawiajacy M-teorie jako unifikacje wszystkich pieciu teorii
superstrunowych oraz 11-wymiarowej supergrawitacji

Zrédto: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/c/c0/M-Theory.svg/1024px-M-Theory.svg.png

® https://www.kwantowo.pl/2019/02/07/kosmiczna-symfonia-cz-5-m-teoria/
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Podsumowanie

Nasza wspélna podréz po réznych wymiarach dobiegta kornica. Mam nadzieje, ze
przyniosta ona wiele ciekawych wrazen i zacheci czytelnikdow do dalszych
poszukiwan oraz indywidualnego zgtebiania tego fascynujgcego tematu.

Moze w niedalekiej przysztosci mozliwe bedzie swobodne przechodzenie z naszego
trojwymiarowego swiata do wyzszych wymiaréw? Czekam na to z niecierpliwoscia...
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https://mathspace.pl/matematyka/egzotyczna-hiperkula-czyli-o-pomiarach-w-przestrzeni-

wielowymiarowej/

http://www.gravitation3d.com/magiccube5d/anatomy.html
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Hiperszescian

https://pl.wikipedia.org/wiki/Wymiar (matematyka)
https://fizyka.uniedu.pl/hiperszescian/
http://www.jrm2019.pl/fraktal-na-100-lecie/trojkatsierpinskiego/

https://www.desmos.com/calculator?lang=pl  (narzedzie to tworzenia wykreséw)
https://calculatorpi.com/
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Jawiszowice, 24.02.2022

Opinia nauczyciela matematyki o uczniu

Pawet Nawrocki jest uczniem klasy 8b w Szkole Podstawowej
im. K.l. Gaftczynskiego w Jawiszowicach. Pawet jest uczniem uzdolnionym
iztego tytutu realizuje indywidualny tok nauczania z matematyki. Warto
podkredli¢, ze wiedza i umiejetnosci ucznia wykraczajg bardzo szeroko poza
podstawe programowag ucznia szkoty podstawowej, a nawet liceum.

Pawet w czasie lekcji szybko rozumie polecenia i zadania, jest bardzo
spostrzegawczy, dociekliwy, zadaje duzo pytan, posiada bogatg i dobrze
uksztattowang wyobraznie. Zadania rozwigzuje stosujgc ciekawe pomysty
i nieschematyczne sposoby.

Uczen traktuje matematyke jako pasje. Wyszukuje ciekawe zagadnienia,
poszerza we wfasnym zakresie swojg wiedze. Jednym z interesujacych go
ostatnio zagadnien byty wyzsze wymiary. Pawet sam opracowat temat swojej
pracy konkursowej, zgromadzit literature i redagowat prace samodzielnie.

Mozliwos¢ pracy z takim uczniem jak Pawet jest dla nauczyciela przyjemnoscia
i dostarcza wielu powoddéw do satysfakgji.

mgr Marta Korczyk
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