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Wstep

W tej pracy postanowitam zajac¢ sie zadaniami z geometrii. Ten dzial matematyki jest
mi najblizszy, poniewaz oprécz matematyki interesuje sie réwniez rysowaniem. 7 tego
typu zadaniem, jakie przedstawitam w pracy, zetknetam sie po raz pierwszy w tym roku
szkolnym na lekcji matematyki. Dotyczyto ono diagramu Venna, ktére przedstawitam w
tej pracy. Byto to zadanie dodatkowe i tylko ja je rozwigzatam. Stanowilo to dla mnie
impuls, ktory sprawit, ze chciatam coraz bardziej zglebia¢ matematyke i uswiadomit mi,
ze naprawde mnie ona interesuje.



1. Proste na ptaszczyznie

Czy kto$ kiedykolwiek si¢ zastanawial, na ile najwiecej obszaréw mozna podzieli¢ ptasz-
czyzne za pomocg n cie¢? Rozwigzanie tego problemu w 1826 roku przedstawit szwajcarski
matematyk Jacob Steiner.

Przyjmijmy, ze maksymalna liczba obszarow na ktorg rozetnie ptaszczyzne n prostych
to L,,. Aby rozwiaza¢ nasz problem, rozwazamy na poczatku drobne przypadki. Plasz-
czyzna bez prostych ma jeden obszar, przecigta jedna prosta — dwa obszary, dwiema zas
— cztery.

LOZ]_, L1:2’ L2:4.

Wyglada na to, ze L,, = 2". Dodanie nowej prostej podwaja liczbe obszaréw. Tak by
sie stato, gdyby n-ta prosta mogta podzieli¢ kazdy obszar na dwie czesc¢i. Zobaczmy, jak
to wyglada z trzema prostymi. Trzecia prosta nie jest w stanie podzieli¢ ptaszczyzny na
osiem, a maksymalnie na siedem obszaréw, czyli Ls = 7.
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Mozna zauwazy¢, ze n-ta prosta (dla n > 0) zwieksza liczbe obszaréw o k wtedy
i tylko wtedy, gdy przecina k obszaréw sposrod wszystkich znalezionych. Ma to miejsce
doktadnie wtedy, gdy prosta przecina si¢ z innymi prostymi w £ — 1 réznych punktach.
Skoro jednak dwie rézne proste przecinaja sie w co najwyzej jednym punkcie, to prosta
przecina co najwyzej n— 1 prostych w maksymalnie n—1 réznych punktach, zatem k < n.
Dostajemy wiec rekurencje:

L,=1,
L,=L, +n dan>>1.

Czas rozwiaza¢ otrzymana rekurencje. Rozwijajac ja otrzymamy:



Ln:Ln—1+n
:Ln—2+(n_1)+n
=Ly s+ (n—2)+(n—1)+n

=Ly+14+24+..+(n—2)+(n—1)+n
=145,

przy czym S, =1+2+4 ...+ n.
Aby wyliczy¢ S,,, mozemy skorzystac z pomystu Gaussa, zapisujac dwa razy S,,, tylko
ze w odwroconej kolejnosci, a nastepnie dodajac do siebie owe dwie sumy. Mamy:

S,=1+24+3+..+(n—2)+(n—1)+mn,
S,=n+n—1)+Mn—-2)+...+3+2+1,

wiec

25, =n+1)+(n+1)+(n+1)+...+n+1)+(n+1)+(n+1),

25, =n(n+1),
_nn+l
S, = 5

Dzigki uzyskanemu wzorowi na S, mamy jawny wzor na L,,.

2
I :1+n(n+1):n +n+2

lan > 0.
" 5 5 dlan >0




2. Problem ,,V” na plaszczyznie

Teraz zamiast prostych na ptaszczyznie mamy tamane przypominajace litere V. Jaka jest
maksymalna liczba obszarow mozliwych do uzyskania przez n nieskonczonych tamanych
ksztattu V' na ptaszczyznie? Oznaczmy te liczbe obszaréw przez V,,.

Podajmy najpierw kilka graficznych przyktaddw.

Mamy wiec
Vo =1, V, =2, Vo,=T1.

Réznica miedzy prostymi przecinajacymi si¢ na plaszczyznie a tym problemem jest
taka — gdy przedtuzymy w kazda strone ramiona naszego V', otrzymamy dwie przecina-
jace sie proste, ktore nie przecinaja sie poza miejscem przedtuzenia ramion. Obszary 3 i

4 s pominiete, tacza sie z obszarem 2.
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Stracimy wiec dwa obszary. Punkt przecigcia ramion nie moze znajdowac sie w miej-
scu gdzie jest jakiekolwiek inne ramie lub inny punkt spotkania, gdyz nie uzyskamy mak-
symalnej liczby obszraow. Zatem

v,

TL:L2 —27’L,

n
czyli ostatecznie

V,=2n>—-n+1 dlan>0.



3. Punkty na okregu

Jesli wezmiemy n punktéw na okregu i potaczymy kazda pare z nich prosta, na ile obszaréw
zostanie przeciete koto? Oznaczmy te liczbe jako A,,.

Zobaczmy, jak to wyglada dla paru pierwszych punktéw.

OLVOOE

Mamy wigc

Al — 17 A2 - 2’ A3 — 4, A4 — 8, A5 - ]_6.

Ile mamy prostych? W pierwszym przypadku zero, poniewaz punkt nie ma sie z
czym potaczy¢, w drugim jest jedna prosta, w czwartym szes¢, w piatym zas dziesiec. Ile
wewnatrz okregu mamy przecieé¢ (bez czerwonych punktéw)? W pierwszym jest ich zero,
w drugim rowniez zero, w czwartym juz jest jedno, a w pigtym za$ pie¢. Na razie moze
nam sie wydawaé, ze L, = 271 ale tak w ogdlnoéci nie jest.




Dla n = 6 maksymalna liczba obszaréw wynosi 31, a nie 32. Na powyzszych rysun-
kach widzimy rowniez, iz liczba obszaréw zmienia sie w zaleznosci od tego, czy punkty
przetng sie wewnatrz kota i czy w jednym miejscu przetng si¢ wiecej niz dwie proste.
Widzimy réznice miedzy prostymi na ptaszczyznie i w kole. Punkty przecig¢ musza znaj-
dowa¢ si¢ w wyznaczonym obszarze i punkty, z ktérych proste wychodza, sa miejscami,
gdzie moga przeciac sie wiecej niz dwie proste. Tak sie sktada, ze kazda prosta wyznaczona
jest przez pare punktow. Dla n = 6 te pary wygladaja nastepujaco:

(1,2), (1,3), (1,4), (L,5), (1,6),
(27 3)7 (274)7 (27 5)’ (27 6)7 (374>7
(3,5), (3,6), (4,5), (4,6), (5,6).
Wszystkich tych par nie musimy zlicza¢ mechanicznie, ale mozemy to uczyni¢ za pomoca
dwumianu Newtona. Przypomnijmy, iz

n n!
™ qlan>k>0
() Hn—py dan=k=0

oraz

(:)zo dla k>n > 0.

n!

Naszych par bedzie wiec () = 517
par.

- W szczegdlnoscei dla n = 6 mamy (g’) = 15 takich

n—2

Jak znalez¢ punkty wewnatrz kota? Okazuje sie, ze jeden punkt wewnatrz odpowia-
da czterem na okregu, czyli liczba punktow wewngtrz okregu odpowiada liczbie czwoérek
naszych czerwonych punktow. Znowu mozemy skorzystaé¢ z dwumianu Newtona, wylicza-
jac (Z) = #!_4)!. Kazda prosta poprzez przeciecie si¢ z inng prosta dzieli sie na dwa
w miejscu przeciecia. Liczbe odcinkéw stworzonych z przecietych prostych mozna obli-
czy¢ poprzez dodanie liczby prostych i dwa razy liczby punktéw przecigé, poniewaz kazdy
punkt przecigcia si¢ prostych przecina prosta na dwie.



Jak w koncu obliczy¢ na ile obszaréw zostanie podzielony okrag? Skorzystamy ze
wzoru Eulera dla graféow planarnych. Wyglada on nastepujaco

V-E+F=2,

przy czym V to liczba punktéw, E to liczba odcinkéw, F' to liczba obszaréw (wraz z
obszarem poza figura). My potrzebujemy liczby obszaréw F. Po bardzo krétkim prze-
ksztatceniu wzoru otrzymujemy F' = 2+ E — V. Wiemy juz, jak obliczy¢ liczbe punktow
wewnatrz okregu — jest to (Z), trzeba do tego dodac jeszcze n, poniewaz potrzebujemy
rowniez punktéw na okregu. Zatem
n
V= < 4> + n.

Znamy tez liczbe prostych, czyli (3). Potrzebujemy liczby odcinkéw. Potrzebna jest
nam liczba odcinkéw. Punkty przeciecia mozna traktowaé jako dwie taczace si¢ krawedzie,
poniewaz kazdy punkt przeciecia bierze dwie istniejace proste i dzieli je na cztery mniejsze
czesci. Widaé, ze 3 proste przecinajace si¢ w dwoch punktach zostang rozcigte na 3 +
22 = 7 mniejszych odcinkéw. Cztery proste przecinajace si¢ w trzech punktach zostang
rozciete na 4 4+ 3-2, czyli na 10 mniejszych kawalkow, , to znaczy liczbe prostych plus
podwojong liczba punktéw przecieé, a do tego trzeba dodaé n, poniewaz mamy n kawatkdw
stworzonych poprzez przeciecie ramy okregu n punktami. Zatem
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B () +2() +n

Podstawiamy wszystko i otrzymujemy

F=2+E-V
=2+ (5) +2(y) +n— () —n

=2+ (3)+ ()

Trzeba nam odjac teraz 1, gdyz nie liczymy zewnetrza jako jeden z obszaréw. Ostatecznie
mozna tadnie zapisa¢ wynik jako

b= () () () amnz



4. Diagram Venna

Czy mozna zilustrowaé diagram Venna dla czterech zbioréw przy uzyciu czterech zacho-
dzacych na siebie kdt, w ktorym mamy szesnascie mozliwych podzbioréw zwigzanych z
tymi czterema danymi zbiorami?

Okazuje sie, iz diagram Venna stworzony z czterech lub wiecej zbioréw w ksztalcie
kot nie jest wykonalny. Diagram o dwoch kotach ma cztery podzbiory, o trzech ma ich
osiem, a o cztreech powinien ich mie¢ szesnascie, ale nie ma. Dlaczego?

Sprawdzmy, jak wyglada diagram dla 1, 2, 3 i 4 zbiorow.

W jednym zbiorze mamy 2 podzbiory i 0 przecie¢, w dwoch zborach 4 podzbiory i 2
przecie¢, w trzech 8 1 6, a w czterech 14 i 12.

Dlaczego w czwartym przypadku mamy 14, a nie 167

Bardzo istotne sa punkty przeciecia sie okregéw. Jeden okrag moze przecia¢ drugi
maksymalnie w dwoch punktach, dlatego kiedy do diagramu z trzema zbiorami dodamy
czwarte, powstaje dodatkowo 6 czesci, co w sumie daje nam 14, a nie 16. Przez to kaz-
de nastepne koto przecina inne w dwoch miejscach i jest coraz wieksza réznica miedzy
pozadang liczbg podzbioréw, a ich faktyczng liczba.

Diagram Venna mozna za to stworzy¢ za pomoca np. elips, poniewaz one moga mak-
symalnie przecia¢ sie w 4 miejscach.

-
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Mozna rowniez stworzy¢ za pomocg prostokatéw, gdyz one rowniez moga sie przeciac
maksymalnie w 4 miejscach.

1 516
2
3 10 11|12
16
13 114 |15

Jesli koniecznie chcemy stworzyé¢ diagram Venna z kot jak obliczyé¢ faktyczna liczbe
podzbiorow?

Mozemy to sprawdzi¢ za pomoca tego, co juz wiemy, czyli tego, ze jedno koto moze
przecigé¢ drugie w maksymalnie dwoch punktach. Liczbe okregéw diagramu sktadajacego
sie z n — 1 zbioréw nalezy pomnozy¢ razy 2. Wtedy tworza sie te czesci, ktore powstaja
podczas dotozenia kolejnego zbioru. Ich liczbe nalezy dodaé¢ do liczby podzbioréw weze-
Sniejszego diagramu. Oznaczajac wiec liczbe czedci przez K, otrzymujemy rekurencje:

Kl — 17
K,=K, ;+2n—1) dlan>1.

10



Teraz mozemy mechanicznie sprawdzi¢, ile podzbiorow ma diagram stworzony z o$miu
zbioréw, musimy po kolei wyliczy¢ nastepne diagramy. Wiemy, ze K, = 14.

n|K, ;+2n—-1)|K,
514+ (5—1) 92
622+ (6—1) 32
71324 (7—1) |44
844+ (8—1) |58

Rozwiniecie uzyskanej rekurencji daje nam:
=K, o+2(n—2)+2(n—1)
=K, 3+2(n—3)+2(n—2)+2(n—1)

—Ky+2444..+2(n—2)+2(n—1)

— 2 —|— 281’1,—15
przy czym S, =1+2+ ...+ n.
UstaliliSmy wczesniej, ze S, = "(n;l), wiec

Kn:nQ—n+2 dlan > 0.

Mozna do tego réwniez doj$é¢ nie przez rekurencje, ale szukajac zaleznosci — czyli zgadu-
jac. Nie jest to zbyt Scista metoda, lecz bardziej empiryczna.

Sprawdzmy, czy jest jakas zalezno$¢ miedzy liczba két, kwadratem tej liczby, a liczba
podzbiorow.

n |n? |K,|[n?—K,|n—n*-K,)
11 2 |—1 2
2 14 |4 |0 2
319 |8 |1 2
4 116 (14 |2 2
5 125 |22 |3 2
6 |36 |32 |4 2
7149 |44 |5 2
8 |64 |58 |6 2
9 |81 |74 |7 2
10110092 |8 2

7 przedstawionej tabeli widaé, ze réznica n? i K, za kazdym razem jest wicksza od

poprzedniej o 1. Mozna réwniez zauwazy¢, iz n — (n? — K,)) za kazdym razem daje 2.

11



Dzieki temu jesteSmy w stanie obliczy¢ liczbe podzbioréw naszym juz znajomym
wzorem.

K, =n?>—n+2.

12



5. Zygzaki

Jaka jest najwieksza liczba obszaréw wydzielonych przez n zygzakdéw, gdzie kazdy zygzak
sktada sie z dwoch réwnolegtych potprostych potaczonych odcinkiem?

Mozna zauwazy¢, iz jeden zygzak z drugim moze si¢ przeciag¢ w maksymalnie 9 punk-

tach i mamy 12 obszaréw.
Sprawdzmy, jak to wyglada dla 1, 2, 3 i 4 zygzakéw.

1
2
3
4
6 7
1 15
10 2
/§9
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e Mamy 2 obszary i 0 punktow przecigcia.
o Mamy 12 obszary i 9 punktow przeciecia.
o Mamy 31 obszaréow i 27 punktow przeciecia.
e Mamy 59 obszary i 54 punktéw przeciecia.
Kazdy zygzak przecina inny w dziewieciu punktach. Liczba przecie¢ mozna obliczy¢
tworzac nastepujacy wzor rekurencyjny:

Zozl,
Zy=2, 1+9n—-1)+1 dlan>1

14



Rozwijajac otrzymana rekurencje otrzymamy:

Zn: n—1+9<n_1)+1
=27, 5+9(n—2)+1+9n—-1)+1
=27, 3+9n—3)+1+9n—-2)+14+9(n—1)+1

= Zy+0+1+94+14+18414+2T+1+...4+9n—2)+14+9n—1)+1

=145,
korzystajac z tego, iz S,, = M (mozna wyliczyé¢ Gaussem) uzyskujemy
Z =14 In(n —21) +2n ey

15



6. Rozcinanie ptaszczyzny

Ile kawalkéw sera mozna uzyskaé¢ z pojedynczego grubego kawalka przez ciecia nozem?
Ser musi by¢ utrzymany na swoim miejscu w czasie, gdy dokonywane sa ciecia i kazde
ciecie musi odpowiadaé pewnej plaszczyznie w przestrzeni trojwymiarowej

Na poczatku najlepiej rozwazy¢ kilka matych przypadkéw. Sprawdzmy, na ile czesci
podziela si¢ przez 0, 1, 21 3 ciec kostka, a na ile ptaska ptaszczyzna, gdzie L,, to liczba cie¢
na bryle, a P, liczba cie¢ plaszczyzny. Na plastrze sera trudno cos§ pokazaé¢ wiec uzyjmy
catej jego kostki.

------------------------------

Mamy wiegc:

Jak widac¢, przy jednym cieciu bryta podzieli sie nam na dwie, ptaszczyzna tak samo. Przy
dwdch oba na 4. Kwestia sie zmienia jesli chodzi o trzy ciecia i kolejne. Bryla podczas
trzech cie¢ dzieli si¢ nam na 8, ptaszczyzna za to na 7. Jest tak dlatego, gdyz prosta z
druga moze sie przecia¢ w dwoch miejscach. W pierwszym przypadku ani na bryle, ani
na plaszczyznie nie mamy punktéw przeciecia. W drugim proste przecinaja sie w 1, a
ptaszczyzny w 2. W trzecim proste w 3, a ptaszczyzny w 6.

Abyémy mieli maksymalng liczbe kawatkéw, musimy cigé w taki sposob, aby jedno
ciecie przecinato sie z drugim w dwoch miejscach i zadna inna prosta nie moze przeciac
naszej brylty w tym samym miejscu.

Sprawdzmy zatem, jak bedzie to wyglada¢ dla 4 cigé.

o —

/ L]
- yd

L4:15, P4:]_1.

Mamy 15 bryt. Proste w przypadku 4 cie¢ przetng sie na 11 fragmentéw.

Chyba widzimy juz zalezno$¢ L, = L, 4+ P, , gdzie Ly = 1. Wz6r na P n mamy
z zadania z plaszczyznami. Teraz zrobimy zestawienie paru poczatkowych wartosci S,,.
L, jest o 1 wieksze od sumy S,,.
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n (11234 |5 |6 (7 (8 |9 (10 |11 |12 |13 |14

S, 113714 (25(41163(92(129 175|231 |298|377|469

n

Rozwiazanie rekurencji daje nam:

_p (D=2 ) ne—1)

2 2
:Ln_3+<n—2)(n—3)+1+(n—l)(n—2)+1+n(n—1)+1
:L0+1+2+...+(”—1>2(n—2)+1+n(n2—1)+1
=1+85,,

gdzieSn:1+1+3+8+12...+@+1_

Aby otrzymadé posta¢ zwartg ponownie uzyjemy empirycznej metody.

3_
n|S |n3 |n3—8 |2=Sa.

n N
1(1 |1 0 0
3 |8 |5 1
7127 |20 4
14 |64 |50 10

25 1125]100 20
41 (216|175 35
63 | 343 | 280 56
92 15121420 84

0| N | O | O =~ W | N

Za kazdym razem n3gSn jest mniejsze od S, on, a S, od L, o 1. Mamy wiec wzor:

3 _
Ln:n 5S”+n—|—1.

Skoro S, = L,, — 1 to mozemy do wzoru podstawi¢ L,, — 1, aby dostac posta¢ zwarta.
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5L,—5m—5=n3—1L,+1
6L, =n3+5n+6

- nP+5n+6

Ln
6
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