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"Matematyka jest dziedzing tak powazna,
Ze nie mozna zmarnowac zZadnej okazji,
by uczyni¢ ja bardziej zabawng.”

/ Blaise Pascal/

“Dziewige¢ dziesigtych matematyki,
wszystko poza tym, co powstalo z potrzeb praktycznych,
pochodzi z rozwigzywania zagadek.”

/ Jean Dieudonne/
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Wstep

Zadania i zagadki zawsze wzbudzaty zainteresowanie, rozwijaty logiczne myslenie. Warto
dba¢ o ¢wiczenia umystu w kazdym wieku, bo ludzki mézg jest bardzo plastyczny, a to oznacza, ze
dzieki odpowiednim ¢wiczeniom, mozna usprawni¢ swoje umiejetnosci kojarzenia, szukania wyjs$¢
Z roznych sytuacji oraz zapamigtywania. Umiejetnosci logicznego my$lenia i wyciggania wnioskow
utatwig nam odnalezienie si¢ w $wiecie, ktory wcigz nieustannie dostarcza nam wielu informacii, tych
prawdziwych jak i zafalszowanych, a my musimy sobie radzi¢ z odr6znieniem jednych od drugich.

W naszej pracy zatytulowanej "Tajemnice matematyki, czyli zagadki, tamiglowki
matematyczne, sofizmaty i paradoksy" chcialy$Smy przedstawi¢ zagadnienie matematyki rekreacyjne;j
i pokaza¢, ze matematyka moze by¢ zabawa 1 przyjemno$cia, ale moze rdéwniez
zadziwia¢. Przygotowanie materiatow do rozdzialdow poswieconych paradoksom i sofizmatom
w matematyce niejednokrotnie wprawito nas w zdumienie.

Obok przykladow zagadek matematycznych i1 nieszablonowych zadan zréznych epok
historycznych i1 z réznych geograficznych regionoéw, staraty§my si¢ zaprezentowaé réznorodnosé
tamiglowek, krzyzéwek matematycznych, kryptarytméw, zadan z zapatkami i wielu innych.

W naszej pracy zajmiemy si¢ gtownie zagadkami matematycznymi jako problemami natury
rozrywkowej rozwigzywanymi przez jedng osobe.

Cytaty umieszczone w naszej pracy zaznaczylySmy kursywa/w cudzystowie, a pojecia
matematyczne, z ktorymi do tej pory nie spotkatySmy si¢ w szkole, a uzylySmy w pracy w tekscie
zaznaczone sg kolorem zielonym oraz wyjasnione w stowniczku na koncu pracy.



1. Jak to dawniej z zagadkami matematycznymi bylo
1.1 Nauki o lamiglowkach

Zacznijmy od odpowiedzi na pytanie: Czy istnieje osobna nauka, ktora zajmowalaby si¢
zagadkami matematycznymi, czy rozrywkowa rola matematyki zostata zdefiniowana?

Poszukujac informacji o nauce zajmujacej si¢ matematycznymi zagadkami napotkatySmy
kilka ciekawych definicji.

Zaczynajac od angielskiej nazwy: mathematical puzzle - czyli zagadki matematyczne
Z okreslonymi zasadami, zazwyczaj nieobejmujace rywalizacji, w ktdrych rozwigzanie ma spetniaé
warunki, zalozone w tresci zagadki. Zagadki matematyczne to integralna czg$¢ matematyki
rekreacyjnej.

Inny termin na okre$lenie dziedziny, ktéra ma na celu naukowe badanie tamigtowek,
to enigmatologia. Neologizm stworzony w 1974 przez Willa Shortza, studenta Indiana University
w Bloomington, ktory stat si¢ znanym redaktorem tamigtéwek w The New York Times.

Dotarty$my réwniez do terminu “zagadkarstwo”, ale glownie w konteks$cie historycznym
I w odniesieniu do zagadek ludowych oraz literackich.

Ostatnia nazwa na okre$lenie nauki o famigtowkach jaka udato nam si¢ znalez¢ to groznie
brzmigca - metagrobologia. Skad taka nazwa? Francuskie ,,metagraboliser” pojawito si¢ juz w 1534
roku w powiesci Frangois Rabelais'go "Gargantua 1 Pantagruel". Z francuskiego ,,grabeler” znaczy
“przesiewac”, a w czasach Rabelaisa byto uzywane na okreslenie “doktadnego, wnikliwego badania,
studiowania”. Terminu takiego w znaczeniu nauki o zagadkach uzyt (wedtug Wikipedii) Rick Irby
w 1981 roku w Wall Street Journal. Rick Irby jest projektantem, producentem 1 sprzedawca puzzli
Z drutu od ponad 30 lat 1 ukut dla siebie stowo “metagrobolog” jako ten, ktory intryguje ludzi.
Wymyslit takze “metagrobolizatory” dla przedmiotow, ktore wytwarza 1 sprzedaje oraz
“metagrobologi¢” dla nauki o tym.

Lhttps://logic.amu.edu.pl/images/3/30/Z1s16x2013.pdf
2 https://penszko.blog.polityka.pl/2006/10/11/niewizytowki-willa/
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1.2 Historia zagadek matematycznych i ich stawni tworcy

Na poczatek troche historii:
Gry 1 rozrywki matematyczne byly rozpowszechnione juz w czasach starozytnych.

Zadania rozrywkowe znajdujemy w papirusie
Ahmesa, ktory zyl ok. 2000 lat przed nasza era
na dworze faraona Amenembhata III i sprawowat
funkcje krolewskiego pisarza i matematyka.
Zadanie Ahmesa zapisane na papirusie
odnalazt Anglik - Aleksander Rhind w 1853 we
wnetrzu jednej z piramid.

Mistrzem zagadek matematycznych byt Archimedes, ktory sformutowal migdzy innymi
problem liczebno$ci stada (problema bovinum), gdzie mamy do czynienia z réwnaniami
diofantycznymi, czyli takimi, w ktorych niewiadome sg liczbami catkowitymi.

A oto zagadka:

Policz liczbe zwierzqt w stadach boga Stonca, ktore pasty sie niegdys na wyspie Sycylia.

Byly to 4 stada: biate W, w, czarne B, b, Zotte Y, y i pstrokate D, d; gdzie duze litery oznaczajq byki,
a mate — Krowy.

liczba bialych bykow byta rowna: potowie i trzeciej czesci bykow czarnych plus wszystkie zotte;
W=(1/2+1/3B+Y

liczba czarnych bykow — 114-ej i 1/5-¢j czesci bykow pstrokatych plus wszystkie zotte;
B=(1/4+1/5D +Y

bykow pstrokatych byto 1/6 i 1/7 czesci bykow biatych plus wszystkie zZolte;



D=(1/6+17)W+Y
liczba biatych krow byta rowna: trzeciej i czwartej czesci catego czarnego stada;

w = (1/3 + 1/4)(B + b)
liczba czarnych krow byla rowna: czwartej i pigtej czesci catego pstrokatego stada,

b= (1/4 + 1/5)(D + d)
liczba pstrokatych krow byla rowna: pigtej i szostej czesci catego Zottego stada;

d=(1/5+ 1/6)(Y +y)
liczba zottych krow byta rowna: szostej i siodmej czesci catego biatego stada;

y = (1/6 + 1/7)(W + w)

W= (1/2+1/3)B+Y
B=(1/4+1/5D+Y
D=(1/6+1UT)W+Y
w = (1/3 + 1/4)(B + b)
b= (1/4 + 1/5)(D + d)
d=(1/5+ 1/6)(Y +vy)

y = (1/6 + 1/7T)(W + w)?

Rozwiazanie zagadki przekroczylo nasze mozliwosci, a wynik, po sprawdzeniu, przekracza

piecdziesigt milionow sztuk!

Wielki grecki matematyk, Diofantos, ktory zyt w III w. n.e. w Aleksandrii, autor dzieta
“Arytmetyka”, uwazany za tworcg jezyka algebraicznego, zastynat rowniez jako tworca zagadek
matematycznych®, a wedlug legendy na jego nagrobku widniat napis:

Tu jest grobowiec, w ktorym ztozono prochy
Diofantosa.
Przez jedng szostq jego zycia Bog obdarzyt go
miodoscig,
przez dalszq, dwunastg czes¢ zycia jego policzki bytly
pokryte brodg.

Po siodmej dalszej czesci zycia doswiadczyt szczescia
matzenskiego, w ktorego piqtym roku zostat ojcem
syna.

Nieszczesliwie syn zyl tylko potowe lat ojca, ktory
pozostal w smutku przez cztery ostatnie lata swego
zycia.

Przechodniu, oblicz diugosé jego zycial®

3 https://mlodytechnik.pl/eksperymenty-i-zadania-szkolne/matematyka/29014-stare-zadania
4 Kowal S. (1989) “Przez Rozrywke do Wiedzy. Rozmaitosci matematyczne.”
5 https://pl.wikipedia.org/wiki/Diofantos
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Tym razem udato si¢ nam rozwigzac¢ zadanie. Ponizej przedstawiamy roéwnanie, gdzie x to czas zycia
Diofantosa i jego podziat na poszczeg6lne etapy:

Rownanie:

Nasze rozwigzanie:

Stad po wykonaniu prostych dziatan otrzymujemy X = 84, czyli Diofantos zyl 84 lata.



Tworca znakomitej zagadki byt rowniez hinduski medrzec Sissa Nassir, ktorego wynalazek -
szachy - znalazt uznanie w oczach jego wtadcy. Krol, aby wynagrodzi¢ swojego poddanego obiecat
mu nagrod¢. Medrzec poprosit o liczbe ziaren pszenicy, ktorg wyznaczy szachownica w nastgpujacy
sposob:

"Potoz panie na pierwszym polu szachownicy jedno ziarno, na drugim dwa, na kolejnych
cztery, osiem, Szesnascie i tak do ostatniego pola za kazdym razem podwajajqgc ich liczbe."”

Skromno$¢ medrca zadziwita wtadce, jednak szybko okazalo si¢ ze w catych Indiach nie ma
takiej ilosci zboza, by spelni¢ zyczenie medrca.

A oto rozwigzanie:

1 pole 1=22, 2 pole 2=21, 3 pole 4=22, 4 pole 8=2%i tak az do ostatniego 64 pola, na ktéorym
znajdzie si¢ 263 ziaren.

Ilo$¢ wszystkich ziaren jest sumg pewnego ciagu geometrycznego i daje nieprawdopodobnie
wielkg liczbe 18 446 744 073 709 551 615, czyli ponad 18 trylionéw!

6 http://blog2pir.blogspot.com/2014/02/ziarna-pszenicy-na-szachownicy.html
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Szwajcarski naukowiec Leonhard Euler (1707 — 1783)
rozgryzt zagadke miasta Krolewiec, tworzac przy tym
poczatek tzw. teorii grafow, niezwykle istotnej
we wspotczesnej informatyce (np.w procesie tworzenia
réznego rodzaju relacji pomigdzy danymi, planowaniu
produkcji, transporcie i genetyce).

Zagadka brzmiata nastepujaco:
,, Czy mozna po siedmiu mostach lgczqcych dzielnice miasta (Nordliches Ufer, Insel Kneiphof,

Stidliches Ufer, Insel Lomse) z wyspg na Pregole odby¢ spacer w ten sposob, by przejs¢ kolejno przez
wszystkie mosty nie przechodzqc po zadnym z nich wiecej niz raz jeden?” '

Bridges of Kénigsberg

© 2010 Encyclopaedia Britannica, Inc.

7 https://mlodytechnik.pl/eksperymenty-i-zadania-szkolne/matematyka/29014-stare-zadania

8 Steinhaus H. (1989) Kalejdoskop matematyczny, Wydawnictwo Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa
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Odpowiedz Eulera brzmiata: Nie!

Zauwazyt on bowiem, dwie rzeczy: nie ma znaczenia jak duza jest wyspa czy wybrzeze, liczy
si¢ tylko z jakiego obszaru mozna doj$¢ do ktorego obszaru, oraz ze sama rzeka nie ma znaczenia,
licza si¢ tylko polaczenia, ktory obszar laczy si¢ z ktorym obszarem i iloma przej$ciami. Sytuacje, te
mozna przedstawié na grafie °:

b

a

Potrzebna jest nam réwniez informacja ile jest wyj$¢ z kazdego wierzchotka (czyli mostow
z kazdego obszaru).
Z wierzcholka c jest 5 wyjs¢. Z wierzchotka a, b 1 d sg tylko po 3 wyjscia.
Dodatkowo wiemy, ze Euler udowodnit ponizsze stwierdzenia °:
1) Jezeli kazdy wierzchotek ma parzystg liczbe wyjs¢ to ZAWSZE da si¢ znalez¢ droge
zgodna z regutami zadania.
2) Jezeli tylko 2 wierzchotki maja nieparzysta liczbe wyjs¢ to ZAWSZE da si¢ znalez¢
droge zgodna z regutami zadania, co wigcej ta droga zacznie si¢ w jednym
Z nieparzystych wierzchotkow a zakonczy w drugim.
3) Jezeli wigcej niz 2 wierzchotki maja nieparzysta liczbe wyjs¢ to NIGDY nie da si¢
znalez¢ drogi zgodnej z regutami zagadki.

% http://math.uni.lodz.pl/~malfil/pliki/grafy_r3
10 https://betaandbit.github.io/KiedyTyWreszcie/indexGrafy.html
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W tym przypadku, wszystkie 4 wierzcholki (a,b,c,d) maja nieparzysta liczbg wyj$¢ wiec nie
ma mozliwosci znalez¢ dobrej drogi.

Co ciekawe, wspotczesnie mamy mozliwo$¢ przejscia przez wszystkie mosty w Krolewcu nie
przechodzac przez zaden wigcej niz raz, bowiem ostato si¢ ich tylko 5.

W opublikowanej w 1736 roku pracy Euler sformutowat pierwsze twierdzenie teorii grafow,
ktore dzi§ zapisujemy nastepujaco: W grafie mozna znalez¢ cykl Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy graf
Jest spojny 1 kazdy jego wierzchotek ma parzysty stopien.

Znajac to twierdzenie zawsze mozna stwierdzi¢, czy tamiglowka typu "narysuj figure nie
odrywajac otdéwka od kartki" ma rozwiazanie. Figury, ktore mozna nakresli¢ jednym pociagnigciem
olowka, nie prowadzac go nigdy po linii juz nakreslonej, nazywajg si¢ unikursalne.

A ponizej nasza proba narysowania koperty otwarte;j:

Figura jest unikursalna, gdy nie ma w niej punktow rzedu nieparzystego, lub jesli sg na niej
dwa takie punkty. Graf mostéw krélewieckich ma ich trzy; znana dobrze wszystkim koperta ma dwa
takie punkty.

' Jordi Deulofeu “Dylematy wiezniow i zwycieskie strategie. Teoria gier” 2012
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Zastanawialy$my si¢ czy jest w Polsce miasto, ktorego mieszkancy tamig sobie glowe nad
podobna zagadka (z dostepnej literatury wiemy, ze taka mozliwosé jest we Wroctawiu). Sledzac mapy
miast potozonych nad najwigkszymi rzekami trafitySmy na Opole. Na ponizszej mapie centrum
miasta zaznaczonych jest 16 mostow, sprobowalismy i$¢ tokiem mys$lenia naukowca Eulera. Tym
razem si¢ udato - w Opolu, spacerujacy po mostach wedrowiec moze przej$¢ przez wszystkie 16
mostow, przekraczajac kazdy tylko jeden raz.
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Ponizsza anegdot¢ autorstwa Ferdinanda Lagarrigue mozna
znalez¢ w jego pracy zatytutowanej: Recreations scientifiques.

Pewna Wioszka, wyprawiajqc na targ trzy corki z pomaranczami, data najstarszej 50 sztuk, mtodszej
30, a najmiodszej, ktora byta jeszcze dzieckiem, wiozyla do koszyczka 10. Przykazata przy tym
sprzedawaé towar jak najkorzystniej, ale po tych samych cenach, by sobie nie robily konkurenciji.

13



Jakiez byto zdumienie matki, gdy dziewczeta wrociwszy oswiadczyty, ze uczynity, jak im nakazata,
| Ze wszystkie trzy otrzymatly rowne sumy ze sprzedazy.

— Jak to by¢ moze, abyscie sprzedajgc po tych samych cenach osiggnely te same kwoty za 50, za 30
i za 10 pomarancz?! To niemozliwe! Zartujecie!

A jednak jest to zupelnie mozliwe: dziewczeta sprzedaly najpigkniejsze pomarancze po 15 groszy,
areszte po 5 groszy za 7 sztuk. Najmtodsza z nich miata 3 wielkie, dorodne pomarancze, srednia
siostra 2, a najstarsza tylko 1" .

Kolejny problem matematyczny jest autorstwa Henry‘ego Ernesta Dudeneya (1857 —1930)
angielskiego matematyka, ktory specjalizowat si¢ w zagadkach matematycznych. W roku 1899 H.
Dudeney zamie$cil na tamach tygodnika “Weekly Dispatch” zadanie, uchodzace dzi$§ za klasyke
matematyki rekreacyjneje.

123456789=100

Laczac (lub nie) znajdujace si¢ po lewej stronie znaku réwnosci cyfry, czyli tworzac liczby
przynajmniej dwucyfrowe, oraz umieszczajac miedzy nimi znaki czterech podstawowych dziatan
[+ — x :] nalezy przeksztatci¢ powyzszy zapis w poprawng rOwnosc.

Urok tej tamiglowki polega m. in. na zachowaniu naturalnej kolejnosci cyfr. Rozwigzan jest
bardzo duzo — oto dwa z nich opublikowane przed 115 laty:

123-4-5-6+8-9=100,

1+2-3-4)x(5-6-7-8-9)=100

Wielki wktad w rozwoj tamiglowek miat rowniez pisarz Lewis Carroll 1832-1898 (Charles
L. Dodgson, tworca ksigzki “Alicja w Krainie Czaréw”, autor ponad 250 dziel naukowych). Jego
najwigksza pasja byly rozmaite gry matematyczne, famiglowki, paradoksy, sztuczki magiczne, a takze
zabawy stowne. Wlasnie te zainteresowania Carrolla znalazty swoje odbicie m.in. w jego dwodch
ksigzkach o Alicji.

Lewis Carroll prowadzit dzienniki, w ktorych regularnie zapisywal r6zne, wymyslane przez
siebie ciekawe zadania. | tak 27 maja 1894 roku Carroll w swoim dzienniku napisat: ,,W ostatnich
dniach opracowatem kilka ciekawych zadan zwigzanych z problemem ktamcy”.

A oto jedno z tych zadan. Przy jego rozwigzaniu przyda si¢ odrobina logicznego myslenia
I umiejetnos¢ wyciggania wnioskow:

Mamy 3 panow, nazwijmy ich imionami A, B i C. Pan A mowi, Ze pan B ktamie. Pan B mowi, Ze pan
C klamie. Natomiast pan C mowi, ze zarowno pan A jak i pan B — klamiq. No to kto klamie a kto mowi
prawde?

12 Jelenski S. (1954) “LILAVATI Rozrywki matematyczne”
13 https://penszko.blog.polityka.pl/2014/08/28/wedlug-dudeneya/
14 https://bigosmatematyczny.pl/mfu2/
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Rozwazyty$my wszystkie trzy mozliwosci, zaktadajac, ze kazdy z panow méowi prawde:

» 1 zalozenie: Pan A mowi prawde, to znaczy, ze pan B ktamie o tym, Ze pan C kltamie. Czyli
pan C mowi prawdg, a ktamig razem pan A jak i pan B. Wigc otrzymujemy sprzecznos¢. Nasze
zatozenie, ze pan A mowi prawdge jest btedne.

» 2 zalozenie: Pan B mowi prawde, ale to znaczy, ze pan A ktamie jak i pan C ktamie. Pan C
twierdzi, ze pan A klamie jak i pan B ktamie. Wiec w tym przypadku gdy pan A ktamie, a pan
B mowi prawdg, stwierdzamy, ze pan C rzeczywiscie klamie. | tu nie otrzymujemy zadnej
sprzecznosci — Wszystko si¢ zgadza.

Dla formalnos$ci sprawdzmy jeszcze 3 zatozenie: pan C moéwi prawde, to znaczy, ze zarOwno
pan A jak i pan B ktamig. Skoro wigc pan A ktamie (o tym, ze pan B klamie) to znaczy, ze pan B
moéwi prawde o tym, ze pan C kltamie. Otrzymujemy sprzeczno$¢ — pan C nie méwi prawdy!

Zatem: pan A — klamie, pan B — mowi prawde, pan C — klamie.

Jednym z pierwszych pionieréw matematyki rozrywkowej i zagadek matematycznych byt
Francuz Claude-Gaspaer Bachet de Méziriac (1581-1638), znany ze swoich dziet Diophanti
(1621) i Problemes plaisans et delectables qui se font par les nombres (1612), ktore byly pierwsza
duzg pracg posSwigcong matematyce rekreacyjnej 1 stanowity zbiér matematycznych zagadek z XVII
wieku, takich jak wilk koza i kapusta, magiczne kwadraty, zadania na liczbach catkowitych.

Kolejng praca na temat rozrywek matematycznych byl Récréations mathématiques,
francuskiego jezuity Jean’a Leurechon’a - jego dzieto stuzyto jako wzor dla kolejnych autorow,

W wieku XVIII pojawita si¢ ksigzka Rational Recreations autorstwa Williama Hoopera,
z zagadkg znikajacych pol (vanishing paradoxes), ktora wymaga uzycia ciekawych matematycznych
wlasnosci. Temat ten oméwimy w kolejnym rozdziale °.

15 Jordi Deulofeu ““ Dylematy wiezniow i zwycieskie strategie” Teoria gier
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https://delphipages.live/link?to=claude-gaspar-bachet-de-meziriac&lang=pl&alt=https://www.britannica.com/biography/Claude-Gaspar-Bachet-de-Meziriac&source=pioneers-and-imitators

2. Rodzaje lamiglowek matematycznych

2.1 Kryptarytm

Kryptarytm: (gr. kryptos = ukryty; arythmos = liczba) to rodzaj gry matematycznej w postaci
dziatania arytmetycznego — dodawania, odejmowania, mnozenia lub dzielenia, w ktérym cyfry sg
reprezentowane przez litery alfabetu. Celem zadania jest okreslenie wartosci kazdej litery™®.

Takim samym literom powinny odpowiada¢ takie same cyfry, a réznym literom rézne cyfry.
Zadna z liczb wielocyfrowych nie moze zaczynaé sie zerem. Po zastapieniu liter cyframi powinno
otrzymac¢ si¢ poprawne dziatanie. Zadanie powinno mie¢ dokladnie jedno rozwigzanie. Role liter
mogg spetnia¢ rowniez inne symbole: figury szachowe, symbole kolorow karcianych, gwiazdki itp.

Lamiglowki podobne do kryptarytméw znane byty juz w starozytnych Chinach (jako
arytmetyka liter lub arytmetyka stéw) i w Sredniowiecznych Indiach (zadania polegajace
na odtwarzaniu dziatan, w ktoérych wszystkie cyfry lub wigkszo$¢ z nich zastgpiono gwiazdkami lub
iksami). W czasach nowozytnych pierwsze kryptarytmy zamiescit w 1924 roku brytyjski magazyn
Strand Magazine *'.

2.2 Alfametyk

Alfametyk to kryptarytm, w ktorym cyfry zaszyfrowane sg literami tworzacymi wyrazy
powigzane znaczeniowo, badz tez stowa sktadajace si¢ w sensowne frazy lub zdania. Angielskie
okreslenie ,,alphametic” pojawito si¢ za sprawag J.A.H.Huntera w 1955 roku w kanadyjskim
czasopismie Globe And Mail.

Za najstarszy alfametyk uznawany jest (najpopularniejszy i najczesciej cytowany kryptarytm
na $wiecie) autorstwa H. E. Dudeneya, ktory ukazal si¢ w dziale tamigldowkowym brytyjskiego
miesi¢cznika The Strand Magazine w roku 1924 i brzmi :

S E N D
+ M O R E
= M O N E Y

(ang. przyslij wigcej pienigdzy)

16 http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/gry_zagadki_paradoksy/2013/12/30/Kryptarytmy_czyli_arytmetyka_sl/

Thttps://repozytorium.uph.edu.pl/bitstream/handle/11331/3080/Jurasinska.R.Matematyczne%20inspiracje%20w%20sza
radziarstwie.pdf?sequence=1
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http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/gry_zagadki_paradoksy/2013/12/30/Kryptarytmy_czyli_arytmetyka_sl/
https://repozytorium.uph.edu.pl/bitstream/handle/11331/3080/Jurasinska.R.Matematyczne%20inspiracje%20w%20szaradziarstwie.pdf?sequence=1
https://repozytorium.uph.edu.pl/bitstream/handle/11331/3080/Jurasinska.R.Matematyczne%20inspiracje%20w%20szaradziarstwie.pdf?sequence=1

Rozwigzanie:

RS N €

My, w bardzo ciekawej ksigzeczce Katarzyny Lipszyc zatytutowanej: “Kryptarytmy czyli
arytmetyka stow” z 2013 r. znalazlySmy wiele przyktadow polskich alfametykéw. Ponizej jedna

Z tatwiejszych zagadek.

Rozwigzanie to : 496 + 496 + 496 + 496 = 1984

Inspiracja dla ponizszego kryptarytmu byto stulecie
urodzin Stanistawa Jerzego Leca w 2009 roku.

17



Ponizej zadanie, dla ktorego podstawa stato si¢ trzgsienie ziemi w Japonii w 2011 i

spowodowana nim fala tsunami, ktora zniszczyta pacyficzne wybrzeze regionu Tohoku®®,

3.32 % rnzWiqzar}iaf o

TSUNAM -2 MIATA=M

2.3 Zadania z arytmetyki szkieletowej

Zadania z arytmetyki szkieletowej polegaja na odtwarzaniu pelnego zapisu dziatania
arytmetycznego na podstawie jego fragmentow. W dziataniu arytmetycznym, szkielet tworzg miejsca
na cyfry. Czesto w czasopismach szaradziarskich zadania takie nazywane sa dzialaniami
,zamazanymi” lub ,,zaplamionymi”. Pod nazwa, ktorej geneza jest podobna - ,,molowe rachunki -
znane s3 w Chinach i Japonii, gdzie byly popularne juz w XVIII wieku. We wspomnianej juz ksigzce
S. Jelenskiego Lilavati rozdziat 44 nosi tytut “Sptowiate rekopisy” i przedstawia takie zadania.

“Odnaleziono bardzo cenne rekopisy matematyczne, ktore jednak wskutek niewlasciwego
przechowywania sptowialy tak dalece, Ze tylko zarysy niektorych cyfr mozna byto odroznic.
Cyfry nieczytelne oznaczymy gwiazdkami.

8 https://pl.wikipedia.org/wiki/Trzesienie_ziemi w_Tohoku
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Trz%C4%99sienie_ziemi_w_T%C5%8Dhoku

Nalezy w ich miejsce wstawi¢ pierwotnie tam wpisane cyfry wiedzqc, Ze w pierwszym szeregu
dokonywano niegdys dodawania, w drugim odejmowania.”’

: 8 4 [— = | 1 “"""‘f
[ d | | -
i K
§ . RS . !

B Skl e

G523 4K
*Uﬁﬁig

[

Odtworzenie tych dziatan nie sprawito nam zadnej trudnosci.

Trudniejsze begdzie przywrdcenie pierwotnych liczb w tych miejscach rekopisu, gdzie byto
mnozenie lub dzielenie.
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2.4 Algebraf

Algebraf to rodzaj tamiglowki arytmetycznej, w ktorej cyfry zastgpiono literami lub
piktogramami w wyniku czego powstal swego rodzaju szyfr. Rozwigzanie algebrafu polega
na zastgpieniu liter lub piktogramow odpowiednimi cyframi tak, aby powstale w ten sposob liczby
tworzyly poprawne dziatania zar6wno w poziomie jak i w pionie. W algebrafach obowigzuje zasada,
w ktorej takim samym literom odpowiada taka sama cyfra, roznym literom odpowiadaja rdézne cyfry.

Ponizej przyktad rozwiagzanego algebrafu:

AAA + BBB = CCC 444 + 555 = 999

: + | _ N |
_ Dx_EA= FFF 3% 74= 222
‘GAH + IFC= EEE 148 + 629 = 777

Kolejny algebraf jest z naszego podrgcznika do Matematyki dla klasy piate;.
Podczas rozwigzywania tego przyktadu znalazty$my btad. Ponizej proba rozwigzania tego
przyktadu:

Postanowily$§my zmieni¢ ten przyktad, aby byt prawidtowy i po kilku probach powstat mozna
powiedzie¢ “nasz wlasny algebraf”.

21



2.5 Krzyzéwki liczbowe

Krzyzowki liczbowe to zadania, w ktorych zamiast stow lub liter wpisujemy cyfry tworzace
poprawne wyniki lub dziatania. Trudniejsze krzyzowki nalezy rozwiazywaé powoli i dokladnie,
poniewaz jeden maty btad moze spowodowac, ze calg krzyzowke trzeba begdzie zacza¢ rozwigzywac
od poczatku.

Jest wiele rodzajow krzyzowek liczbowych - w jednych nalezy wpisa¢ wyniki dziatan,
W innych wpisa¢ stownie odpowiedz.

Nasza prosta krzyzowka liczbowa:

12
+ 12 =
Rozwigzanie:
6 x 6 = 36
X -
2 12
12 + 12 = 24

22



Przyktad trudniejszej krzyzowki liczbowe;:

16 + = + = 5
+ + +
X 13 =
B e K
8 + = X =
- = + = 14
Rozwigzanie:
16 + 8 = + 3 = 5
8 + 9
2 x 14
8 + 0
10 - 14
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Przyktadem krzyzoéwki numerycznej jest Kakuro (Cross -Sums). Polega na wpisywaniu cyfr
od 1 do 9 tak, aby ich suma wynosila tyle, ile liczba wskazana w pionowym lub poziomym bloku.
W jednym bloku nie moga si¢ powtarza¢ takie same cyfry. Zabawa podobna jest do popularnej gry
sudoku. Jej powstanie wypada na 1950 rok - wtedy ukazata si¢ po raz pierwszy w Official Crossword
Puzzles.

https://www.conceptispuzzles.com/index.aspx?uri=puzzle/kakuro/history

Jak ja rozwigzaé?

v w puste pola wpisujemy liczby od 1 do 9

v' liczby okre$laja, jaka ma by¢ suma wpisanych cyfr (na przyktad 23=9+6+8)
v w obrebie jednej sumy cyfry nie mogg si¢ powtarzaé
v

kazda lamigléwka ma dokladnie jedno rozwiazanie!

2.6. Sudoku

Sudoku (Jpn. su= liczba; doku=poszczegdlna) - to rodzaj ramiglowki polegajaca na
wypetianiu diagramu w taki sposob, aby w kazdej kolumnie, wierszu 1 kwadracie sktadajagcym si¢
zdziewigciu pol (3x3) znalazty si¢ liczby od 1 do 9. Liczby umieszczone w tym samym kwadracie,
kolumnie oraz wierszu nie mogg si¢ powtarza¢'®

19 https://pl.wikipedia.org/wiki/Sudoku
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a. Tradycyjne sudoku + rozwiazanie

Ponizej przyktad sudoku tradycyjnego z naszym rozwigzaniem, aby ulatwi¢ kolejne kroki
zastosowaty$my oznaczenia poszczegolnych kolumn i wierszy jak w popularnej grze ,,Statki” .
Kolejne cyfry od 1 do 9 oprocz juz wpisanych ktore sa w czarnym kolorze bgdg miaty swoj kolor.
Ponizszy diagram sklada si¢ z 81 cyfr , podane mamy 27 cyfr, a wigc do rozwigzania tego zadania
musimy wpisa¢ 54 cyfry zgodnie z zasadami tamiglowki Sudoku.

Zaczynamy:

Krok 1. W pierwszym kroku bierzemy pod uwage
umieszczenie cyfry 7.

I tak Cyfre 7 mamy w polu C7, A6, G2 rysujac z podanych
pol linie prostopadte i réwnolegte jak ponizej wychodzi nam

ze w pierwszym gornym kwadracie zostaje nam jedno pole na
wpisanie cyfry 7 jest to pole B1.

Stosujac analogiczng metode;

9716 8 312 |5

312 1|5 71816 , ,cyfra3 -
5121813716 4| A9.E5 — B6; I8,B3,E3,Gl —H4 ; A9,B6,3D,G1—-C2
6191415 sl2 1317 Cyfra2 - B3 ,D2 .19 — HI ; 19,H1—G4 ; G4,D2—F6, Cyfra
8 21713 516 8 -E2,D8 —F4, , cyfra5—E2,C6—A3;
71315 61214 g8 | A3,E2—I1, Cyfra6 — E6,H5—A4, ,
2 g I 2 2 :; g > 3 Linia pozioma 1. W polu C1 i F1 moze by¢ 6 lub ' cyfraz pola
308 51617 2 C 8 wyklucza ' wCl awiegcCl=6aFl=

cyfra5 - E2,C6—A3; A3, E2—D4;

Srodkowy maty kwadrat : w polu E4 i D6 moze by¢ cyfra ' lub 9. Pole B4 wyklucza cyfre © z E4
awiec E4 = aD6= ,D8=6, ,

Linia pozioma C : w polu C3 i C5 moze by¢ 2 lub 8 cyfra z pola B3 wyklucza ~ z C3 a wigc C3 =8
aC5=2,Cyfra6—E6,H5—A4,14=T7,

Kolumna G: brakuje cyfr 1,8,6 i Tak moze by¢ tylko w G3 poniewaz C8,D9 wyklucza ja
z G8,G9; Cyfra6 =G9 bo z G8 wyklucza ja D8, Cyfra 8 =GS8; G 8,D8§—B9, B9—AS5,

Cyfra 6 A4,D8—B7,B7,H5— 12, Cyfra8 -C3,F4—H2; H2—1I6, ,
Cyfra6 F3, E3 =7, cyfra 5 =B8 ; E2,B8—F9 ;B8,F9—H7, cyfra7 = F8, HY9,
, Cyfra2 =E7,A8 » SUDOKU ROZWIAZANE
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b. Sudoku samurai® - sktada sie z kwadratow potaczonych i nachodzacych na siebie.

E 4 31 2|65
6 2 1 6|5 3[4 2
2 1 2 5(6 4[1 3
| 3 2[4/1]5/6[3 2
1T T 1T (4 6 4/3 5(2 1[4 6
‘ : 51[2 6[3 4|5 1
| 6/3 6 2|4 51326
S 53[1 2|6 4|3 5
3 B 1.4(6 3(2 5|4 1
| 5 4(3 116 2
4 E 3 6[(52[14
3| 1 2(1]/4|615|3
| |

c. Sudoku nieregularne?': zamiast 9-polowych kwadratow wystepuja tu 9-polowe figury
0 nieregularnych ksztattach.

7 8 9 3|7[1[8[2]6]|9]5|4

- 2 8 411|2|6]|3[(5[7|8]9
3 9 6 513(8[7]11]9]4]/2]6

6 8 6l14(5(9])7|3]|8|1|2
6 8 7 916(4]12[8|1]3|7]5

3 7 219(3]15(|6]18[1[4}]7

8 - 3 812|9]14]15]17|6]|3}1
8 5 3 718|6(1[4]12|5]|9]3

7 - 6 115]7(3]19(4[2|6(8

2 Mind Games Sharpen your focus and boost your brain power “ edition published in 2021 By SpiceBox TM.

2L https://docplayer.pl/48245593-X-mistrzostwa-polski-w-sudoku-instrukcje-22-luty-2015-r-kilka-waznych-
informacji.html
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d. Sudoku diagonalne - cyfry w diagramie nie mogg si¢ powtarzac¢ rowniez po przekatnych

kwadratu

6]1]7]8/3/2]9[4[5

5(4]3[1/9/6]8[7]2

[ | (2(8]9]4 5 7|6 1]3]
7|6]5 3 Bl7[6]5/2 41391
119[5]|6/8/3[7]2]4

3 1] 5 413/2]g]71]5[8[6

B 8f2] 7(6[1]3/4 8[2]5]9

2 6[5]132 9|2]4|78|5|1[3]8

5 4 3|6/8]2/1/9]4/8/7

2.7. Calcudoku

Calcudoku (KenKen) (Jpn. su= liczba; doku=poszczegolna) to tamiglowka arytmetyczno-
logiczna wynaleziona przez japonskiego nauczyciela Tetsuya Miyamoto, ktora polega na poprawnym
umieszczeniu liczb w danym diagramie.

Diagram tamiglowki KenKen moze mie¢ wymiary od 3x3 do 9x9. W diagram wpisuje si¢
cyfry od 1 do n, gdzie n jest rozmiarem diagramu; np. w diagramie o wymiarach 3x3 gra si¢ cyframi
od 1 do 3, a w diagramie 9x9 cyframi od 1 do 9. Wewnatrz diagram podzielony jest pogrubionym
obramowaniem na tzw. klatki. Kazda z klatek ma przypisane dzialanie arytmetyczne cyfry wewnatrz
klatki musza spetniac to dziatanie. Cyfry moga powtarzac si¢ wewnatrz klatki, ale nie mogg powtarzaé
si¢ w tych samych kolumnach i wierszach diagramu.

Przyktad rozwigzanego KenKen :
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Kazdy rzad 1 kolumna moze zawierac tylko jedng cyfre od 1 do 3

W przedstawionym przyktadzie:

2- w pierwszej kolumnie; nalezy wpisa¢ cyfry, ktore po odjeciu od siebie dadza wynik 2
(musimy pamigta¢ o tym ze w tym diagramie mozemy uzy¢ tylko cyfr od 1 do 3) wigc sg to
cyfry,,3—-1=2°.

2 X wynik mnozenia 2 daja jedynie cyfry 2 x 1.

3 + wynik dodawania do 3 daja cyfry,,3+0 “’1i,, I+1+1”’ oraz,,2 + | “’a poniewaz nie mozemy
uzy¢ ani cyfry 0 ani trzech cyfr odpowiedzig bedzie ,,2 + 1 .

3 oznacza to, Zze musimy tu po prostu wpisac liczbe 3

5 + wynik dodawania do 5 (w tym diagramie) daja jedynie cyfry ,,2+3”’

Kolejny przyklad rozwiazanego KenKen o wiekszym stopniu trudnosci®?:

o
X

4= 40% 90% 4+ 4- 40% 9

12+

5
2

SV N W

40x 2%

1
4.

7+ = 12é 7
d

90x

2
6

3

ANlaa]lo
o N

4
f3
=
1

T 1 QIS KPR) PN )
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2.8. Zadania z zapalkami

Jednymi z popularniejszych rodzajow zagadek zapatczanych sa tfamiglowki, ktore polegaja
na tym, ze mamy podane bledne rownanie utozone z zapatek i1 nalezy przetozy¢ tylko jedng z nich,
aby powstato zupelnie nowe, prawdziwe rownanie. To sg wtasnie tamigldwki z zapatkami. Tego typu
zadania rozwijaja umiejetnos¢ logicznego myslenia.

Przed wymysleniem réwnan z zapatkami chcialy$Smy stworzy¢ rownanie, ktore da si¢ zapisad
rzymskimi oraz arabskimi cyframi.

W dwoch ponizszych przyktadach nalezy zmieni¢ potozenie jednej zapatki tak, aby réwnania
byly prawdziwe.

1) Wersja z cyframi rzymskimi:

Rozwiazanie powyzszego przyktadu:

W tym réwnaniu nalezy przestawi¢ gorng zapatke z liczby ,, C “ po lewej stronie rdéwnania i potozy¢
ja rownolegle do cyfry | zmieniajac jag w ten sposob w cyfre rzymska L.

2) Wersja z cyframi arabskimi:

Ten sam przyktad zapisujemy za pomocg cyfr arabskich.




Rozwigzanie powyzszego przyktadu:

Rozwigzanie tego rownania polega na przestawieniu dolnej zapalki cyfry 3 po lewej stronie
réwnania tak, aby powstata z niej cyfra 2.

Ponizej przedstawiamy jeszcze jeden podchwytliwy przyktad?. Nie jest on naszego autorstwa,
ale bardzo nam si¢ spodobal. Zasada rozwigzania tego przyktada jest taka sama jak w poprzednich
rownaniach - trzeba przestawi¢ jedng zapatke, aby rownanie byto prawdziwe.

|

1'.

.—..

l_.l_'l

aaEm—— < ——
aEEm—— ——

I
1

Rozwiazanie powyzszego przyktadu:

W rozwigzaniu tego przyktadu warto skupi¢ si¢ na slowie “logiczny”, gdyz przedstawienie tego
roOwnania za pomocg cyfr jest niemozliwe. Aby réwnanie to byto prawdziwe i logiczne usuwamy
zapatke z cyfry 9 i dajemy ja prostopadle nad cyfre 1 i otrzymujemy nie cyfre a stowo STO.

L i T
T T 0

L S —

2z https://www.goldenline.pl/grupy/Pozostale/zagadki-logiczne/zapalki,2069232/
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3. Tworzymy wlasny alfametyk

Rozwigzywanie alfametykéw wymaga nie tylko umiejetnosci logicznego myslenia, ale
rowniez wiele cierpliwosci i zapalu. Przekonaty$my si¢ o tym same. Postanowity§my stworzy¢ swoj
wiasny alfametyk.

Po wielu probach i btedach myslaly$Smy, ze osiagnety$my sukces (zdjecie ponizej):

Patrzac jednak na nasze rozwigzanie znalazlySmy btad - cyfra 1 przypisana jest zar6wno
literze R, jak i T, co jest niestety sprzeczne z definicjg alfametyku. Nasz przyktad jednak tatwo byto
poprawi¢ tak, aby rozwigzanie byto poprawne:
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PrébowatySmy jeszcze na innym przyktadzie. Weale to nie jest takie tatwe. Wydawato nam
sig, ze jestesmy blisko sukcesu tworzac nastgpujace “roOwnanie’:

Probujac  podstawia¢ cyfry okazato si¢, ze aby rdwnanie bylo poprawne
musialyby$my popetni¢ blad ortograficzny i zamiast litery “D” uzy¢ “T”, szkoda, bo pomyst
z owcami bardzo nam si¢ podobat.
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Podczas tworzenia alfametykow w $rodku zimy pomyslatySmy o wakacjach, z ktorymi
kojarzy nam si¢ morze z falami. Mite skojarzenia pozwolilty wymysli¢ wakacyjny Alfametyk :).
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4. Twierdzenia bledne - sofizmaty. Czy to sofizmat czy paradoks?

Na podstawie stownika PWN, sofizmat®* (z gr. cogiopo séphisma — wybieg, wykret), czyli
sztuka ,,wykrecania kota ogonem”, to :

1. zwodniczy ,,dowo6d” matematyczny, pozornie poprawny, lecz faktycznie bledny,
zawierajacy rozmyslnie wprowadzony btad logiczny, trudny do wykrycia na pierwszy rzut
oka;

2. wypowiedz lub sformulowanie, w ktorym $wiadomie zostal ukryty btad rozumowania
nadajacy pozory prawdy falszywym twierdzeniom;

3. wszelka proba dowiedzenia swoich racji, bez wzglgdu na poprawno$¢ logiczng
przedstawionej argumentacji.

Sofizmat prowadzi na ogoét do falszywej tezy, wykorzystujac rozumowanie,
ktore cho¢ pozornie wydaje si¢ prawdziwe, w rzeczywisto$ci zawiera blad 1 ma
LA .

7~ na celu oszukanie stuchacza.

Sofizmat czgsto bywa mylony z paradoksem, cho¢ sa one wyrazami
0 przeciwnym znaczeniu. Roéznica polega na tym, ze paradoks to stwierdzenie prowadzace
do zaskakujacych lub sprzecznych wnioskow.

Wiybitni sofi$ci w starozytnej Grecjii nazywani byli nauczycielami madros$ci trudnigcych si¢
nauczaniem roznych sztuk i nauk takich jak : gramatyka , retoryka , matematyka , fizyka.
Do wybitnych sofistow dziatajacych w V w. p.n.e zaliczamy Protagorasa, Hippiasza, Gorgiasza
i Prodikosa. Byli on wielkimi myslicielami, ktorzy w duzym stopniu zwracali uwage na role stow
w swoich dyskusjach i argumentacjii. O Protagorasie wspotczesni mu mawiali, Ze jest cztowiekiem,
ktory umie poprawnie uzywac stow. Prodikos z kolei zastynat jako badacz synonimow 1 homonimow.
Ich pozniejsi nasladowcey nie poszli jednak ich §ladami 1 w miejsce rzetelnych badan nad jezykiem
zaczeli sie¢ zaymowac sztukg zonglowania stowami, majaca na celu przekonanie, za wszelka ceng,
nawet kosztem logiki i zdrowego rozsadku, stuszno$ci bronionej, czgsto absurdalnej tezy. Stad
wlasnie wzigto si¢ negatywne okreslenie sofistyki jako postugiwania si¢ falszywymi argumentami
celem udowodnienia nieprawdy, To negatywne okreslenie sofistyki pociagnelo za sobg stosowanie
nazwy "sofizmat".

24 W.Doroszewski, ,,Stownik Jezyka Polskiego PAN”’, wyd PWN
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Ponizej przedstawiamy przyktad slownego sofizmatu °, aby cho¢ troch¢ zrozumie¢ o co

w tym wszystkim chodzi.
Czy ryby majq rogi? Kazdy powie od razu, ze nie majg.

A czy ten, ktory tak odpowiedzial, ma rogi? Oczywiscie
nie ma.

Stqd prosty i narzucajqcy sig¢ wniosek - jest on rybg.

Musimy pamigtac, ze sofizmat to pokretne rozumowanie, w ktorym celowo ukryty jest btad
logiczny. Wedlug tego sofizmatu, jezeli ryba nie ma rogoéw i ten, ktory tak odpowiedziat takze nie ma
rogdbw oznacza to, ze jest on rybg. Oczywiscie jest to nieprawda. To, ze oboje nie maja rogéw nie
oznacza, ze¢ oboje sg rybami. Sofizmaty maja nas wlasnie wprowadzi¢ w taki wlasnie btad, ktéry
wydaje si¢ (wedlug tego rozumowania) prawidtowy. Tak naprawdg jest niepoprawny.

Nie wszystkie rozumowania, ktore z pozoru wygladaja na poprawne, takie wlasnie s3.
Sofizmaty kazg wyostrzy¢ myslenie 1 umiejetno$¢ logicznego rozumowania. Warto pamigta¢ o tym,
ze istnieje co$ takiego i uczy¢ sie, jak znajdowac ukryte tam biedy.

Po krotkim wprowadzeniu w $wiat sofizmatéw przechodzimy do sofizmatéw
matematycznych. Ponizej przedstawimy kilka przyktadow takich zadan.

4.1. Sofizmaty geometryczne

Sofizmat geometryczny ,,60 = 58 =59” : Sofizmat ten zostat wymyslony przez L.Vosburgh
Lyons . Na czym on polega?

Rysujemy trojkat rownoramienny o podstawie 10 cm oraz wysokosci 12 cm. Dzielimy go na
sze$¢ czesci (tak jak na ponizszym rysunku). Obliczamy pole powierzchni tego trojkata, ktdre rowne
jest sumie pol wszystkich jego czesci:

%5 https://www.polskieradio.pl/10/3951/Artykul/1577989,Sofizmaty-Dlaczego-wszyscy-jestesmy-rybami
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Obliczamy pole powierzchni

1
P = 2 x podstawa x wysokos¢

i
I -m

1
P=Ex10c'mx12c'm

P = 60cm?

Pole tego tréjkata wynosi 60 cm?.

Interesujace jest to, ze z tych szesciu figur mozemy zbudowaé trdjkat o takich samych
wymiarach, co powinno wskaza¢, ze pole powierzchni powinno wynosi¢ tyle samo, co w pierwszym
przypadku, czyli 60 cm?. Jednak po zbudowaniu tego trdjkata w $rodku pozostaje pusta przestrzen
W ksztalcie prostokata.

Obliczamy pole powierzchni
P tréjkata = 60 cm?

Jednak od tej powierzchni musimy odjaé pole

prostokata, ktore powstalo w srodku tréjkata.
P=1cmx2cm

P=2 cm?
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I tak oto pole nowego trojkata o tych samych wymiarach zbudowanego z tych samych figur
jest rowne 58 cm?!

Na tym jednak nie koniec budowania. Okazuje si¢, ze z tych samych czg¢sci mozna zbudowaé
kolejng figurg. Tak jak w poprzednich przyktadach obliczymy jej pole powierzchni.
Obliczamy pole powierzchni powstalej figury :
P prostokata=a<b
P=7cme+9cm
P =63 cm?

Od tego pola musimy odja¢ pole biatego

kwadratu, ktére wynosi:

P=2cm*2 cm=4 cm?

Obliczamy pole powierzchni powstatej figury :

Powierzchnia nowej figury utworzonej z tych samych figur, co w dwoch poprzednich
przyktadach réwna sie 59 cm?.

Wyjasnienie:

Pierwszy rysunek sugeruje, ze trojkat sktada si¢ z dwoch wielokatow w ksztatcie litery L
(o catkowitych dtugosciach wszystkich bokow), dwoch wiekszych trojkatow prostokatnych 3x7 oraz
dwoch mniejszych trojkatow prostokatnych 2x5. Tak naprawde jednak, wigksze trojkaty prostokatne
musiatyby mie¢ wysokos$¢ 7,2 cm, a mniejsze ,,trojkaty” — by¢ trapezami o bardzo matej gornej
podstawie (lub nalezatoby powiekszy¢ nieco figury w ksztalcie litery L). Analogiczny btagd mozna
popehi¢ patrzac na drugi rysunek. Jesli brzegi figur narysuje si¢ grubg linig lub wytnie si¢ je
niestarannie, mozna nie zauwazy¢ niewielkich niedokladnos$ci, ktére jednak razem dajg nawet

centymetrowe bledy przy wyliczaniu pola powierzchniZ®

% http://www.ceti.pl/gralinski/archiwumfi/6ct.ntm ----- > zadanie z tréjkgtem
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Sofizmat geometryczny ,,65 = 64 = 63”

Rysujemy kwadrat o dowolnej wielkos$ci i1 dzielimy jego boki na 8 jednakowych odcinkéw
oraz caly kwadrat na cztery czesci jak na rysunku.

Kwadrat zawiera w sobie 64 mate kwadraty

Rysunek 1

(jego pole wynosi 64).

Obliczmy pola poszczegolnych czesci.

_ (3+5)'5_8-5

=20
! 2 2
Py = Py
3-8
Py = T=12: Pry

Z powstalych czesci jezeli je odpowiednio przetozymy otrzymamy nastepujacy wielokat oraz

prostokat:

Mozna by przypuszcza¢, ze obydwie figury
Rysunek 2, 3 (jako zlozone =z tych samych trojkatow
| trapezOw) powinny mie¢ jednakowe pole,
ktore ponadto jest rowne 64 — jako pole naszego
wyjsciowego kwadratu.

I

—_—

{

Jak tatwo jednak sprawdzi¢, ilo§¢ matlych
kwadracikoéw bedzie w wielokacie wynosita 63,
a w prostokacie 65

!

—

Czyli otrzymaty$my sofizmat, ze 65 = 64 = 63!

<

A to nie koniec dowodow. Okazuje si¢ ze rownos$¢ 64 = 63 mozna przedstawic jeszcze inaczej.
Bierzemy na poczatku ten sam kwadrat co na poczatku i dzielimy go jak na rysunku ponizej
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Wykonujemy ruchy - zsuwamy czg$¢ gorna (po prawe;j stronie) do podstawy, a maty powstaty z lewej
strony trojkat przenosimy na dol na prawa strone.

Po wykonanych ruchach z kwadratu liczacego 64 kwadraciki otrzymujemy prostokat sktadajacy si¢
Z 63 malych kwadratow.

A wiec 64 = 63.

Na czym polega btad w powyzszych sofizmatach geometrycznych tatwo pozna ten kto
posiada:

grafion dobry liniat ekierke

= P P B e e
3 ?3:_-lys:ii7]89\1['0_(!!%!4!5!‘!71319:

Dewrdny

[T R RPN, )
A B1 B2 8 B4 8S 30 X/ B8 ¥ 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 I C
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4.2. Sofizmaty algebraiczne

Przyklad 1

Czy 1 =2 ??!!! Po dotychczasowej edukacji matematycznej wydaje si¢ to nieprawda i cigzko si¢ z tym
pogodzi¢. A moze to jednak prawda? Zobaczmy.

1=2

Oto "dowodd", ze 1 = 2:

2=2

Ta sama rdwno$¢ zapisujemy jako rownanie:

3-1=6-4

Jest to prawda nie mozna temu zaprzeczyc.

Nastegpnie rownanie to mnozymy przez -1 co réwniez nic nie zmienia w poprawnosci tego rOwnania
i jest ono dla nas oczywiste :

1-3=4-6
Nastepnie do obu stron rownania dodajemy te same liczby np. kochane utamki 2.

1-3+2=4-6+-
4 4

Po tym dzialaniu okazuje si¢, Ze zardwno prawa jak i lewa strona réwnania stanowia kwadraty dwoch
roznic:

(L-3p=@2-3)

Kolejnym krokiem jest wyciagnigcie pierwiastka drugiego stopnia, po ktdrym nasze réwnanie
wyglada w nastepujacy sposob:

1_5:2_
2

N | W

Ostatni etap tego rownania to dodanie do obu stron liczby 5 - CO Jest zupetnie prawidtowe.

Otrzymujemy wowczas rozwigzanie rOwnania, ktore ukazuje nam ze:

1=2

40



Rozwiazanie:
. 3., 3., . . 3 _ 3
To,ze(l—z) =(2- E) meoznacza,zel—E—Z- >
. . 3_ 1 1
poniewaz 1 —==--, a 2—=-==
2 2 2

cho¢ ich kwadraty sg sobie rowne . Zapominamy o tym, ze kwadraty liczb ujemnych sa dodatnie,
podobnie jak kwadraty liczb dodatnich.

Przyklad 2

Czy jest mozliwe by 1 ztoty = 1 grosz???
1 zt=100 gr

1 zt=10gr « 10 gr

1zt=0,1zt+0,1 2zt

1zt=0,01 zt
lzt=1gr
Wyjasnienie :

1 zt =10 *10 gr, a nie jak przyjeto 10 gr * 10 gr. Co prawda liczby si¢ zgadzaja, ale miana jednostki
juz nie.
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5. Paradoks matematyczny

Stowo “paradoks” pochodzi z jezyka greckiego - mapddo&og paradoxos - 0Oznacza
,hieoczekiwany, nieprawdopodobny, zadziwiajacy”, a definicje hasta brzmig w nastepujacy sposob:

“l1. «twierdzenie zaskakujaco sprzeczne z przyjetym powszechnie mniemaniem Sytuacja
pozornie niemozliwa, w ktorej wspoétistniejg dwa catkowicie rozne lub wykluczajace si¢ fakty»

2. «rozumowanie pozornie oczywiste, ale wskutek zawartego w nim biedu prowadzace
do wnioskow jawnie sprzecznych ze sobg lub z uprzednio przyjetymi zatozeniami»?’ ”

Pojecie paradoksu w ksigzce “Badanie bezkresu” zdefiniowane jest jako wyjScie
W rozumowaniu od pewnej przestanki i zmierzanie do sprzecznych wnioskéw, poddajac w
watpliwosé wyjsciowa przestanke 8.

Jak to si¢ zatem stato, ze funkcjonuje w matematyce? Jak w matematyce moga istnie¢
wykluczajace si¢ fakty 1 sposob argumentacji sprzeczny ze zdrowym rozsadkiem?

Przyjrzaly$my si¢ kilku paradoksom matematycznym i temat nas bardzo zaintrygowat.

“Scheda Araba” to jedna z najstarszych zagadek, najprawdopodobniej pochodzenia arabskiego,
nieznanego autora, zamieszczona ze wspomnianej juz wczesniej ksigzce Lilavati S. Jelenskiego,
wydaje nam si¢ paradoksem.

Arab pozostawit 3 synom do podziatu stado
wielbtqgdow. Najstarszy miatl otrzymac potowe,
Sredni syn %, a najmiodszy 1/9 czesé¢ stada.
Stado liczylo 17 sztuk. Synowie zwrocili si¢ o
pomoc do sedziego, ktory zapozZyczytl jednego
wielblgda i podzielil. Starszy dostal 9 sztuk,
Sredni 6, a najmiodszy 2, a pozyczonego
Zwierzaka oddano wiascicielowi. Co ciekawe
kazde z dzieci dostato wiecej niz wyznaczyt

ojciec. jeden o ¥ zwierzecia wiecej, drugi o % ,
a trzeci o 1/9 wielblgda.

Czyzby rachunek matematyczny si¢ zgadzal mimo, ze spadkobiercy otrzymali wigcej niz zaktadat
testament?

27 https://sjp.pwn.pl/sjp/paradoks; 2570587

8 Gracian E. (2012) “Badanie bezkresu Nieskornczono$¢ w matematyce” RBA
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Jednym z lepiej znanych paradoksow jest paradoks
Grand Hotelu zwany rowniez paradoksem hotelu
Hilberta, od nazwiska niemieckiego matematyka
Davida Hilberta (1862-1943), ktory go zdefiniowat,
aby pokaza¢ jaki problem kryje si¢ za bezwiednym
rozumieniem zbioréw z nieskonczong iloscia

elementow.

A oto opis paradoksu z nieskonczong iloscig hotelowych pokoi:

., Wyobrazmy sobie, ze jestesmy portierem w Grand Hotelu, w ktorym jest nieskonczona liczba pokoi.
Wszystkie pokoje sq juz zajete, gdy przychodzi do nas kolejny klient chcgcy wynajgé pokdj.
Wydawatoby sie, ze sytuacja jest bez wyjscia i musimy klienta odprawié z kwitkiem. Na szczescie nasz
hotel ma nieskonczong liczbe pokoi, wiec mozemy wykonac sprytny trik: klienta z pokoju numer 1
przekwaterujemy do pokoju nr 2, tego z pokoju nr 2 do pokoju nr 3,itd *

gosc¢ 1 gosC 2 gos¢ 3 gosC 4
» ¢ . .t, ' % ' I ' .(
1 ' i : 1 1
; 21 2 i) B 4 Yornm]
g ] RmmEd 1 RmEed ] RmmE—d L
'-VL_ _ & l\‘ '..l:[; S .

Ogolnie mozna powiedzie¢, ze dokonujemy przekwaterowania klientow z pokojow n do pokojow
n+1. W ten sposob wszyscy nasi wczesniejsi klienci maja, gdzie mieszka¢, a my mamy wolny pokoj
nr 1, do ktérego mozemy zakwaterowac naszego nowego goscia.

Tak wigc, mimo ze hotel byl znalazto si¢ miejsce dla nowego klienta znalazto si¢ miejsce dla nowego

klienta.

2 https://pl.wikipedia.org/wiki/Paradoks_Hilberta
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Bedac portierem w naszym nieskoniczonym hotelu mamy jeszcze wigcej mozliwosci. Nawet

jesli przyjedzie do nas nieskonczona (ale przeliczalna) liczba autobuséw z nieskonczong
(przeliczalng) liczbg klientow w kazdym z nich, to nadal mozemy ich wszystkich zakwaterowac
dokonujac kolejnego, nieco bardziej ztozonego triku z zamianami pokojoéw: najpierw trzeba opréznic
pokoje hotelowe z nieparzystym numerem poprzez chwilowe umieszczenie ich gosci w np. autobusie
nr 1. Klientéw z autobusu nr 1 umieszczamy tymczasem w pokojach z numerami 3", gdzie n to np.
numery miejsc w autobusie (wszystkie te pokoje beda nieparzyste, czyli juz wezesniej oproznione).
Potem umieszczamy klientow z autobusu 2 w pokojach o numerach 5". Nastepny autobus po6jdzie
do pokojow 7",

Opisany tu paradoks nie jest sprzeczny z logika, lecz tylko z intuicyjnym pojmowaniem liczby
elementow w zbiorach nieskonczonych™,

Pokazuje on tylko, ze moc przeliczalnych zbiorow nieskonczonych jest zawsze jednakowa, nawet

wtedy, gdy dany zbior jest podzbiorem innego zbioru.

Paradoks Kawalera de Méré

Do zilustrowania tego paradoksu bedziemy potrzebowac¢ 3 kostek do gry, ktorymi rzucamy
kilkanascie razy. Notujemy, ile rzutéw dato sume oczek 11 aile 12.

30 https://pl.wikipedia.org/wiki/Paradoks_Hilberta
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Spréobujemy sprawdzi¢ prawdopodobienstwo wypadnigecia sumy oczek 11 1 12 przy rzucie
trzema kostkami.
Pozornie prawdopodobienstwo to powinno by¢ takie samo, poniewaz mamy po sze$¢

kombinacji dla sumy zaréwno 11, jak i 12. Zobaczmy:
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A. 11=|1+4+6 B. 12=|1+5+6
1+5+5 2+4+6
2+4+5 2+5+5
2+3+6 3+3+6
3+3+5 3+4+5
4+3+4 4+4+4

Jest to jednak niewlasciwe rozumowanie, okazuje si¢, ze rzucajac kilkoma kostkami
koniecznie nalezy je rozrozni¢. Rezultatem rozrdzniania ko$ci, jest to, ze nastgpujace wyniki
traktujemy jako rézne: (1,5,6), (1,6,5), (5,1,6), (5,6,1), (6,1,5), (6,5,1).

Poniewaz uwzgledniamy kolejnos$¢, to wszystkich mozliwych wynikow jest 6 - 6 - 6 = 216. Istnieja
trzy zestawy roznych cyfr sposréd {1,2,3,4,5,6} dajacych nam w sumie liczbe 11 oraz 3 zestawy
dwoch jednakowych cyfr i jednej inne;.

e po 6 ustawien liczb 1, 4, 6; 2, 4, 5 oraz 2, 3, 6,
e po 3ustawienial,5,5; 3,4,4o0razbh, 3, 3.

Zatem A=3-6+3-3=18+9=27.

Jesli chodzi o liczbe 12 sytuacja troche si¢ r6zni. Sg trzy zestawy roznych cyfr, ale tylko 2 zestawy
dwoéch jednakowych 1 jednej innej. Ostatni zestaw sklada si¢ z trzech czworek, zatem mozliwos¢
ustawienia jest tylko jedna

e po 6 ustawien liczb 1, 5, 6; 2,4, 6 oraz 3,4, 5,
e po 3 ustawienia 2, 5, 5 oraz 3, 3, 6,
o 1 ustawienie 4, 4, 4.

StadB=3-6+2-3+1=18+6+1=25.
Obliczajac teraz prawdopodobienstwo obydwu zdarzen otrzymujemy:

P(A) =27 : 216 = 0.125
P(B) = 25: 216 = 0.116

Z powyzszych obliczen wynika, ze prawdopodobienstwo wypadnigcia sumy 11 jest wigksze

niz prawdopodobienstwo wypadnigcia sumy 12, cho¢ zeby dostrzec rzeczywiscie roznice nalezatoby
wykona¢ wiele tysiecy powtorzen rzutow.
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Teraz czas na paradoksy geometryczne i na pytanie - czy na dtuzszym odcinku zmieSci si¢
wiecej punktow niz na krotszym?

Okazuje si¢ ze nie. Aby to udowodni¢ faczymy konce obu odcinkéw wyznaczajac punkt
przecigcia, potem rysujemy proste przez punkt przecigcia, co pokazuje ze kazdy punkt na dluzszym
odcinku ma odpowiednik na krétszym:

Paradoks Hoopera
Kolejng ciekawostke - zwang paradoksem Hoopera, opublikowang przez autora w 1774
roku, zilustrowaty$my samodzielnie:

Prostokat ma wymiary 10 jednostek na 3, co daje powierzchni¢ 30.

P=10x3=30

a7



Ale jego rozciete kawatki wydaja si¢ tworzy¢ dwa inne prostokaty, o polach 12 i 20. Skad pochodza
te dwie dodatkowe jednostki?

P=6x2+4x5=32

Paradoks Hoopera to fatszywy paradoks oparty na ztudzeniu optycznym.

Powierzchnia 30 jednostek kwadratowych zostata przeksztalcona w 32, dzigki przecigciu, zmianie
proporcji figur i stopnia nachylenia przekatne;.

Dzigki takim "zabiegom" Paradoksowi Hoopera mozna nada¢ nieskonczong ilo$¢ form i zwigkszy¢
lub zmniejszy¢ powierzchnig figury, im mniejsze réznice tym trudniej odkry¢ "oszustwo".
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Paradoks Zenona z Elei

Starozytny filozof grecki Zenon z Elei jest autorem kilku
zaskakujacych teorii prowadzacych do twierdzen
sprzecznych ze zdrowym rozsadkiem, dotyczacych ruchu.
Najbardziej znanym jest wyscig Achillesa i zotwia

————X

————

Achilles i zotw staja na linii startu wys$cigu na dystansie 100 m. Zat6zmy, ze Achilles potrafi biegac
dwa razy szybciej od zotwia. Aby da¢ szans¢ z6twiowi, jego start umieszczono w potowie dystansu.
Gdy Achilles dobiegnie do miejsca, z ktorego startowat zotw, z6tw przepetznie 25 metroéw.

Gdy Achilles przebedzie to 25 m, zotw przebedzie 12,5 m itd., wiec Achilles nigdy nie dogoni

z0twia® %2,

3L https://pl.puntomarinero.com/paradoxes-of-zeno-of-elea/

32 Kowal S. (1989) “Przez rozrywke do wiedzy Rozmaitosci matematyczne
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Paradoks Zenona z Elei w nowej postaci

Ten starozytny przyktad paradoksu w nowej postaci znalaztySmy w Rozgrywkach
matematycznych Lilavati Szczepana Jelenskiego;

Punktualnie o potnocy lub w potudnie obie wskazowki
| [=
1 1 zegara stojg ponad godzing 12.
10 & W godzing p6zniej wskazéwka godzinowa stanie na liczbie
1, a minutowa bedzie nad liczbg 12.
3 Gdy minutowa wskazowka dojdzie do liczby 1, godzinowa
przesunie si¢ naprzod o 5/12 podziatki minutowej; gdy
8 U minutowa wskazowka dojdzie juz do tego punktu,
wskazowka godzinowa zndéw przesunie si¢ dalej - i tak
g g A

o

b mozna ciggna¢ w nieskonczonosc¢.

Wiasciwie wskazowka minutowa , “zasadniczo” i1 “teoretycznie” nie powinna by wyprzedzi¢ ani
nawet dogoni¢ wskazéwki godzinowej!

W owym wyscigu wskazowek, podobnie jak w wyscigu Achillesa z z6twiem, rzecz polega na tym,

ze kolejne przesunigcia wskazowki minutowej daja szereg geometrycznych nieskonczenie
malejgcych’.
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Stowniczek33:

(str. 8) - to ciag liczbowy, w ktorym kazdy wyraz oprocz pierwszego jest
iloczynem wyrazu poprzedniego i pewnej stalej nazywanej ilorazem ciggu.

(str. 44) - (inaczej liczba kardynalna) uogolnienie pojecia liczebnosci zbioru. Kazdemu
zbiorowi przypisana jest doktadnie jedna liczba kardynalna. Moc zbioru skonczonego rowna jest
liczbie jego elementow, tak wiec w przypadku zbioréw skonczonych liczbami kardynalnymi sg liczby
naturalne. Jesli chodzi o zbiory nieskonczone, to moc zbioru okre§lamy liczbami kardynalnymi
nieskonczonymi.

(str. 45) - (w uproszczonym znaczeniu) to szansa na wystapienie jakiego$
zdarzenia, natomiast w matematycznej teorii prawdopodobienstwa, rodzina miar stuzacych do opisu
czestosci lub pewnosci tego zdarzenia.

(str. 20) - znakiem rysunkowym, ktory stuzy do zapisu tresci. Piktogramem jest np. znak
drogowy, znak informacyjny i inne rodzaje tym podobnych znakow.

(str. 10) - to wszelki zwigzek lub zalezno$¢ migdzy elementami zbiorow, np. pokrewienstwo
czy przyjazn miedzy ludzmi, posiadanie wigkszego ciezaru lub wyzszej temperatury miedzy
przedmiotami fizycznymi, mniejszos¢ czy podzielnos¢ miedzy liczbami, podobienstwo miedzy
figurami geometrycznymi itd.

(str. 12) - graf spelniajacy warunek, ze dla kazdej pary wierzchotkow istnieje $ciezka,
ktora je taczy. Graf nie posiadajacy powyzszej wlasnosci to graf niespojny. Warunkiem koniecznym,
by graf skierowany byt spdjny, jest spojnos¢ jego grafu podstawowego (tego samego grafu bez
kierunkéw na krawedziach).

(str. 44) - jedno z podstawowych poje¢ matematyki: zbior jest pojeciem pierwotnym teorii
mnogosci. Przedmioty, z ktorych sktada si¢ zbior, nazywamy elementami tego zbioru (zbiory
oznaczamy duzymi literami, a ich elementy matymi).

(str. 44) - zbior posiadajacy nieskonczenie wiele elementow.

(str. 46) - to taka sytuacja, w ktorej mozemy zapytac ,,Co si¢ stato?””.

L. Filist, A. Malina , A. Solecka : ,, Stownik Matematyczny” wyd. Europa, 2003 r.
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