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Zeep6t Sakét Ogéinoksztaleacych Nr 1 Nowy Targ, 22 11 2022
w Nowym Targu
34-400 Nowy Targ, Pl. Krasifiskiego 1
tel./fax (18) 26629565, 2863458

NIP 73510292056 Regon 000702848 INFORMACJA NAUCZYCIELA

Kacper Btachut jest uczniem klasy drugiej o poszerzonym programie nauczania matematyki,
fizyki i jezyka angielskiego. W Matopolskim Konkursie Prac Matematycznych startuje po raz szosty,
tym razem piszac prace pt. ,O0 pewnym problemie przeliczania unikalnych przeksztatcen na zbiorach
skoniczonych”. Praca jest w zupetnosci napisana przez Niego samodzielnie, dotyczy oryginalnych
i ciekawych zagadniern zwigzanych z teorig grup i analizg kombinatoryczng — dyscyplin
matematycznych daleko odbiegajacych od tresci zawartych w podstawie programowej nauczania
matematyki w szkole ponadpodstawowej. Wychodzac od prostego przyktadu dotyczacego unikalnego
kolorowania uktadu krat 3x3 dwoma kolorami dochodzi do ciekawych i oryginalnych wynikéw, ktére
dotycza modyfikacji wzoréw przeliczeniowych Burnside’a, a takze Polya. Przytacza wiele przyktadow,
samodzielnie opracowat do nich oprogramowanie komputerowe utatwiajgce dtugie i zmudne
obliczenia. Nalezy podkresli¢, iz otrzymat nowy, nieznany dotychczas wzér na liczbe dwukolorowych
uktadéw kratek kostki tréjwymiarowej n® unikalny pod odbiciami lustrzanymi, obrotami i zmiana
barw.

Kacper nieustannie poszerza swojg wiedze i umiejetnosci matematyczne, czego dowodem
jest niniejsza praca. Zagadnienia w niej zawarte okazaty sie dla mnie nowoscig, dlatego praca
z Kacprem daje duzo satysfakcji.

J—

Joanna Trybuta
telefon: 696678958
e-mail: trybula.joanna@gmail.com
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|. Wprowadzenie

I.1. Od czego sie zaczeto?

Od pewnego czasu interesuje sie problemami z teorii grup. Na poczatku nawet nie wiedziatem,
ze pochodzg one wtasnie z tej dziedziny matematyki. Wszystko zaczeto sie od zadania, ktérego
tresc¢ brzmiata: lle jest mozliwych unikalnych kolorowan dwoma kolorami uktadu kratek 3x3
pod symetriami kwadratu i symetrig koloréw? Juz nawet nie pamietam, czemu chciatem
rozwigzac to zadanie, ale intrygowato mnie ono od dawna. Teraz wiem, ze przede mng wiele
0sOb prébowato rozwigzywa¢ podobne zagadnienia, ale wtedy bylo to moje wtasne
(wymyslone przeze mnie) zadanie.

Aby rozwigza¢ to zadanie musimy zrozumie¢ wszystkie terminy z powyzszego polecenia.

Przez uktad kratek 3x3 rozumiemy kwadrat, podzielony na trzy réwne czesci poziomo i trzy
réwne czesci pionowo. Taki podziat tworzy 3 x 3 = 9 pdl:

- e " ™

A

.. A, A v,

Rysunek 1 — Uktad kratek 3x3

Kolorowanie danego ukfadu mozemy zdefiniowa¢ jako uktad, w ktédrym kazde pole
pokolorowane jest na jeden z mozliwych koloréw. W tresci zadania podane jest, ze mamy do
dyspozycji 2 kolory (bede wykorzystywat kolor czerwony i niebieski). To znaczy, ze kazde pole
mozemy pokolorowacd na jeden z tych dwdch koloréw:

Rysunek 2 — Dwa kolory (czerwony i niebieski)
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Przyktadami kolorowan na naszym uktadzie sg ponizsze rysunki:

Rysunek 3 — Przyktadowe kolorowania

Symetria kwadratu — odwzorowanie kwadratu w siebie zachowujgce odleglosci jego
wierzchotkéw wzgledem siebie (zob. rozdziat /1.1). Zbiér symetrii kwadratu zdefiniowanych
w ten sposdb zawiera tylko 8 symetrii: pozostawienie kwadratu w spoczynku (symetria
neutralna), obrét kwadratu o 90°, 180° lub 270° oraz odbicie lustrzane kwadratu pionowo,
poziomo lub wzdtuz obu przekatnych. Ponizej przedstawiam jak powyzsze symetrie wygladajg
na przyktadowym kolorowaniu ukfadu kratek:

Symetrie

neutralna obrot o 90° obroét o 180° obrot o 270°

odbicie wzdiuz osi pionowej odbicie wzdtuz przekatne] odbicie wzdiuz osi poziomej odbicie wzdtuz przekatnej

Rysunek 4 - Symetrie kwadratu na przyktadowym kolorowaniu
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Symetria koloréw — permutacja zbioru koloréw. Czyli w przypadku zbioru majgcego 2 kolory
R B) (R B
R B/"\B R
przyktadowym kolorowaniu powyzsze symetrie wygladajg nastepujgco:

istniejg 2 symetrie: ( ), gdzie R oznacza kolor czerwony, a B kolor niebieski. Na

Rysunek 5 - Symetria koloréw w kwadracie

Unikalnos$¢ oznacza tyle, ze gdy mamy kolorowania a i b, takie ze po zastosowaniu jednej
z wymienionych powyzej symetrii (symetrie kwadratu badz symetria koloréw) lub kilku z tych
symetrii jedna po drugiej na kolorowaniu a otrzymamy kolorowanie b, to a i b sg identyczne
(jest to to samo kolorowanie). Zgodnie z tym stwierdzeniem wszystkie kolorowania na
Rysunku 4 i Rysunku 5 sg identyczne.

W zadaniu musimy odpowiedzie¢ na pytanie ,ile”, co oznacza, ze musimy podac liczbe. Jest to
ilo$¢ wszystkich takich kolorowan, z ktorych zadne dwa nie sg identyczne.

|.2.  Elementarne rozwigzanie kombinatoryczne zadania

Po wyjasnieniu wszystkich termindéw zadanie nadal wydaje sie skomplikowane. Mozemy go
rozwigza¢ dwoma sposobami:

e Samemu przeanalizowac wszystkie mozliwe kombinacje kolorowania i sprawdzenie czy
sg unikalne

e Lub wykorzysta¢ algorytmy czy tez wzory matematyczne wymagajgce jednak
znajomosci pojec z teorii grup i analizy kombinatorycznej.

Pierwszy sposob jest czasochtonny i niedoktadny — wymaga sprawdzenia unikalnosci kazdego
kolorowania. Sprobujmy jednak podejs¢ do tego problemu od strony matematyki (czyli drugim
sposobem).

Rozwigzujac  zadanie tym sposobem  wykorzystywatem elementarne narzedzia
kombinatoryczne do wyznaczenia maksymalnej i minimalnej wartosci pokolorowan. Aby
obliczy¢ maksimum zauwazamy, ze mamy 9 pél i 2 kolory, wiec istnieje 2° = 512 mozliwych
kolorowan (nie patrzgc na symetrie). Natomiast przy wyznaczaniu minimum uznajemy, ze dla
kazdego kolorowania istnieje 82 =16 (8 symetrii kwadratu i 2 symetrie kolorow)
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kolorowan identycznych do niego. Oznaczatoby to wtedy, ze istniejg tylko 51%2=32

kolorowania.

Préba przyjecia zatozenia, ze to minimum to tak naprawde rzeczywista (poszukiwana) ilos¢
kolorowan okazuje sie niepoprawna. A to dlatego, ze, wszystkie symetrie dziatajgce na jednym
kolorowaniu stworzg inne kolorowanie. Istniejg jednak kolorowania, ktére po zastosowaniu
tych symetrii tworzg mniej niz 16 identycznych kolorowan. Na przyktad 8, 4 lub 2:

Rysunek 6 - Przyktady kolorowan majgcych odpowiednio
8, 4, 2 obrazéw pod dziataniem réznych symetrii

Rozpatrywany uktad ma 9 pdl. Jezeli policzymy mozliwe ilosci koloréw w jednym kolorowaniu
na tym uktadzie to mozemy zauwazy¢, ze mamy nastepujgce mozliwosci: 9 pdl czerwonych
(9R), 8 pdl czerwonych i 1 niebieskie (8R,1B), 7 pdl czerwonych i 2 niebieskie (7R, 2B), itd.
Zauwazmy, ze jezeli zastosujemy odpowiednig symetrie koloréw to wszystkie kolory zmieniajg
sie na przeciwne, wiec ilosci tych koloréw zamienig sie miejscami — np.: 3 czerwone
i 6 niebieskich zmienia sie na 6 czerwonych i 3 niebieskie (3R, 6B — 6R, 3B). Oznacza to, ze
jezeli policzymy, ile jest kolorowan majgcych 3 pola czerwone i 6 niebieskich, to nie musimy
braé pod uwage zadnych kolorowan majacych 6 pdl czerwonych i 3 niebieskie, gdyz wszystkie
z nich bytyby identyczne do kolorowan majgcych 3 pola czerwone i 6 pdl niebieskich (czyli
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kolorowania 3R, 6B s3 identyczne do kolorowan 6R,3B, w skrécie 3R, 6B = 6R,3B — s3
rownowazne). Wiec jakie ilosci koloréw musimy bra¢ pod uwage? tatwo zauwazyg, ze:

9R = 9B
8R,1B =8B, 1R
7R,2B = 7B, 2R
6R,3B = 6B,3R
5R,4B = 5B, 4R

Powyzszy rozktad pozwala nam na stworzenie nowych granic. Maksimum bedzie sumg ilosci
kolorowan majgcych 9R i 8R,1B i 7R, 2B i 6R,3B i 5R,4B. Te wartosci mozemy policzy¢
wykorzystujgc symbol Newtona:

(5)+(g)+ (5)+ () + () = 2s6

Teraz stosujgc to samo rozumowanie co przy poprzednio wyznaczanym minimum mozemy

. - . . 256 . .
obliczy¢, ze nasze nowe minimum jest rowne ek 32 ... czyli tyle samo co poprzednio.

Wiasnie do tego miejsca doszedtem gdy pierwszy raz prébowatem rozwigzac ten problem.
Pomyslatem sobie, ze 256 kolorowan to wcale nie jest tak duzo i zaczatem je realizowac. Po
kilkukrotnym sprawdzeniu, czy te kolorowania, ktére znalaztem sg poprawne doszedtem do
wniosku, ze znalaztem odpowiedz na pytanie zawarte w zadaniu i jest ich 51. | dzieki temu, ze
policzytem to recznie, moge teraz przedstawi¢ wszystkie otrzymane istotnie rdzine
kolorowania:

Rysunek 7 - Wszystkie unikalne kolorowania uktadu kratek 3x3 (opracowanie wtasne)
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Rysunek 7 mozemy wykorzystac¢ do jeszcze lepszego zrozumienia unikalnosci (Rozdziat 1.1.).
Wybierajagc dowolne dwa kolorowania przedstawione na rysunku 7 niemozliwe jest
znalezienie symetrii takiej, ze po jej zastosowaniu na pierwszym kolorowaniu otrzymujemy
drugie.

Rozwigzujac to zadanie pierwszym sposobem zauwazytem, ze problem ten mozna uogélnic
poprzez zmiane wielkos$ci uktadu kratek z 3x3 na n x n. Policzytem wiec recznie rozwigzania
problemun < 3,czylidlan=2in=1:

Rysunek 8 - Wszystkie unikalne kolorowania uktadu kratek 2x2

Rysunek 9 - Wszystkie unikalne kolorowania ukfadu kratek 1x1

Z przypadkdw, ktdre rozwigzatem bezposérednio dlan € {1,2,3} powstat cigg liczb: 1, 4, 51.
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Il. Uogodlnienie, cele dalszego badania, pojecia, definicje
| Uzywane oznaczenia

W przypadku n >3, a szczegblnie dla n =4 po obliczeniu wartosci minimalnych
i maksymalnych (min: 4096, max: 65536) uznatem, ze tego juz bezposrednio liczy¢ nie bede.

Tak sie skfada, ze w Internecie istnieje narzedzie do szukania ciggéw: OEIS (Online
Encyclopedia of Integer Sequences)! Wpisujgc tylko te 3 pierwsze wyrazy ciggu pokazuje sie
19 réznych ciggdw i drugim z nich jest wtasnie ten, ktéry tutaj rozwazalismy (w OEIS oznaczany
jako A182044). Cigg ten opisany jest jako: ,, The number of black and white n X n grids distinct
under reflections, rotations, and flipping color.”, czyli: ,llo$¢ czarno-biatych uktadéw kratek
nxn unikalnych pod odbiciami lustrzanymi, obrotami i symetrig koloréw.”. Podany jest wzér
dla tego ciggu:

FORMULA a(2n) = (6*27(2*n"2) + 4*%2~(n"2) + 2*¥27(n*(2*n+1)) + 2"(4*n"2)) / 16,
a(2n+1) = (27((2*n+1)72) + 2*27(1+n*(n+1)) + 2*2~((n+1)*(2*n+1)) + 2"(n*(2*n+2)+1)
+ 2¥27((2*n+1)*(n+1))) / 16.

Ktory po odpowiednim sformatowaniu przyjat intrygujgcg mnie posta¢ matematyczng:
1
a(@n) = (62" + 4x27 + 25200 4 )

a(zn 1+ 1) — 1_16 (2(2n+1)2 4 2% 21+n(n+1) 4+ 2% 2(n+1)(2n+1) + 2n(2n+2)+1 42 % 2(2n+1)(n+1))

Stad tez nasunety sie pytania:

Skad wziety sie te wzory, czemu jest inny wzér na liczby parzyste i nieparzyste, dlaczego jest
tyle poteg dwojki? Czesciowg odpowiedz na te pytania znalaztem w OEIS:

Thanks to Benoit Jubin and Graeme McRae for applying Burnside's Lemma
appropriately.

Z przytoczonego cytatu wynika, ze w ich wyprowadzeniu zostat zastosowany Lemat
Burnside’a.

Zainteresowatem sie czym wiasciwie jest, i czego dotyczy ten lemat. Okazato sie, ze jest
fundamentalnym narzedziem w drugim ogélnym sposobie rozwigzywania problemoéw
kolorowania. Z dostepnych Zzrédet dowiedziatem sie, ze twierdzenie to pochodzi z teorii grup.
Zaczatem sie wiec doksztatcaé z tego dziatu matematyki. Po przebrnieciu przez wiele definicji,
twierdzen z tego tematu postanowitem sprébowadé spojrzeé szerzej na problem kolorowania.

Podstawowym celem mojego badania, ktdrego rezultaty przedstawiam w nastepnych
rozdziatach tej pracy byto znalezienie narzedzia utatwiajacego rozwigzywanie problemow z
kolorowaniem dowolna iloscig kolorow na dowolnym uktadzie pod dowolnymi symetriami
przestrzennymi i dowolnymi symetriami koloréw. Przedstawiam otrzymany rezultat — wzér,
ktory jest rownowazny z twierdzeniem de Brujin’a (w sensie, ze dla tych samych parametréw
daje taki sam wynik). Przy okazji wykorzystatem ten wzér do wygenerowania ciggu liczb, ktory
opublikowatem w OEIS pod nr A350891. W pracy zatgczam takze linki do listingdw programow,

11| Strona


https://oeis.org/
https://oeis.org/search?q=1%2C+4%2C+51&language=english&go=Search
https://oeis.org/A182044
https://oeis.org/A350891

ktére napisatem, aby uproscic niektdre obliczenia (S3 to tylko procedury i funkcje obliczeniowe
bez zadnego Ul).

II.1. Pojecia, definicje i uzywane oznaczenia

Zawarto$¢ tego rozdziatu to efekt mojego zmagania sie ze zrozumieniem jezyka
matematycznego, ktérym postuguje sie teoria grup i analiza kombinatoryczna. Jestem
uczniem drugiej klasy Liceum Ogdlnoksztatcgcego, a program nauczania nie obejmuje tych
zagadnien. Wykorzystatem wiec, obok Zrddet internetowych, monografie [1] i [2] (zob.
bibliografia), a takze konsultacje z moim nauczycielem matematyki. Przytaczam w nim te
pojecia, definicje, twierdzenia oraz oznaczenia, ktére byty mi pomocne w pracy.

Aby zrozumiec teorie grup musimy zaczg¢ od zbiorow. Wiekszo$¢ definicji i oznaczen
przytaczam za [1].

W niniejszej pracy zbiory oznaczamy duzymi literami A, B, C, ... . Zbidr, ktérego elementami sg
tylko i wytgcznie x4, x5, ..., x,, 0znaczamy {xq, x5, ..., X,}. Oznaczenie {x € X|P(x)} (lub w
skrocie {x|P(x)} jezeli jasne jest o jaki zbiér X chodzi) stosujemy dla oznaczenia zbioru
elementdéw zbioru X, ktére majg wtasnos¢ P. llos¢ elementéw w zbiorze nazywamy mocg
zbioru i oznaczamy jako | X]|.

Uporzadkowang pare elementéw a, b oznaczamy jako {(a, b).
lloczyn kartezjanski dwéch zbioréw A i B definiujemy nastepujgco:
AXxB={ab)la€eA A be€EB}

Dowolny podzbiér R € A X A nazywamy relacja binarng. Zamiast zapisywac (a,b) € R
piszemy aRb.

Relacje binarng R na zbiorze A nazywamy:
e zwrotng jezeli V 4 aRa
e symetryczng jezeli V, pcq aRb © DRa
e przechodnig jezeli Vj .c4 aRb A bRc = aRc

Relacja réownowazinosci na zbiorze A nazywamy relacje binarng R € A X A, ktéra jest
zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Klase abstrakcji elementu a € A wzgledem relacji rownowaznosci E oznaczamy jako [a]g,
albo w skrécie [a], gdzie:

lalz = {b € A|aEDb}
Zbidr klas abstrakcji relacji E' na zbiorze A (inaczej podziat zbioru A) oznaczamy jako:
A/g={lalgla € A}
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Suma mocy wszystkich klas abstrakcji w podziale zbioru A jest réwna mocy zbioru A.

Funkcja f: X — Y nazywamy odwzorowanie zbioru X w zbiér Y, tak ze kazdemu elementowi
X odpowiada doktadnie jeden element zbioru Y. W pracy wykorzystuje interpretacje funkcji
jako ,kolorowanie”. Y jest zbiorem koloréw, a f(x) jest kolorem elementu x € X. Wtedy
kazda funkcja f:X — Y odpowiada jednoznacznie pewnemu pokolorowaniu elementéw
zbioru X kolorami ze zbioru Y. Zbiér wszystkich funkcji f: X — Y oznaczamy jako Y*. Wiec
jezeli Y to zbiér koloréw, to YX to zbiér wszystkich kolorowan zbioru X.

Permutacja jest odwzorowaniem réznowartosciowym skoriczonego zbioru w siebie (f: X — X).
Permutacje oznaczamy:

Xy e

X1 : X, _
(f(xl) Fl) o flx) ) gdziex; € X

WeZmy (za [2]) element p € X i g — element stojgcy pod p w powyzszej notacji. Dalej r —
element w dolnej linii bedacy pod g (w goérnej linii) i tak dalej. Ze wzgledu na to, ze X jest
zbiorem skoriczonym musimy w koricu dojs¢ do elementu s w gérnej linii, pod ktérym stoi
element p. Jezeli w zbiorze X nadal wystepujg elementy, przez ktére powyzszy proces nas nie
przeprowadzit, to wezmy element p’ z gérnej linii, ktdry jeszcze sie nie pojawit. Nastepnie, jak
q,1, ... podazaty za p, tak q’,r’, ... podazajg za p'. Jezeli nadal wystepuja elementy, ktére
jeszcze sie nie pojawity to zaczynajagc nowym elementem p’’ powtarzamy znowu proces. Ze
wzgledu na to, ze X jest zbiorem skoriczonym wiemy, ze po skoriczonej liczbie iteracji
powyzszego algorytmu wykorzystamy wszystkie elementy tego zbioru. Dzieki temu mozemy
podzieli¢ X na podzbiory:

Tak, ze permutacja f zamienia kazdy element na element nastepujacy po nim w podzbiorze,
w ktorym sie znajduje (a ostatni element podzbioru zamieniany jest na pierwszy element tego
samego podzbioru). Kazdy z tych podzbioréw nazywamy cyklem i oznaczamy [pqr ...s].
Mozemy zatem zapisaé permutacje f uzywajac cykli w nastepujacy sposéb:

I I1..7 mn_r,.rn

f =Ipgr..sllp'q'r" ...s'1[p"q"r" ..s"] ...

Taki zapis nazywamy rozktadem kanonicznym permutacji. Warto zauwazy¢, ze kolejnos¢ cykli
w takiej notacji permutacji nie jest wazna, gdyz elementy nie powtarzajg sie miedzy cyklami.
Nie jest rowniez wazne od jakiego elementu zaczniemy dany cykl.

Na przyktad permutacje liczb od 1 do 9
(123456789
f_(924538167)
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Mozemy zapisac jako rozktad kanoniczny:
f =1197][2][345][68]

Méwimy (za [1]), ze permutacja f jest typu (14,15, ..., A,) jesli w jej rozktadzie kanonicznym
wystepuje A; cykli dtugoséciidlai € {1,2,,...,n}. lloé¢ elementdw, ktére wchodzg w sktad cykli
o dtugosci n to n4,,, wiec moc zbioru X na ktérym dziata permutacja f to suma ni, przez
wszystkie dtugosci cykli w tej permutacji:

n

NEDR

i=1

W mojej pracy, aby uprosci¢ zapisy stosuje Ct(f) = (14,15, ...,4,) dla oznaczenia typu
permutacji f, zbior cykli permutacji f przez C(f), a zbiér wszystkich permutacji zbioru X =
{x1,%5,....,x,} przez Sy, a gdy x; =1,x, =2,...,x, =n przez S,. Cykl [ABC] czasami
przedstawiam jako ABC — CAB.

W pracy czesto korzystam z pojecia symetrii. Jaki jest zwigzek symetrii z grupa? W teorii grup
jest to pojecie znacznie szersze niz w geometrii, gdzie symetrig jest odwzorowanie obiektu w
siebie (np. symetrie lustrzane kwadratu, obrét kwadratu o 90°). Nalezy pamietaé, ze obrot
zaliccamy do symetrii. W teorii grup symetria mozemy nazwaé¢ odwzorowanie obiektu w
siebie, ktore zachowuje pewne cechy obiektu — zwane niezmiennikami (ktére sami mozemy
definiowad). W teorii grup symetrie sg czesto interpretowane jako permutacje elementow
obiektu (np. obrét kwadratu o 90° to permutacja jego wierzchotkow).

Grupa (G) to struktura algebraiczna definiowana jako zbidr (X) z okreslonym na nim
dziataniem (-), ktédre musi spetnia¢ nastepujgce warunki (a, b € X):

e dwuargumentowosé
dziatanie przypisuje kazdej parze dwdch elementéw jeden element
a-b=c

e wewnetrznosc
wynik dziatania jest elementem zbioru
a-beX

e posiadanie elementu neutralnego
istnieje taki element zbioru X (zazwyczaj oznaczany jako e), dla ktérego:
a-e=a

e t3cznosc
(a-b)-c=a-(b-c)

e odwracalnosc
dla kazdego elementu a € X istnieje element odwrotny (oznaczany jako a™1), taki ze:
-1 _
a-a-=e
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czyli grupe G mozna traktowac jako pare G = (X,-).

Weimy X = Z (zbior liczb catkowitych) oraz dziatanie - to dodawanie. Przyktad (1)
Spetnia to oczywiscie wszystkie powyzsze warunki.

Czesto tworzy sie dla grupy tzw. Tablice Cayleya, ktére opisujg wyniki dziatania. Dla
powyzszego przyktadu czesé tablicy wyglada nastepujgco:

-3|-2|-1/0(1 2|3
-3 —6|-5|—-4|-3|-2|-1|0
-2 —5|—4|-3|-2|-1]0 |1
-1 —4|-3|-2|-1/0 | 1]|2
0 -3|-2|-1{0|1] 2|3
1 -2|-110|1 2|34
2 =110 |1]2|3|4]|5
3 01|23 4|5]|6

Burnside w swoim dziele [2] zaproponowat inng definicje grupy, gdzie elementami zbioru X sg
,operacje”. Dziataniem jest natomiast wykonywanie jednej operacji bezposrednio po drugie;j.
Ze wzgledu na to, ze przy takiej definicji dziatanie w kazdej grupie jest takie samo (wykonanie
jednej operacji po drugiej) to jest ono ukrywane. Zamiast zapisywac je w postaci operatora a -
b piszemy ab (z ang. juxtaposition). Takie usuniecie dziatania z definicji grupy skutkuje tym, ze
zbiér X musi spetnia¢ warunki (a, b € X):

e wewnetrznosc
wynik wykonania dwdch operacji po sobie jest inng operacjg nalezgcg do X
ab € X

e posiadanie elementu neutralnego
istnieje taka operacja (zazwyczaj oznaczana jako e), dla ktore;j:
ae =a

e t3cznosc
(ab)c = a(bc)

e odwracalnosé
dla kazdej operacji a € X istnieje operacja odwrotna (oznaczana jako a™1), taka ze:
-1
aa" " =e

Dziatanie grupy G na zbiorze X definiujemy (za [3]) jako dwuargumentowg funkcje (z ang.
map) a: G X X = X, spetniajacy nastepujace warunki V,cx; Vg nec:

e Neutralnos$é: a(e,x) = x

15| Strona



e Zgodnosé: a(g,a(h, x)) = a(gh, x)

Dla grupy z Przyktadu (1) oraz zbioru liczb catkowitych jedng z mozliwych funkcji spetniajacej
warunki dziatania grupy na zbiorze jest odwzorowanie zilustrowane ponizszg tabela:

3(2|1|0|1|2]3
#3)|..|6|5|-4/32[-1]0
+H2)|..|5]4|3|2[-1]0]1
w1 |.|4]3|2]1]0]1]2
+0 |..|3[2|1l0]1|2]3
+1 |..|2/1]0|1]2|3]4
+2 |..|1]0|1|2|3 |45
+3 |01 34|56

Mozemy zauwazy¢, ze kolejne wiersze sg permutacjami zbioru liczb catkowitych dlatego
dziatanie grupy na zbiorze jest czasami nazywane reprezentacjg permutacyjng danej grupy.

Mozemy wiec powiedzie¢, ze funkcja &« odwzorowuje operacje g € G na zbiorze X w pewna
permutacje zbioru X. Takg permutacje oznaczamy gX. Zbior, ktory powstaje po zastosowaniu
permutacji gX na podzbiorze Y € X oznaczamy jako gX(Y). Oznaczmy zbi6ér wszystkich
permutacji w reprezentacji permutacyjnej grupy G na zbiorze X jako GX = {gX|g € G}.

Zaréwno w tej jak i kolejnych definicjach uznajemy, ze stosowane dziatanie grupy na zbiorze
wynika z kontekstu uzycia pojeé, dlatego w symbolach nie pojawia sie oznaczenie
odwzorowania «.

Stosujgc definicje Burnside’a mozemy na grupe spojrze¢ jako zbidr operacji. Wtedy mozna
zapisa¢ pewne rodzaje grup, ktére wykorzystuje w niniejszej pracy w nastepujacy sposéb:

G = (S|R)

Gdzie G jest grupg, S podzbiorem grupy G (nazywanym generatorem), a R jest zbiorem relacji
pomiedzy elementami S a elementem neutralnym e.

Na przyktad grupe cykliczng 4 (C,) zapisujemy jako C, = (o|o* = e). Oznacza to, ze wykonujac
operacje o czterokrotnie powracamy do punktu wyjscia (co jest réwnoznaczne z
zastosowaniem operacji neutralnej e).

W ten sposdb mozemy zdefiniowac kilka podstawowych grup, ktore wykorzystuje w pracy:

e Grupa trywialna

{e}

16 | Strona



e Grupa cykliczna 2
C, = (olo? = e)

e Grupa cykliczna 3
C; = {(olo® =e)

e Grupa cykliczna 4
C, = (o|lo* = e)

e Grupadiedralna 4
D, = {(0y,0,l0{ =05 =e)

e Grupa oktoedralna
0= <0'1;0'2|0'12 = 0'23 = (0102)* = e)
e Grupa symetrycznan

Sp =
— 2 _ ,. — . — i N
= (01, ) On_1|07 = €;0{0;410; = 0;410;041; 0;0; = 0j0;;1,] € {1,...n—1}j#i+ 1)

Jak zrozumiec te grupy?

Na przyktad grupg C, moze by¢ grupa symetrii monety (obracanie jej miedzy stanami ,reszka”
i ,orzet”). Jezeli obrét z jednego stanu do drugiego nazwiemy &, a pozostawienie monety w
spoczynku: e, wtedy o2 = e.

Spéjrzmy teraz na grupe C,. Moze to byc¢ grupa sktadajgca sie z symetrii kwadratu (a wtasciwie
czterech punktéw tworzacych kwadrat). Symetrie za$ zdefiniujemy jako obrét wokét srodka
kwadratu o wielokrotnosci 90°. Niech o0 = obrét 0 90°, a e = obrét o 0°. Wtedy o* = e.

Dalej grupa D,. Moze to byc¢ grupa symetrii rotacyjnych i lustrzanych wierzchotkdw kwadratu.
Wtedy jezeli o; = obrét o 90° oraz o, = odbicie lustrzane wzgledem osi pionowej to g =
02 = e. W pracy wykorzystuje réwniez te grupe jako grupe symetrii uktadu kratek n x n, gdzie
0, i 0, s takie same jak przy wierzchotkach kwadratu.

Grupa oktoedralna O to np. grupa symetrii rotacyjnych i lustrzanych szescianu (albo jego
wierzchotkéw). Wtedy jezeli o; = odbicie lustrzane wzgledem pfaszczyzny réwnolegtej do
dowolnej sciany, a 0, = obrét o 120° wzgledem wierzchotka szescianu. W pracy uzywam tej
grupy réwniez jako grupa symetrii uktadu kratek n x n x n.

Grupa S, jest czesto definiowana jako grupa wszystkich symetrii (permutacji) n punktow. W
definicji na podstawie prezentacji grupy g; mozna przedstawic jako:

o; = [1][2] ... [i,i + 1] ... [n — 1][n].

Majac definicje klasy abstrakcji, typu permutacji, oraz grupy mozemy okresli¢ konkretng
relacje réwnowaznosci wykorzystywang w tej pracy. Méwimy, ze dwie permutacje
f,g €S, sa réwnowazne jezeli Ct(f) =Ct(g), czyli gdy ich typy s3 jednakowe
([f] ={gl|Ct(f) = Ct(g)} - czyli klasa abstrakcji permutacji f jest réwna zbiorowi wszystkich
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permutacji majgcych jednakowy typ cykliczny). Korzystajac z tej relacji mozemy podzielié zbior
permutacji GX (czyli zbiér permutacji w reprezentacji permutacyjnej grupy G na zbiorze X):

6X/p=f]lf € GX}

Powyzszy podziat jest bardzo przydatny, poniewaz znaczgco upraszcza korzystanie ze wzordw
z teorii grup (np. Lemat Burnside’a). Jednak, aby utatwi¢ sobie prace najpierw musimy
podzieli¢ kazdg grupe, na ktérg pdzniej napotkamy w taki sposéb (co zrobie w rozdziale /1.2).

Rysunek 10 pomoze mi wyttumaczy¢ pojecie orbity i punktu statego. Na osi A i B umieszczone
sg elementy zbioru X, a na osi C sg symetrie z grupy G (kazda symetria ma inny kolor). Jezeli
pod symetrig g; obraz elementu x; to x;, wtedy na rysunku 10 wystepuje kulka koloru g; w

miejscu, gdzie na osi A jest x;, na osi B x; oraz g; na osi C.

Rysunek 10 - Przyktadowe dziatanie grupy na zbiorze

Orbita (za [4]) elementu x € X to zbidér elementéw X, do ktérych x moze by¢ przeniesione
przez elementy dziatania grupy G.

Gx = {gx|g € G}
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Na przyktadzie grupy z rysunku 10 mozemy rozpatrzy¢ orbite elementu x;. Obraz kazdego x;
pod g, to x;, wiec x; € Gx;.Obraz x; pod symetrig g, to x5 oraz obraz x; pod symetrig gs to
X,. Zadne inne symetrie nie tworzg nowego obrazu tego elementu, wiec orbita elementu x;
w tej grupie to: Gx; = {x;,x,,x3}. Warto réwniez zauwazyé, ze ze wzgledu na to, ze kazda
symetria musi mieé¢ symetrie odwrotng to orbity wszystkich elementéw zawartych w jednej
orbicie sg takie same, czyli: Gx; = Gx, = Gx3.

Zbior wszystkich orbit w zbiorze X oznaczamy X /G:
X/G = {Gx|x € X}

W zbiorze przedstawionym na rysunku 10 wystepujg 3 orbity: X/G = {Gx;,Gx,, Gxs} =

{{xl’ X2, X3}, (x4}, {xs, xe}}-

W problemach z kolorowaniem zliczamy tak naprawde ilo$¢ orbit zbioru wszystkich kolorowan
Y%, poniewaz jezeli dwa kolorowania uznajemy za takie same (po zastosowaniu jakiej$
symetrii pierwsze kolorowanie zamienia sie w drugie), to znaczy, ze nalezg one do tej samej
orbity. Natomiast jezeli dwa kolorowania sg rézne (czyli nie ma takiej symetrii pod ktérg obraz
pierwszego kolorowania jest drugim kolorowaniem) to nie mogg one naleze¢ do tej samej
orbity. Wiec ilo$¢ istotnie réznych kolorowan jest réowna ilosci orbit zbioru wszystkich
kolorowan pod dang grupa.

Punktem statym zbioru X pod reprezentacja permutacyjng symetrii g nazywamy element
x € X, taki ze:

gx =x

Czyli po zastosowaniu symetrii g element x pozostaje taki sam. Wracajac znowu do przykfadu
z rysunku 10: punktem statym pod symetrig gg jest na przyktad x,, poniewaz obraz x, pod t3
symetrig to x,.

Zbior wszystkich punktéw statych zbioru X pod symetrig g oznaczamy jako X9:
X9 ={x € X|gx = x}

Na przyktad na rysunku 10 X98 = {x,,x,}. Moc zbioru wszystkich punktéw statych jest
przydatna w Lemacie Burnside’a, za pomocg ktérego mozemy z mocy zbioréw punktéw
statych dla kazdej symetrii g € G obliczy¢ ilos¢ orbit zbioru X. Czyli jezeli potrafimy policzy¢
ilo§¢_punktéw statych zbioru wszystkich kolorowarn Y* pod kaidg symetria, to mozemy
réwniez powiedzied ile w tym zbiorze jest istotnie réznych kolorowan.

Aby kolorowanie (z € YX) byto punktem statym pod dang symetrig (g), to obraz tego
kolorowania musi by¢ rowny samemu kolorowaniu. Wezmy dla przyktadu x; oraz g, z rysunku
10. Jezeli w kolorowaniu z element x; byt pokolorowany na kolor y; € Y to znaczy, ze element
jaki sie znajdzie na miejscu x; po zastosowaniu symetrii g, (w tym przypadku jest to x3)
rowniez musi by¢ pokolorowany na kolor y,. | podazajagc tg sama logika: kolor elementu,
ktérego obrazem jest x5 (czyli x,) musi rowniez by¢ koloru y;, itd. Inaczej méwigc wszystkie
elementu cyklu permutacji g,X, w ktorym znajduje sie element x; muszg by¢ tego samego
koloru. Podobnie jest dla wszystkich innych cykli w tej permutaciji, czyli elementy danego cyklu
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muszg by¢ tego samego koloru. Jednak kolory réznych cykli nie musza by¢ takie same (co nie
znaczy, ze nie mogg). Oznacza to, ze na pokolorowanie danego cyklu mamy |Y| mozliwosci,
wiec majac |C (gX)| cykliistnieje |Y 1€ punktéw statych. Czyli znajac ilosé cykli permutacii
gX mozemy policzy¢ iloéé punktdw statych zbioru YX pod symetrig g.

Przyktady powyzszych definicji podaje w ponizszej tabeli (grupa G i zbidr X takie same jak na
rysunku 10):

Dziatanie grupy na zbiorze Typ cykliczny Punkty state
9:(x) X Ct(g) [g:] | 1CCgXI | Iy|ictowl Xxoi | x9: ]
s xl‘xz‘xs‘xzt‘xs‘xe /11‘/12 A3 Y| =2
G1() | X1 | x| x3i x40 X5| x5 6 0 0 [g1] 6 64 X1, X5, X3, X4, X5, Xg 6
Go () | X3 | Xp | X90 x40 X5 | x5 4 1 0 [g2] 5 32 X2, X4, X5, Xg 4
g3(x) | x1 | x3| x50 x40 x5 | x| 4 1 0 [g2] 5 32 X1,%X4, X5, Xg 4
Ga() | x5 | x5 | %90 x40 x5| x6| 3 0 1 [g4] 4 16 X4, X5, Xg 3
Gs() | x| X1 | x50 x40 x5| x6| 4 1 0 [g2] 5 32 X3, X4, X5, Xg 4
Go (X)) | x5 | %1 | x21 x40 x5| x5 3 0 1 [g4] 4 16 X4, X5, Xg 3
Gr () | x1 | x| x3i x40 X6 | x5| 4 1 0 [g2] 5 32 X1,X3, X3, Xq 4
Is() | X3 | X | X9 0 x40 X6 | x5| 2 2 0 [g8] 4 16 Xy, X4 2
Go(xj) | X1 | x3| Xpi Xg1 X6 | x5| 2 2 0 [g8] 4 16 X1,%X4 2
Gro(x) | x| x5 | 290 x40 x6| 25| 1 1 1 | [g10] 3 8 X4 1
()| x| x| X3 x40 x6| x5| 2 2 0 [g8] 4 16 X3, %4 2
Gr2(X) | %3 | x| x50 x40 x5 x5 1 1 1 | [g10] 3 8 X4 1

W pracy wykorzystuje takze ponizsze twierdzenie:
Lemat Burnside’a

llo$¢ orbit w zbiorze X pod symetrig G jest rédwna sredniej arytmetycznej ilosci punktéw
statych pod g € G dla wszystkich g:

1
1X/Gl == E | X9
|G
geaG

Aby w pracy fatwiej wykorzystywac lemat Burnside’a zauwazytem, ze jezeli jako X wezmiemy
YZ (wszystkie kolorowania zbioru Z zbiorem koloréw Y), czyli:

4 _i Z
¥%/6) = 'G'gza;l(y )|

To stosujac przeksztatcenia opisane wyzej (podkreslenia we wczesdniejszych akapitach)
uzyskujemy:

1
|YZ /G| =_Z|y|IC(gZ)I
/e g

geaG

Okazuje sie, ze wynik moich powyzszych rozwazan jest uproszczong wersjg Twierdzenia
Enumeracyjnego Polya, jednak tego twierdzenia nie wykorzystuje w pracy.
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Analizujgc dane z powyiszej tabeli mozemy rozpatrzyé przyktad Lematu Burnside’a
i Twierdzenia Enumeracyjnego Polya:

X/61 = ) 1X9] =22 =3
/ |G| 12
geG

1 288
YX/G :_Z 21Ct@l = —— = 24
VO =161 Liges 12
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I1.2.  Przyktady grup dziatajgcych na zbiorach i ich podziat na klasy
abstrakcji

Do dalszych obliczern w pracy nie potrzebujemy wiedzie¢ jakie doktadnie elementy znajdujg
sie w danej klasie. Musimy tylko zna¢ jej moc oraz typ cykliczny.

Najprostszym przyktadem grupy jest grupa trywialna {e}. Ma ona jedng symetrie, wiec istnieje
tylko jedna klasa abstrakcji w podziale tej grupy na klasy abstrakc;ji. Jezeli uznamy, ze X to zbiér
sktadajacy sie z jednego elementu (punktu) to typ cykliczny permutacji w tej klasie to (1), czyli:

G = {e} X =1 punkt
llgdl =1 Ct(g,X) = (1)

Nastepng prosta do rozpisania grupg jest grupa cykliczna 2 - C,. Tutaj X to zbiér dwdch
punktéw. Grupa ta ma dwa elementy: element neutralny (ktéry zawsze tworzy swojg wtasng
klase o mocy 1) oraz element zamieniajgcy te dwa punkty miejscami, wiec:

G=0C, X = 2 punkty
I[g:]l =1 Ct(g,X) = (2)
I[g2]l =1 Ct(g.X) = (0,1)

W podobny sposdb mozemy rozpisaé kilka kolejnych grup:

G=C; X = 3 punkty

llgdl =1 Ct(g:X) = (3)
g2l =2 Ct(gsX) =0,0,1)
G=C, X = wierzchotki kwadratu
llg.ll =1 Ct(g1X) = (4)
llg.11 =1 Ct(g2X) = (0,2)
l[gs]l = 2 Ct(gsX) =(0,0,0,1)
G =355 X = 3 punkty

llg.ll =1 Ct(g:1X) = (3)
l[g21l =3 Ct(g.X) =(1,1)
llgs]l = 2 Ct(gs:X) =(0,0,1)

G=3S, X =4 punkty

llgdl =1 Ct(g1X) = (4)
l[g2]l = 6 Ct(g.X) = (2,1)
llgs]l =8 Ct(gsX) =(1,0,1)
I[gall =3 Ct(gsX) =(0,2)
l[gs]l = 6 Ct(gsX) =(0,0,0,1)
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G=D, X = wierzchotki kwadratu

I[g:]l =1 Ct(g1X) = (4)

I[g.]l = 2 Ct(g.X) =(2,1)

I[gs]l = 3 Ct(gsX) =(0,2)

I[ga]l = 2 Ct(g4X) =(0,0,0,1)

G=D, X = kratki w uktadzie kratek 3x3
I[g:]l =1 Ct(g1X) = (9)

I[g2]l = 4 Ct(g.X) = (3,3)

l[gs]l =1 Ct(gsX) =(1,4)

I[gall = 2 Ct(g4X) =(1,0,0,2)

Wszystkie z powyzszych rozktaddw tatwo znalei¢ chociazby przez rozpisanie wszystkich
symetrii na kartce. Sg jednak symetrie, ktére juz trudniej w ten sposdb roztozy¢ (a ze wzgledu
na to, ze pozniej korzystam z nich w pracy to musze je teraz roztozy¢). Na szczescie istnieje
wiele sztuczek matematycznych, ktére w tym pomagaja.

WezZmy na przyktad grupe symetryczng Sg, gdzie X to zbidr 8 punktédw. Ze wzgledu na to, ze
jest to grupa symetryczna (czyli grupa wszystkich permutacji danego zbioru), wiemy, ze beda
w niej wystepowac wszystkie typy cykliczne, w ktérych suma cykli wynosi 8. Jest to
réwnowazne ze sposobami na podziat 8 na sume liczb naturalnych (ang. Partitions), ktére
tatwo znalez¢ recznie (lub poprzez wyszukanie w Internecie). Okazuje sie, ze jest ich tylko 22.

C211111>
[ —=:T_________________ ,_i}- —_
CRILD GBI
P> PRI D
Q22>  B322D G31D @211 G11D
N . T
@3> @2 dn G20 G1D
CUY R CEY RN () 'C,Tf
®

Rysunek 11 — Podziat liczby 8 na sume liczb naturalnych

Troche trudniejsze okazuje sie jednak znalezienie mocy kazdej z tych klas. Jednak tutaj mozna
wykorzysta¢ elementarne metody kombinatoryczne. Wezmy na przyktad klase o cyklach

dtugosci 3,3, 2, czyli typie cyklicznym (0,1,2). Zacznijmy od cyklu o dtugosci 2. Istnieje %

sposobdw na dobér takiego cyklu w 8 punktach. Nastepnie cykle o dtugosci 3. Zostato nam
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3x2x1

teraz 6 punktéw, wiec istnieje % sposobéw na dobér jednego cyklu o dtugosci 3 oraz

sposoby na dobranie drugiego. Dzielimy tutaj przez 3 a nie przez 6, poniewaz o ile punkt
poczatkowy cyklu nie ma znaczenia — o tyle drugi i kazdy kolejny juz znaczenie ma (podobnie
przy cyklu o dtugosci 4 podzielilibysmy przez 4 zamiast 24). Dodatkowo nalezy zauwazy¢, ze
cykle o takich samych dtugosciach mozemy zamieni¢ nie zmieniajagc permutacji. W tym

przypadku oznacza to, ze wynik dzielimy przez 2 (mamy 2 cykle o dtugosci 3). Mnozgc wyniki

8*7#6x5%4x3x2%1
2%3%3%2

silnia tacznej ilosci elementéw, a w mianowniku iloczyn dtugosci cykli razy iloczyn silni ilosci

powtdrzen kazdej dtugosci cykli w danym typie cyklicznym?. Nastepnie wystarczy policzy¢ te
wartosci dla wszystkich 22 klas réwnowaznosci. Tutaj przydaje sie wtasnos¢ o sumie mocy klas.
Dzieki niej mozemy sprawdzié, czy wykonaliSmy wszystkie obliczenia kombinatoryczne
poprawnie. Kolejnos¢ klas w ponizszym podziale nie jest zgodna z powszechnie uznawang
kolejnoscig podziatu liczb naturalnych, jednak nie ma to zadnego wptywu na wyniki w dalszych
czesciach pracy.

dla kazdego cyklu otrzymujemy nam: . W ogdélnym przypadku w liczniku bedzie

G = Sg X = 8 punktéw

l[g:]l =1 Ct(g,:X) = (8)

Ilg21l = 28 Ct(g2X) = (6,1)

llgs]l = 210 Ct(gsX) = (4,2)

I[gall = 420 Ct(gsX) = (2,3)

I[gs]l = 105 Ct(gsX) = (4)

I[gell = 112 Ct(geX) = (5,0,1)

Ilg71l = 1120 Ct(g,X) = (3,1,1)

I[gsll = 1680 Ct(ggX) =(1,2,1)

I[goll = 1120 Ct(goX) =(2,0,2)
I[g10]l = 1120 Ct(g10X) =(0,1,2)
I[g11]l = 420 Ct(g11X) = (4,0,0,1)
I[g12]] = 2520 Ct(g12X) =(2,1,0,1)
I[g13]l = 1260 Ct(g13X) =(0,2,0,1)
I[g14ll = 3360 Ct(g14X) = (1,0,1,1)
I[g15]] = 1260 Ct(g15X) =(0,0,0,2)
I[g16ll = 1344 Ct(g16X) = (3,0,0,0,1)
I[g17]l = 4032 Ct(g1,X) =(1,1,0,0,1)
I[g18]l = 2688 Ct(g18X) =(0,0,1,0,1)
I[g10]l = 3360 Ct(g19X) = (2,0,0,0,0,1)
I[g20]l = 3360 Ct(g20X) = (0,1,0,0,0,1)
|[g21]] = 5760 Ct(g,1X) = (1,0,0,0,0,0,1)
|[g22]] = 5040 Ct(g,,X) =(0,0,0,0,0,0,0,1)

Ostatnig grupg jakiej rozktad jeszcze rozpatrzymy jest G = O oraz X to wierzchotki sze$cianu.
| tutaj juz nie ma takiego fadnego rozwigzania metodami kombinatoryki. Musimy wszystkie 48

1 Wz6r ten w ogdlnej postaci jest réwnowazny ze wzorem Cauchy’ego na liczbe permutacji o danym typie
cyklicznym. Jednak, gdy pisatem ten fragment nie znatem tego wzoru kombinatorycznego.
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symetrii rozwazy¢ indywidualnie... albo znalei¢ je w innych Zrédtach literatury lub w
zmienionej formie w Internecie.

G=0 X = wierzchotki szescianu
l[g]l =1 Ct(g.X) = (8)

l[g2]l =6 Ct(g.X) = (4,2)

I[gs]l = 13 Ct(gsX) = (0,4)

l[gsll = 8 Ct(gsX) =(2,0,2)

I[gs]l = 12 Ct(gsX) = (0,0,0,2)
l[gell = 8 Ct(geX) = (0,1,0,0,0,1)
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l1l. MOj wzor

I11.1. Wyprowadzenie wzoru

Po dtuiszych zmaganiach z teorig grup poznatem juz dokfadnie Lemat Burnside’a, wiec
postanowitem sprobowaé rozwigzac problem z symetrig koloréw. Zajeto mi to wiele czasu i
wymagato wielu préb, ale w koricu udato mi sie dojsé¢ do poprawnego wzoru. Na poczatku
rozwazatem tylko konkretne przypadki i przeksztatcanie wzoru z Lematu Burnside’a (zawarte
w rozdziale /.1):

PX/61 = 1o ) Iy

geaG

Teraz zostaty kolory. Uznajmy, ze grupe symetrii kolorow oznaczamy jako H. Na przyktad: w
problemie z uktadem kratek 3x3 i 2 kolorami mielismy do czynienia z H = C,. Geometryczna
wizualizacjg grupy symetrii koloréw moga by¢ punkty, kazdy reprezentujgcy jeden z kolordw,
pod symetriami wybranego ukfadu punktéw. Biorgc pod uwage symetrie koloréw nie mozemy
juz powiedzie¢, ze V4B jest iloscig punktéw statych zbioru Y pod symetrig g (dziatajaca na
X) i symetrig h (dziatajgcg na Y), poniewaz ten wzor dziata tylko, gdy nie wystepuje symetria
dziatajaca na zbiorze Y. Punktéw statych jest teraz mniej niz |Y|*”!. Przyktadem moze by¢

hY = (g ﬁ) (gdzie h € H oraz Y = {R, B}) na cyklu w gX o dtugosci 2 (symetrig koloréow

przedstawiam poprzez zamiane symboli koloréw zgodnie z h). Zgodnie z rozumowaniem z
rozdziatu /1.1 aby elementy cyklu miaty state kolorowanie wszystkie elementy muszg byé tego
samego koloru, jednak takie kolorowanie cyklu nie powoduje, ze jest on staty:

RR — BB
BB — RR

Mozemy jednak zauwazy¢, ze nadal istniejg state kolorowania powyzszego cyklu:

RB — RB
BR - BR

A B C D E
B A D E C
dtugosci 5. Rozktad kanoniczny hY to: hY = [AB][CDE] — jeden cykl o dtugosci 2 i jeden o

dtugosci 3 (Ct(hX) =(0,1,1)). Jezeli chcemy, aby kolorowanie cyklu a € C(gX) byto
prawidtowe, to wszystkie kolory w nim zawarte musza pochodzi¢ z tego samego cyklu b €
C(hY). Gdybysmy pomieszali kolory z réznych cykli (np. cykle by, b, € C(hY); by # b,), to gX
przeniesie kolor pochodzacy z b; w miejsce, w ktérym znajdowat sie kolor z b,. Ze wzgledu na
to, ze kolory nie mogg sie powtarzaé¢ miedzy cyklami, to kolor przeniesiony przez gX nie moze
by¢ réwny kolorowi, ktéry sie tam znajdowat wczesniej. Wiec wszystkie kolorowania powstate
z wiecej niz jednego cyklu odpadajg. Na przyktad:

Sprébujmy na trudniejszym przyktadzie — hY = ( ) na cyklu permutacji gX

ABCDE — CBADE
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Co wiecej dtugosé¢ cyklu b musi dzieli¢ diugo$é¢ cyklu a. Kazdy kolor cyklu musi by¢
wykorzystany jednakowa liczbe razy, poniewaz po zastosowaniu hY wszystkie kolory
zamieniajg sie na inne. Gdyby ilo$¢ jednego koloru nie byta rowna reszcie, to po zastosowaniu
hY ilos¢ innego koloru byta by rézna, przez co takie kolorowanie punktu statego nie bytoby juz
state.

ABABA — BABAB

Powstaty nam w ten sposéb dwa wymagania na prawidtowe kolorowanie pod symetriami g i
h:

1. Wszystkie kolory w kolorowaniu muszg pochodzi¢ z tego samego cyklu w hY.
2. Dtugosé cyklu, z ktérego pochodzg kolory musi dzieli¢ moc kolorowanego cyklu.

Patrzac na drugie wymaganie mozemy juz zobaczyé ze nasz poprzedni przyktad nie ma
prawidtowych kolorowan, poniewaz 2 f 5oraz 3 t 5.

Rozwigzmy kolejny przyktad (tym razem taki, ktéry ma prawidtowe kolorowania). Niech
symetria hY bedzie taka sama jak poprzednio, ale moc kolorowanego cyklu (a) wynosi 6.
Zaréwno 2 (moc cyklu b;) jak i 3 (moc cyklu b,) dzieli 6, wiec wiemy, ze bedg istniaty juz jakies
rozwigzania. Tylko ile ich bedzie? Zacznijmy od cyklu b;. Widzimy, ze pierwszy element cyklu
a mozemy pokolorowac na jakikolwiek kolor z b, (czyli albo A albo B). Drugi element mozemy
teraz pokolorowac tylko na ten kolor, ktéry jest nastepny w cyklu b, (jezeli pierwszy element
byt pokolorowany na A to drugi musi by¢ pokolorowany na B i vice versa). Na trzecim i kazdym
kolejnym elemencie tak samo. Oznacza to, ze jedynym wyborem jaki mamy jest poczatkowy
kolor. Kolorow w b, jest 2, wiec istniejg 2 poprawne kolorowania tym cyklem. Podobnie jest z
cyklem b, o dtugosci 3. Mamy 3 poczatkowe kolory do wyboru, wiec istniejg 3 prawidtowe
kolorowania. tacznie wiec mamy |b,| + |b,| = 5 prawidtowych kolorowan. Oto wszystkie z
nich:

ABABAB
BABABA
CDECDE
DECDEC
ECDECD

Mozemy wiec powiedzie¢, ze ilos¢ prawidtowych kolorowan cyklu a S gX jest réwna sumie
dtugosci cykli w h dzielgcych moc a. llo$é prawidtowych kolorowan catego X9 to iloczyn ilosci
prawidtowych kolorowan kazdego cyklu w gX. Wiec wzdr na ilo$¢ prawidtowych kolorowan
YX pod symetriami g i h (czyli iloéé¢ punktéw statych Y* pod symetriami g i h) mozemy
przedstawic jako:

{Iyl | x| = 1y

x| -0
x€C(gX) yec(hy) lyl J{l I

W Lemacie Burnside’a ilo$¢ punktow statych wynosita |X9|. Mozemy wiec podstawié nasz
nowy wzor na ilo$é punktéw statych pod wzér z Lematu Burnside’a.
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(YX)h/G_IGIZ 1_[ z {|y|||x|—>|y|

0
gEG xeC(gX) yec(hy) |y| f |X| -

Nie mozemy jednak zapomniec¢ o tym, ze wynik ten to ilos¢ poprawnych kolorowan pod jedng
symetrig h € H gdzie grupa H dziata na zbiorze barw Y. Wiec jezeli chcemy policzy¢ ilos¢
poprawnych kolorowan pod wszystkimi symetriami w H (czyli ilos¢ orbit) wystarczy, ze znowu
zastosujemy Lemat Burnside’a (tym razem dla grupy H):

Y*/G/HI = |G||H|ZZ [1 2> {Ilzlllllillilgl

heH geG xeC(gX) yex(hy)
Dla czytelniejszego zapisu w pdzniejszych przyktadach przyjmijmy, ze:

n {k|n—>1
Zy =
k{n-20

Ten ostatni krok pozwala nam réwniez na upewnienie sie, ze powyzszy wzor jest poprawny.
Wykorzystujgc Twierdzenia Enumeracyjnego Polya (PET) — nie wchodzac juz w szczegdty tego
twierdzenia — mozemy uznaé, ze przy oznaczeniu z;; méwimy o z, podniesionym do potegi n.
Wtedy z, jest rownowazne z wagg w PET. Twierdzenie jest natomiast poprawne tylko wtedy,
gdy wagi s3 elementami pierscienia z przemiennymi operatorami. Wiec ze wzgledu, ze z
spetnia te wymagania wagi, to nasz wzdr jest poprawny. Mozemy wiec ostatecznie zapisac
wzér na ilos¢ orbit w zbiorze X na kolorach Y pod symetrig zbioru G oraz symetrig kolorow H:

lYX/G/Hl_IGIIHIZZ [[ 2, iz

heH geG xeC(gX) yeC(hy)

I11.2. Proste przyktady uzycia wzoru

Majac juz wzér na ilo$€ orbit pod symetrig koloréw mozemy w koricu rozwigzywac takie
problemy nad jakimi gtowitem sie na poczgtku mojej przygody z teorig grup. Sprébujmy
przetestowac ten wzér na kilku przyktadach.

Zacznijmy od prostego przyktadu, gdzie G = D, H = C,, X = wierzchotki kwadratu oraz Y =
{R,B}. Zwykte wstawianie warto$ci do wzoru spowoduje, ze bedzie on bardzo dtugi i
nieczytelny. Zauwazmy, ze do naszego wzoru potrzebujemy zna¢ tylko dtugosci cykli w danej
symetrii na zbiorze, czyli musimy znaé typ cykliczny tej permutacji. Oznacza to, ze dla
wszystkich symetrii posiadajgcych taki sam typ cykliczny wynik sumy bedzie jednakowy — i
wtasdnie tutaj przydaje sie podziat wprowadzony w rozdziale /I.1. Ze wzgledu na to, ze dtugosci
cykli wykorzystywane sg w sumie to mozemy po prostu pomnozy¢ wynik dla danego typu
cyklicznego z ilo$cig symetrii, ktére taki typ majg — czyli mnozymy wynik dla danej klasy z moca
tej klasy. Matematycznie wyglada to nastepujgco:

IGIIlez 1_[ Z |3’|Z||§|I_ ” | Z Z |[A]11[g]] 1_[ z ylzl]

heH geaG xeC(gX) yec(hy) [nlerY/E [gl€EGX/E x€C(gX) yec(hy)

28| Strona



Zwazajac na fakt, ze C, ma dwie klasy abstrakcji w podziale oraz D, ma 4 (czyli we wzorze
wystgpi tylko 2 * 4 = 8 sktadnikéw dwoch zewnetrznych sum) mozemy juz zacza¢ podstawiaé
wartosci. Jednak pisanie tego w jednej ciggtej linii nadal jest nieczytelne — nie wiemy z jakich
klas powstat dany sktadnik sumy oraz czasami trudno zauwazy¢, gdzie jeden sktadnik sie
kofczy a drugi zaczyna. Aby rozwigza¢ te dwa problemy mozemy przedstawi¢ te dwie
zewnetrzne sumy w formie tabelki. W pierwszej kolumnie numery klas abstrakcji z HY /g, w
drugiej numery klas z GX /g (zgodnie z numerowaniem w rozdziale /1.2.). W trzeciej znajduje
sie rozpisany sktadnik sumy, natomiast w czwartej wartos¢ liczcbowa tego skfadnika (dla
uproszczenia nazwijmy jg N). W piatej i szostej s3 moce klas przez ktére musimy pomnozyg, a
w siodmej wynik mnozenia poprzednich trzech kolumn. Dzieki takiemu rozpisaniu wszystko
staje sie czytelne oraz przy ewentualnej pomytce tatwiej sprawdzi¢ wyniki czagstkowe niz sam
koficowy. Dalej suma wszystkich wartosci z ostatniej kolumny podzielona przez |G||H| to
wynik koricowy tego wzoru. W praktyce wyglada to nastepujaco:

G=D, X = wierzchotki kwadratu
H =0, Y = 2 kolory (czerwony i niebieski)
[hnl | [gn] Sktadnik dla klas [h] i [g] N | |[A]l | Ilg]l | NI[AIIILg]I

1 1 (z} + zD)* 16 | 1 1 16
1 2 (z] + z1)?%(z% + z)* 8 | 1 2 16
1 3 (zZ + z%)? 4 | 1 3 12
1 4 (zf +zP)?t 2 1 2 4
2 1 (2z3)* 0 1 1 0
2 2 (2z3)%(2z2)1 0 1 2 0
2 3 (222)? 4 1 3 12
2 4 (2z)* 2 1 2 4

16+16+124+4+0+0+12+4 64
2%8 16

Oznacza to, ze ilo$¢ kolorowan wierzchotkéw kwadratu dwoma kolorami pod grupa symetrii
przestrzennych D, oraz grupg symetrii koloréw C, jest réwna 4. Do kazdego z takich
przyktadéw bede umieszczat réwniez wszystkie te kolorowania w formie graficznej (znalezione
juz recznie). W powyzszym przyktadzie wygladajg one nastepujgco:

LT

Rysunek 12 - Przyktady uzycia mojego wzoru (1)
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Wiedzac juz jak takie rzeczy sie liczy popatrzmy na kilka kolejnych przyktaddw:

G =D, X = wierzchotki kwadratu
H=S, Y = 4 kolory (czerwony, niebieski, zielony, 26tty)

[hn]] (gl Sktadnik dla klas [h] i [g] N_| I[Al | Ilg]l | NI[R]IILg]]
1 |1 | (z+z+zf+z)* 256| 1 1 256
1 | 2 |(zl+zl+zf +2D)% (2 + 2 + 22 +z2)°! 64 | 1 2 128
1 | 3 |(zZ2+z2+2z2+22)° 16 | 1 3 48
1 | 4 |z +zi+zf+zD)? 4 1 2 8
2 | 1 | Qz2+z+2zD* 16 | 6 1 96
2 | 2 | 2z + 2z} + 21?222 + 22 + z2)! 16| 6 2 192
2 3 | (2z2 + z% + z%)* 16 6 3 288
2 | 4 | Qzy+zf+zD)t 4 6 2 48
3 | 1 | (Q2zi+2z)* 0 3 1 0
3 | 2 | (2z3 +22))%(2z2 + 2z2)?! 0 3 2 0
3 3 | (222 + 222)? 16 3 3 144
3 4 | (2z5 +2z3) 4 3 2 24
4 1 | (Bzi+z))* 1 8 1 8
4 | 2 | Bz +21)?%(Bz2 +z2)° 1 8 2 16
4 3 | (3z2 +z%)* 1 8 3 24
4 4 | (3z5 +z{)?! 1 8 2 16
5 1 | (4zDH)* 0 6 1 0
5 2 | (4zD)?*(4z3)? 0 6 2 0
5 3 | (4z%)? 0 6 3 0
5 4 | (4zH)? 4 6 2 48

1344
24%8 7

BIEBINISIELE

Rysunek 13 - Przyktady uzycia mojego wzoru (2)
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G=0 X = wierzchotki szeScianu

H=S, Y = 2 kolory (czerwony i niebieski)

[hn]] [gn] Sktadnik dla klas [A] i [g] N | I[A]l | [Lg]l | NI[ATILg]l
1 1 | (zf +21)8 256 1 1 256
1 | 2 | (2] +2zD*(z? + z3)? 64 | 1 6 384
1 3 | (22 +zH)* 16 1 13 208
1 | 4 | (2 +2D)2%(23 + 23)? 16 | 1 8 128
1 | 5 | (2 +2zP)? 4 1 12 48
1 | 6 | (zF+2zH)(=8 + 20)! 4 1 8 32
2 1 | (228 0 1 1 0
2 2 | (2z)*(222)? 0 1 6 0
2 3 | (2z2)* 16 1 13 208
2 4 | (2zH)?%(223)? 0 1 8 0
2 | 5 | (223)? 4 1 12 48
2 6 | (2z2)*(229)1 4 1 8 32

1344 14
48 %2

pifipiliplipitisiipidisid
pifipilipilipitisiigidisid

Rysunek 14 - Przyktady uzycia mojego wzoru (3)
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G=D, X = wierzchotki kwadratu
H=C, Y = 4 kolory (czerwony, niebieski, zielony, z26tty)
[hnl] [9n] Sktadnik dla klas [h] i [g] N_| I[Al | llg]l | NI[R]IILg]]
1 | 1 | (zf+2z]+2z{+2z])* 256 1 1 256
1 | 2 | (2 +zf+2z] +2])% (2t +zE +z8 + z2)? 64 | 1 2 128
1 | 3 |(ZF+z7+277+2%)° 16| 1 3 48
1 | 4 |(zf+zi+zf+z)? 4 1 2 8
2 1 | (222 +2z)* 0 1 1 0
2 | 2 | (223 +2z)?% (225 + 223)! 0 1 2 0
2 3 | (222 + 222)? 16 1 3 48
2 | 4 | (2z5 +2z9)* 4 1 2 8
3 1 | (4z})* 0 2 1 0
3 2 | (4z})?(4z2)1 0 2 2 0
3 3 | (4z3)? 0 2 3 0
3 | 4 | (4z)? 4 2 2 16
512
8+d - 16

L]

!

Rysunek 15 - Przyktady uzycia mojego wzoru (4)

Ll
I

]
]
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Mozemy w ten sposdb rozwigzac réwniez problem z pierwszego rozdziatu.

G =D, X = kratki w uktadzie kratek 3x3
H=C, Y = 2 kolory (czerwony i niebieski)
[hn]] (gl Sktadnik dla klas [h] i [g] N_| I[Al | Ilg]l | NI[R]IILg]]
1 1 | (z1 +z)° 512 1 1 512
1 | 2 | (2] +2D)3(z% + z2)3 64 | 1 4 256
1 | 3 | (zf +2zD (=2 + z5)* 32 | 1 1 32
1 | 4 | (2 +2zDYzf + z1)? 8 1 2 16
2 | 1 |(2z3)° 0 1 1 0
2 | 2 | (2z)3(223)3 0 1 4 0
2 | 3 | (2z)1(2z2)* 0 1 1 0
2 | 4 | (2z)1(227)* 0 1 2 0
816
3 - 51

Rysunek 16 - Przyktady uzycia mojego wzoru (5)
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Liczenie za pomocg tabelki z klasami abstrakcji bardzo pomaga przy matych grupach.
Natomiast jezeli chcemy obliczy¢ wynik z grupami o wiekszych mocach uzywajac tabelki to
zajetoby to bardzo duzo czasu. Na przyktad przy G = O, H = Sg, X = wierzchotki szescianu i
Y = 8 koloréw tabelka miataby 133 wiersze. Aby méc poradzi¢ sobie z tym przyktadem
napisatem krotki (tylko 576 linii w C#) program komputerowy, ktéry na podstawie informacji
o rozkfadzie G i H na klasy réwnowazne potrafi oblicza¢ wyniki ze wzoru. W ten sposéb udato
mi sie policzy¢, ze powyzszy przyktad z wierzchotkami sze$cianu i oSmioma kolorami ma 186
unikalnych kolorowan. Za pomocg tego programu policzytem jeszcze kilka innych przyktadéw,
ale zaden z nich nie jest zbyt interesujgcy. Oprécz tego napisatem dwa kolejne programy:
jeden do liczenia tych samych wartosci ale poprzez zliczanie kolorowan jedno po drugim (byt
on potrzebny do sprawdzenia poprawnosci pierwszego programu; 1582 linii) oraz drugi, ktory
oblicza wartosci dla D-wymiarowego uktadu kratek o boku N (interpretowany jako D-
wymiarowy szescian) z C kolorami (ale bez brania pod uwage symetrii koloréw). Ostatni
program (408 linii) jest o wiele szybszy od dwdch poprzednich, wiec byt bardzo przydatny przy
wyprowadzaniu wzoru przedstawionego w rozdziale IV.2. Wszystkie te programy zamieszczam
w chmurze. Linki do nich zamieszczam w bibliografii.
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IV. Uzycie wzoru na problemach z parametrami

IV.1. Uktad kratekn xn

Majac juz dziatajgce narzedzie do rozwigzywania probleméw z kolorowaniem mozemy
sprobowac wyprowadzi¢ wzér na cigg A182044 (wymieniony na poczatku drugiego rozdziatu:
1,4,51,...). Dtugosc boku uktadu kratek bedziemy oznaczac jako n. Zauwazmy, ze G, H oraz Y
sg state przy kazdym n (G = D4, H = C,, Y = 2 kolory (czerwony i niebieski)), natomiast X
jest zmienne (X = uktad kratek nxn). Aby skorzysta¢ ze wzoru musimy znac¢ typ cykliczny
kazdej klasy abstrakcji w gX oraz jej moc. Sprobujmy wiec wyprowadzi¢ wzor na typy cykliczne
tych klas. Dla uproszczenia w rysunkach wykorzystuje uktad, dla ktérego n = 5.

g1 —symetria neutralna

Rysunek 17 - symetria neutralna - model (2D)

Symetria ta pozostawia caty uktad w takiej samej pozycji, czyli zadna kratka sie nie rusza.
Oznacza to, ze wystepujg tylko cykle dtugosci 1 (kazda czarna kratka wraca od razu na swoje
miejsce), a ilo$¢ takich cykli to iloéé kratek czyli n?.

Ct(g1X) = (n?)
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g2 —obrot 0 90° w prawo

Rysunek 18 - obrét o0 90° w prawo - model (2D)

Wszystkie kratki obracane sg 0 90°, wiec po 4 obrotach wracajg do punktu wyjscia. Symetria

2
ta tworzy wiec nT cykli dtugosci 4 (kratki pokolorowane na czerwono zmieniajg swoje

potozenia na kratki pokolorowane na zielono, kratki zielona przechodzg na niebieskie,
niebieskie na zo6tte i z6tte z powrotem na czerwone). Istnieje jednak jeden wyjatek. Jezeli n
jest nieparzyste to istnieje kratka na samym srodku uktadu, ktéra pod kazdg symetrig zostaje
w tym samym miejscu (tworzy cykl o dtugosci 1 — czarny).

n2
2 | n-— <0’0’0,Z)

n®—1
2tn- <1'O'0'T>

Ct(gX) =

g3 —obrét o 90° w lewo

Rysunek 19 - obrét 0 90° w lewo - model (2D)
Wynik dokfadnie taki sam jak przy g,.
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gs —obrot o 180°

Rysunek 20 - obrét o 180° - model (2D)

Po dwdch obrotach kratki wracajg na swoje miejsce (czerwony na zieloni i zielony na
czerwony), oczywiscie poza kratkg w srodku przy n nieparzystym, ktdra jak zwykle zostaje na
swoim miejscu (czarny). Wiec:
2
2|1 (0,=)
Ct(g X) = 2 2 .
2+n-(1,

)

gs — odbicie poziome

Rysunek 21 - odbicie poziome - model (2D)

Gdy n jest parzyste wszystkie kratki po dwdch odbiciach wracajg na swoje miejsce, czyli tworza
cykle o mocy 2 (czerwony na zielony i zielony na czerwony). Natomiast przy n nieparzystym
wszystkie kratki na osi symetrii tworzg cykle o dfugosci 1 (czarny).
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n
2|n- (0.7)

Ct(gsX) = 2
2tn-(n,——)

ge — odbicie pionowe

Rysunek 22 - odbicie pionowe - model (2D)

Wynik taki sam jak przy gs.

g7 — odbicie po przekatnej

Rysunek 23 - odbicie po przekatnej - model (2D)

Wszystkie kratki po dwdch odbiciach wracajg na swoje miejsce (czerwony na zielony i zielony
na czerwony), poza kratkami znajdujgcymi sie na przekatnej, ktdre pozostajg nienaruszone

(czarny).
n®—n

2

Ct(g7) = (Tl, )
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gs — odbicie po drugiej przekatnej

Rysunek 24 - odbicie po drugiej przekatnej - model (2D)

Wynik taki sam jak przy g-.

Znajac juz typy cykliczne kazdej symetrii mozemy skonstruowac klasy réwnowazne dla tego
GiX:

G =D, X = ukfad kratek nxn
llgdl =1 Ct(g:1X) = (n?)
2|n-0,0,0,%
g2l = 2 Ct(g.X) = w21
2tn- (1,0.0.7)
2|n-(0,%)
llgall =1 Ct(gsX) = w71
2tn- (LT)
21n-(0,%)
Ilgs]l = 2 Ct(gsX) = .
24n - (n,—)
2_
|Lg71l = 2 Ct(g;X) = (n,"—)

Nastepnie podstawiamy je do tabelki. Ze wzgledu na fakt, ze postugujemy sie tu juz
parametrem (n) — a nie tylko liczbami — kolumna N oraz N|[h]||[g]| sa szersze, wiec musze
usung¢ kolumny [[R]] i |[g]|, aby zrobi¢ na nie miejsce.
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[hn]] [92] Sktadnik dla klas [h] i [g] N N|[A]lI[g]l
11 (2 + zD)™ 2"’ 2"
2 n? n? n?
2|n- (zf +21)* 2|n- 2% 2|n—>2%2%
n?-1 n?+3 n?+3
24n- (z1 +zDYzf + z$) 2in—>2 1 2tn—>2x2" 4
1| 4 n? n? n?
2|n- (22 +2z3)2 2|n->272 2|ln->272
n?-1 n+1 n?+1
2+n—>(zl+zll)(zl+z)2 2tn->2 2 2tn->2 2
1 5 n? n?
2|n—>(zl+zlz)2 2|ln—>27 2|ln—->2x272
n®-n n?+n n?+n
2tn- (zi +zD)"(2 + z2) 2 2in->2 2 241n—>2x2 2
1|7 n?-n n’+n n+n
(z] + z))™(2} + 28) 2 22 2%x2 2
2 |1 (2zH"* 0 0
2 | 2 n? n? n?
2|n- (2z7)% {2|n—>24 {2|n—>2*24
n?-1 2tn->0 2tn-0
2tn- (2zH)(2z7) 2
2 | 4 n? n? n?
2|n- (2z2)2 {2|n—>22 {2|n—>22
2tn-0 2tn-0
2%n—>(2221)1(22) >
2 |5 ) n? n?
2|n—>(222)2 2|n-> 22 2|n—>2%22
2{n-0 2{n-0
2%n—>(22)”(22) 7
2 7 nc-n 0 0
(2221"(2222) -

Mozemy teraz doda¢ ostatnig kolumne i podzieli¢ wszystko przez |G||H| = 8 * 2 = 16, dzieki
czemu uzyskujemy wzor:

2 n? n?+n n?

1 2 n w2 n?
2ln - —(2" +2+27 +27 +2*22 +2%2° 2 4+2%x24 4224222
f(n)= 1 n?+3 n?+1 n?+n n?+n
2+n—>E 27 4 2%2 4 42 2 +2%2 2 4+2%2 2

1 n? n? n%+4n
2|n—>—6 2V 44520 +6%22 +2%2 2
f(n) - 1 n?+n n?+1 n?43
2+n—>E 2" 4 4x2 2 +2 2 +2x2 4
Zamiast zapisywac¢ wzér na przypadki mozemy zdefiniowa¢ go na dwa sposoby — raz na
liczbach parzystych i raz na liczbach nieparzystych. Czyli zamiast n uzywamy 2k lub 2k + 1. Po
wszystkich koniecznych przeksztatceniach wyglada to nastepujgco:

fQ2k) =— (24k2 k242 4 3 4 2K+l 4 22k2+k+1)
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fQk+1) = %(24k2+4k+1 + 22k2+3k+3 | 92k?+2k+1 4 22k2+2k+3)

Wzory te sg rownowazne ze wzorami na ten cigg zawartymi w OEIS. Tylko teraz pozostaje
pytanie: skad na OEIS wzdr, ktérego wyprowadzenie wymaga uzycia narzedzia, ktére dopiero
odkrytem. Otéz okazuje sig, ze istniejg dwie grupy symetrii koloréw, do ktérych moje narzedzie
nie jest potrzebne. Sg to: grupa trywialna (réwnowazna z brakiem symetrii koloréw) oraz C,
(mozna przeksztatcié symetrie koloréw na symetrie przestrzenng i zastosowaé Lemat
Burnside’a). Sprébujmy wiec zrobi¢ to samo, tyle Ze juz na grupie, ktérej nie da sie tak
uprosci¢. Na przyktad S; (czyli zwiekszamy ilos¢ koloréw o jeden (np. zielony)). Klasy
rownowazne mamy juz wyliczone, wiec wystarczy podstawié¢ do tabelki (usuwam réwniez
kolumne N oraz upraszczam najbardziej wewnetrzne wielomiany) i wyliczy¢ wzér.
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[h] | [94] Sktadnik dla klas [h] i [g] N|[A]ll[g]l
1)1 Bz)™ 3™
1| 2 n? n?
2|n- (3z1)% 2|n—>2x3%
n%-1 n?+3
2+n- (3z1)'(3zf) = 2tn—>2%3 4
1 4 n? n2
2|n- (3z%)2 2|n->372
n?-1 n?+1
2+tn- (3z1)'(32%) 2{n->3 2
1|5 n? n?
2|n- (3z3)2 2|n->2%32
n?-n n?+n
24n- (3z1)"(3z2) 2 2tn—>2%3 2
1|7 n’-n n’+n
(BzD™(3z{) 2 2%x3 2
2 11 2z + 2™ 3
2 n? n?
2|n- 2z +z{)= 2|n—>6x3%
n?-1 n?-1
24n- 2z +z)'(2z; + z§) 2 2tn—>6%3 2
2 | 4 n? n?
2|n- (222 + z2)2 2|n—>3%32
n%-1 n?-1
2tn-> 2z +2zD)'(2z2 +z2) 2 2tn—>3%3 2
2 |5 n? n?
2|n- (222 + z2)2 2|n—>6%32
n?-n n?-n
24n- 2z} + z2)"(223 + z2) 2 2tn—>6%3 2
2 | 7 n’-n n’-n
(2z3 + z])"(2z2 + z2) 2 6%3 2
31 3" 0
3 g 0
2|n—- (3z3)%
n?-1
2tn- (3z1)'(3z3) 2
3 4 n? 0
2|n- (3z2)2
n?-1
2tn- (3z1)1(3z2) 2
3 5 n? 0
2|n- (3z%)2
n?-n
2+tn- (3z)"(3z2) 2
317 n’-n 0
(3z1™(323)
1 5 n? n?+2 n?+n n?-n+2
2|n—>E 3" +8%x34 +4x3 2 +2x3 2 +2%3 2 +3
f(n) =

n?+n n?-n+2

) n%+3 n?+1 n2+n n?-n+2
z*naE 3" +4x3 4 +2%x3 2 4+4%x3 2 +4x3 2z +3
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IV.2. Uktad kratekn xn xn

Potrafigc juz tworzyé tego typu wzory postanowitem zmierzy¢ sie z troche trudniejszym
wyzwaniem. X — uktad kratek nxnxn oraz G = 0 dla dwéch lub trzech koloréw pod
symetryczng grupg symetrii. Ponownie jak poprzednio musimy zacza¢ od klasyfikacji klas
abstrakcji grupy G. Ponizej przedstawiam sposdb w jaki za pierwszym razem klasyfikowatem
te klasy oraz do kazdej z nich opis gdzie punkty (kratki) w tym uktadzie (przedstawione jako
kule, aby wszystkie byty widoczne) sg ukazane po zastosowaniu symetrii. Nie nalezy
interpretowac ponizszych modeli jako kolorowania uktadu kratek n x n x n.

[g1] — symetria neutralna l[g:ll =1

“Q ®

Rysunek 25 - symetria neutralna - model (3D)
Wszystkie punkty pozostajg w tej samej pozyciji.

Ct(g1X) = (n?)
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[g,] — obrét 0 90° wzgledem $ciany? l[g.]l =6

Rysunek 26 - obrét o 90° wzgledem sciany - model (3D)

Przy n parzystym wszystkie punkty wracajg na swoje miejsce po czterech iteracjach. To znaczy
punkty pokolorowane na czerwono zmieniajg swoje potozenie na punkty zielone, zielone na
niebieskie, niebieskie na zétte i z6tte z powrotem na czerwone. Natomiast przy n nieparzystym
na Srodku sSciany wzgledem ktérej szescian jest obracany istnieje kolumna punktéw
tworzacych cykle o dtugosci 1 (czarne).

3
n
R

—n
4

2| n - (0,0,0,
Ct(gZX) = n3
kZ tn - (n0,0,

)

2 Przez obrét wzgledem $ciany rozumiem obrét wzgledem osi przechodzacej przez $rodek $ciany i bedacej do
niej prostopadtej
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[g3] — obroét o 180° wzgledem Sciany

Rysunek 27 - obrét o 180° wzgledem $ciany - model (3D)
Podobnie jak przy g,, tyle ze zamiast czterech iteracji wszystko wraca na swoje miejsce po
dwdch. Czerwona na zielone i zielone z powrotem na czerwone.

3
2|n - (0,5)

Ct(g3X): n3_n

2{n- (Tl,T)

[g4] — obrét o 180° wzgledem krawedzi? g4l =6

Rysunek 28 - obrét o 180° wzgledem krawedzi - model (3D)

3 Przez obrét wzgledem krawedzi rozumiem obrét wzgledem osi przecinajacej dang krawedz w potowie pod
katem 135° do Sciany przylegajgcej do tej krawedzi.
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Przy n parzystym wszystkie punkty tworzg cykle o dfugosci 2. Czerwone sg przemieszczane na
zielone i zielone na czerwone. A gdy n jest nieparzyste punkty na osi symetrii tworzg cykle
dtugosci 1 (czarne). Czyli typ cykliczny wyglada tak samo jak przy g;.

( 2|n—>(0,n73)

Ct(g4X) = nd—n
24n-(n, 5 )
[gs] — obrét o 120° wzgledem naroznika* |lgs]l = 8
l ““ e
|
-~ \ ® '0‘
- &6 8 _%g
~ - L
\ ’ O . (™)
bf vy “‘ D
v & (™
we O - il ®
® ~ T
> e
- . ©
- -
L

Rysunek 29 - obrét o 120° wzgledem naroznika - model (3D)

Niezaleznie od tego czy n jest parzyste czy nieparzyste, wszystkie punkty (poza punktami na
osi obrotu) wracajg na swoje miejsce po trzech iteracjach. Z6tty na rézowy, rézowy na btekitny,
btekitny na zé6tty oraz czerwony na niebieski, niebieski na zielony i zielony na czerwony.

Natomiast punkty na osi obrotu tworzg cykle dtugosci 1 (czarne).
nd—n

3

Ct(QSX) = (n! 0! )

4 Obrét wzgledem naroznika (wierzchotka) rozumiem obrét wzgledem osi zawierajacej dtugg przekatna
szescianu
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[g6] — odbicie lustrzane® llgell = 1

Rysunek 30 - odbicie lustrzane - model (3D)

Przy n parzystym wszystkie punkty tworzg cykle dtugosci 2 (zielony na czerwony i czerwony
na zielony). Natomiast przy n nieparzystym punkty na ptaszczyznie odbicia tworzg cykle
dtugosci 1 (czarne).

3
n
2|n- (0,7)
Ct(g6X) = n3 _nz
2fn-> (RZ,T)

> Przez odbicie lustrzane rozumiem odbicie wzgledem ptaszczyzny prostopadtej do czterech $cian i zarazem
rownolegtej do dwdch pozostatych.
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[g7] — odbicie lustrzane i obrét o 90° wzgledem $ciany prostopadtej do ptaszczyzny odbicia
I[g/1l = 4

Rysunek 31 - odbicie lustrzane i obrét o 90° wzgledem sciany prostopadtej
do ptaszczyzny odbicia - model (3D)

Wszystkie punkty poza jedng ptaszczyzng tworzg cykle diugosci 2 (czerwony na zielony i
zielony na czerwony), a punkty na ptaszczyznie tworzg cykle dtugosci 1 (czarne).

3 _p2

2

Ct(g7X) = (nZ' )

[gs] — odbicie lustrzane i obrét o 90° wzgledem $ciany réwnolegtej do ptaszczyzny odbicia
I[ggll = 2

Rysunek 32 - odbicie lustrzane i obrét o 90° wzgledem Sciany rdwnolegtej
do ptaszczyzny odbicia - model (3D)
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Wszystkie punkty poza prostg przechodzgcy przez $rodek tworzg cykle dtugosci 4. Czyli
czerwone na niebieskie, niebieskie na zotte, zotte na zielone i zielone na czerwone. Jezeli n
jest nieparzyste to punkty na prostej przechodzacej przez srodek tworzg cykle o mocy 2
(btekitny na rézowy i rézowy na btekitny) oraz 1 punkt staty o mocy 1 (czarny).

n3

2|n-0,0,0, Z)

Ct(QBX) = n—1 n®—n
2 1’ JOF

tn—( 5 2 )

[g9] — odbicie lustrzane i obrét o 180° wzgledem $ciany prostopadtej do ptaszczyzny odbicia
I[goll = 2

Rysunek 33 - odbicie lustrzane i obrét o 180° wzgledem sSciany prostopadte;j
do ptaszczyzny odbicia - model (3D)

Sytuacja réwnowazna do gg.

3
n

2|n- (0,7)

Ct(goX) =

n3 —n?

tZJ(n—>(n2, 5

)
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[g10] — odbicie lustrzane i obrét o 180° wzgledem $ciany réwnolegtej do ptaszczyzny odbicia
I[g10]l =1

Rysunek 34 - odbicie lustrzane i obrét o 180° wzgledem $ciany rownolegtej
do ptaszczyzny odbicia - model (3D)

Przy n parzystym wszystkie punkty tworzg cykle dtugosci 2 (zielony na czerwony i czerwony
na zielony). Natomiast przy n nieparzystym punkt w samym srodku szescianu tworzy cykl
dtugosci 1 (czarny).

3
n
2 I
In—>(0,2>

n3—-1
2

Ct(g10X) =

l2tn-, )
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[g11] — odbicie lustrzane i obrét o 180° wzgledem krawedzi prostopadtej do ptaszczyzny
odbicia

I[g11]l = 2

Rysunek 35 - odbicie lustrzane i obrét o 180° wzgledem krawedzi prostopadtej

do ptaszczyzny odbicia - model (3D)
Sytuacja réwnowazna do g;.

n3 — n2

Ct(g11X) = (n?, > )
[g12] — odbicie lustrzane i obrét o 180° wzgledem krawedzi réwnolegtej do ptaszczyzny
odbicia [[g12]l = 4

5 oo g
- > 0
‘5 %?‘o"o.
-- b'."’«‘. -
. >0.“.* .
ey 0, ©
b\\': %"‘ “‘.

‘ "“.
« ¥ o ©

¢ © ¢

Rysunek 36 - odbicie lustrzane i obrét o 180° wzgledem krawedzi rdwnolegtej

do ptaszczyzny odbicia (3D)
Sytuacja réwnowazna do gg.

51| Strona



3
n
2 | n-— (010;01_>

4
Ct =
(912) n—1 Tl3 —n
kz '*' n-—- (1) 2 ) 0; 4
[g13] — odbicie lustrzane i obrét o 120° wzgledem naroznika llg13]l = 8

% e,
& ;}":‘;". *
- “oe
& ¥
e o wote’

Rysunek 37 - odbicie lustrzane i obrét o 120° wzgledem naroznika - model (3D)

Gdy n jest parzyste punkty z trzech diugich przekatnych szescianu tworzg cykle dtugosci
6 (czarne), a punkty z pozostatej przekatnej tworzg cykle dtugosci 2 (biate). Pozostate punkty
tworza cykle dtugosci 6 (z6tty na zielony, zielony na btekitny, btekitny na czerwony, czerwony
na niebieski, niebieski na rézowy, rézowy na z6tty). Natomiast gdy n jest nieparzyste punkt
w Srodku tworzy cykl dtugosci 1, a reszta jest niezmieniona.

nd—n

G )
nd—n

— )

n
2 | n- (OIEI 0’0)0’
Ct(g12X) = n—1
tz tn- <1,T ,0,0,0,

Po przeprowadzeniu takiego podziatu zauwazytem, ze niektére klasy nie sg petne i przez
przypadek podzielitem je na kilka mniejszych zbioréw. Na szczescie naprawienie tej pomyftki
jest bardzo fatwe — wystarczy zdefiniowaé nowe klasy (majace takie same typy cykliczne jak
powyzej), ktédrych moce sg sumg mocy tych klas, ktére miaty ten sam typ cykliczny. Oczywiscie
stosujgc takg metode zmienia sie numeracja klas. Dzieki temu powstajg nam nastepujgce klasy
rownowazne:
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Ct(g:X) = (n®)

3
2|n-(0,00,7)

Ct(g2X) = n3-n
2tn-(n, O’O’T)
2|1 - (0,%)
Ct(ng) = Tl32—7’l
2tn-(n, )
Ct(g:X) = (n,0,2)
2|1 - (0,%)
Ct(ng) = 32_ 2
2 tn - (n?, =)

Tl3 _nZ
)

Ct(geX) = (n?,

3
2|n-(0,0,0,7)

Ct(g7X) = 3
n-—1 n°>—-n
2+n—>(1,7,0, ” )
21n - (0,%)
Ct(ggX) = n32_1
24n-(1,—)
2|n - (0,2,000="
Ct(gy) = 2 N

)

- 3_
2 tn - (1,%==,0,00,27)

l[g:]l =1
l[g.]l =6
l[gs]l =9
[[g4]l =8
l[gs]l =3
l[gell = 6
l[g/]1l =6
l[gsll =1
I[gs]l = 8
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[ha] | [gn] Sktadnik dla klas [h] i [g] N|[Rr]|ILg]l
11 2zhH" 2"
1 2 nd 3
2|n- (2z1)% 2|n—>6%27%
n3-n n3+3n
2tn- (2zD)"(2z) & 2fn—->6%2" 4
! 3 2|n—>(2212)nT3 2|n—>9>k2nT3
24n— (2z11)n(2z12)n—3z_ 8 2ino9x2e
L @) )" 5" gs 2" 5"
Zq Z1 3 * 3
1 5 n3 3
2|n—> (2227 2|ln—3%27
2 tn— (2211)112(2211)1135712 Ttn o3 2n3;n2
i oty @) 6x2" 3"
Zi Zi 2 * 2
1 7 n3 3
2|n- (QzH)* 2|n—>6*2nT
n-1 n3-n n3+n+2
2tn- (2z))(2z8) 2z (2z1) & 2in->6%x2" 4
HC 2|n— @) 5
n - (2z7)2 2|n->22
3_4 3
24n- (2z%)1(2211)—n 2 24n- 27 7
1 9 n nd3-n n3+2n
2|n- (2z2)z2(2z%) 6 2|ln—>8x%2 6
n-1 n3-n n3+2n+3
2tn- (2z))(2z2) 2z (2z8) 6 2{n—>8x%2 6
2 1 (221)n3 0
2 2 2 n n3
2|n—- (2z7)% {2|n—>6*24
2 bno (Zzl)”(2z4)n34_n 2tn-0
2 2
2 3 n3 3
2|n- (2z3) 72 {2|n—>9*21§
1\n(9,2 n’-n 24n-0
2+tn—- (2z;)"(2z5) 2
2 4 n-n 0
(227)"(223) 3
2 5 n3 n3
2|n—- (2z2)2 {2|n—>3*27
32 2 0
2 6 n3-n? 0
(22" (223) 2
2 7 nd n3
2|n—- (2z7)% {2|n—>6*27
n—-1 n3-n 2tn->0
24n > (227)(223) 2z (2z3) @
2 8 n® n3
2|n- (2z2)2 {2|n—>22
n3-1 2in-0
2tn - (22)'Qz3) 7
2 9

n n3-n
2| n— (225)z(225) 6

n-1 n’-n
2t n > (223)(2z3) 2 (225) ©

n3+2n
{2|n—>8*2 6
2in-0
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Nastepnie podstawiajgc do wzoru otrzymujemy:

f(n)
n3 n3 3+2 n3 3+n2 n3
2|n—>2” +6*24 +9*22 +8x2 3 +3*22 +6x2 2 +6x%x24 +
1 n3 n+2n n3 n3 n3 n3 n3 n+2n
= 22 +8x%2 6 6*24+9*22 +3*22 +6%24 +22 +8%2 6
96 n+3n n3+n n3+2n n34n? n34n?
24n—->2" +6%x2 & +9x2 2 +8%2 3 +3%2 2 +6%2 2z +
n34+n+2 n3+1 n3+2n+3
\ 62 4 +2 2 4+8x%2
n3 n3 n +2n n3+n? n3+2n
( 2|n—>2n +24*24 +26%22 +8%x2 3 +6*x2 2 +16x2
1 n +3n n3+n n3+2n n3+n? n34n+2 n3+1
96 2+n—>2" +6+x2 4 4+9x2 2 4+8x2 3 +9x2 2 +6x2° 4 +22 +
n342n+3
8 * 2
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V. Zakonczenie

Po wyprowadzeniu powyzszego wzoru dla uktadu kratek n x n x n postanowitem sprawdzic,
czy cigg powstaty z powyiszego wzoru (1,14,1426144, ...) jest na OEIS. Okazato sie, ze nikt go
jeszcze tam nie opublikowat, wiec zatozytem konto i dodatem cigg na te strone. Jezeli cigg
zostanie zatwierdzony to bedzie on miat numer A350891.

The OEIS is supported by the many generous donors to the OEIS Foundation.

2% THE ON-LINE ENCYCLOPEDIA
(PE OF INTEGER SEQUENCES ©

founded in 1964 by N. ]. A. Sloane

| ‘ | Search | Hints
(Greetings from The On-L ine Encyclopedia of Integer Sequences!)

A350891 allocated for Kacper Blachut
(list: refs; listen: history; text; internal format)
LINKS Table of n, a(n) for n=1..8.
KEYWORD allocated
STATUS approved

Rysunek 38 - Mdj cigg na OEIS

Wszystkie przemyslenia zawarte w tej pracy sg moja autorska koncepcjg. Czesto wyniki
moich rozwazan byly zbiezne z wynikami innych matematykéw. Na przyktad de Bruijn w
swojej pracy ([5]) doszedt do podobnych wnioskdéw co ja. Jednak jego wzér jest zupetnie nie
podobny do mojego, ale liczy to samo.

ng W(F) = (G| |H| T ZG hEH 27 ().

Rysunek 39 - Wzér De Bruijn'a
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