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Wst¦p

Z geometri¡ pªask¡ mamy styczno±¢ w szkole ju» od najmªodszych lat. Na

pocz¡tkowym etapie edukacji uczymy si¦ rozró»nia¢ �gury, a w nast¦pnych latach

dowiadujemy si¦ jak mo»na wykorzysta¢ poznane wªasno±ci w zadaniach. Geometria

jest jednak obszern¡ dziedzin¡, przez co na poziomie podstawowym nie da si¦

przedstawi¢ wszystkich ciekawych zagadnie«, które obejmuje. Wªa±nie dlatego praca

ta jest po±wi¦cona omówieniu dwóch niezwykªych twierdze«: Menelaosa i Cevy.

Na pocz¡tku, dla ªatwiejszego zrozumienia omawianych zagadnie«, autorka pracy

przybli»yªa par¦ twierdze« oraz de�nicji, które b¦d¡ wykorzystane w pó¹niejszej

cz¦±ci pracy.

Drugi rozdziaª dotyczy twierdzenia Menelaosa. Przedstawiona zostaªa wypowied¹

twierdzenia, dowód oraz twierdzenie do niego odwrotne. Po omówieniu tego

zagadnienia twórca pracy przeszedª do pokazania przykªadów wykorzystania

twierdzenia w zadaniach.

Ostatni rozdziaª po±wi¦cony zostaª twierdzeniu Cevy. Po przedstawieniu

wypowiedzi twierdzenia, autorka zaj¦ªa si¦ jego dowodem oraz twierdzeniem

odwrotnym. W ostatniej cz¦±ci pracy zostaªy rozwi¡zane ciekawe zadania dotycz¡ce

omawianego tematu.
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Rozdziaª 1

De�nicje i twierdzenia potrzebne do

omówienia tematu

Zanim zaczniemy szczegóªowe omówienie tytuªowych zagadnie« zapoznamy si¦

z niezb¦dnymi do zrozumienia dalszej cz¦±ci pracy de�nicjami oraz twierdzeniami.

B¦d¡ to kolejno twierdzenie Talesa i wykorzystywane w przykªadowych zadaniach

poj¦cie ±rodkowej, poj¦cie dwusiecznej, twierdzenie o dwusieczej oraz de�nicja

czworok¡ta wypukªego.

Twierdzenie 1. (Talesa) Je»eli ramiona k¡ta (lub ich przedªu»enia) przetniemy

dwiema prostymi równolegªymi k i l, to

|AE|
|EC|

=
|AD|
|DB|

,
|AE|
|AC|

=
|AD|
|AB|

,
|AC|
|EC|

=
|AB|
|BD|

.
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Wniosek 1. Przy zaªo»eniach z Twierdzenia Talesa prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce

równo±ci
|DE|
|BC|

=
|AD|
|AB|

=
|AE|
|AC|

Dowód. Zainteresowany czytelnik mo»e znale¹¢ ciekawy dowód twierdzenia w jednej

z pozycji bibliogra�cznych,([12]).

Kolejnym istotnym poj¦ciem do zrozumienia rozwi¡zania jednego z przykªado-

wych zada« jest de�nicja ±rodkowej w trójk¡cie.

De�nicja 1. (±rodkowa trójk¡ta) �rodkow¡ w trójk¡cie nazywamy odcinek

ª¡cz¡cy wierzchoªek trójk¡ta ze ±rodkiem przeciwlegªego boku.

W pracy wykorzystamy równie» poj¦cie dwusiecznej k¡ta oraz twierdzenie

o dwusiecznej k¡ta wewn¦trznego w trójk¡cie.

De�nicja 2. (dwusieczna k¡ta) Dwusieczn¡ k¡ta nazywamy póªprost¡ o pocz¡tku

w wierzchoªku k¡ta, dziel¡c¡ ten k¡t na dwa k¡ty równej miary.

Twierdzenie 2. (twierdzenie o dwusiecznej) Niech AD b¦dzie dwusieczn¡ k¡ta

przy wierzchoªku C w trójk¡cie ABC. Wtedy

|AD|
|DB|

=
|AC|
|BC|

.
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Dowód. Zainteresowany czytelnik znajdzie dowód w jednej z pozycji bibliogra�cz-

nych, ([2])

Warto wspomnie¢, czym jest czworok¡t wypukªy. To poj¦cie przyda si¦ nam

w prawidªowym rozwa»aniu jednego z przykªadów.

De�nicja 3. (czworok¡t wypukªy) Czworok¡tem wypukªym nazywamy czworo-

k¡t, którego wszystkie k¡ty wewn¦trzne s¡ k¡tami wypukªymi, czyli maj¡cymi miar¦

z przedziaªu (0◦; 180◦).
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Rozdziaª 2

Twierdzenie Menelaosa i przykªady

jego zastosowania w zadaniach

Po zapoznaniu si¦ z przydatnymi de�nicjami i twierdzeniami mo»emy przyst¡pi¢

do omówienia wªa±ciwego tematu pracy. Pierwszym zagadnieniem jest twierdzenie

Menelaosa. W pierwszej kolejno±ci skupimy si¦ na tre±ci twierdzenia i jego dowodzie.

Twierdzenie 3. (Menelaosa) Dany jest trójk¡t ABC i prosta PQR , przy czym

punkty P , Q, R le»¡ na prostych zawieraj¡cych boki tego trójk¡ta, ale nie s¡ jego

wierzchoªkami. Wówczas
|AR|
|RB|

· |BQ|
|QC|

· |CP |
|PA|

= 1.

Dowód. Prowadzimy prost¡ k, która zawiera wierzchoªek C i jest równolegªa do

prostej l, zawieraj¡cej bok AB.
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Z twierdzenia Talesa mamy
|BQ|
|BR|

=
|QC|
|CS|

.

Przeksztaªcaj¡c powy»sze równanie wyznaczamy |CS|

|CS| = |QC| · |BR|
|BQ|

.

Z drugiej strony, korzystaj¡c równie» z twierdzenia Talesa, otrzymujemy

|CS|
|CP |

=
|AR|
|AP |

.

Ponownie wznaczamy dªugo±¢ odcinka |CS|

|CS| = |AR| · |CP |
|AP |

.

Przyrównuj¡c otrzymane wy»ej równo±ci, mamy

|AR| · |CP |
|AP |

=
|QC| · |BR|

|BQ|
.

Dziel¡c stronami równanie przez |QC| · |BR| dostajemy
|AR| · |CP |

|AP | · |BR| · |QC|
=

1

|BQ|
.

Ostatecznie po wymno»eniu przez |BQ| otrzymujemy tez¦

|AR| · |CP | · |BQ|
|AP | · |BR| · |QC|

= 1.

W przypadku gdy punkty P , Q, R le»¡ na przedªu»eniach boków trójk¡ta dowód

przebiega analogicznie.
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Poka»emy, »e twierdzenie odwrotne do twierdzenia Menelaosa równie» jest

prawdziwe.

Twierdzenie 4. (odwrotne do twierdzenia Menelaosa) Je±li punkty P , Q, R

le»¡ na ró»nych prostych zawieraj¡cych boki trójk¡ta ABC oraz zachodzi równo±¢
|AR|
|RB| ·

|BQ|
|QC| ·

|CP |
|PA| = 1, to punkty te s¡ wspóªliniowe.

Dowód. Przeprowadzimy dowód nie wprost. Zaªó»my »e punkty P , Q, R nie s¡

wspóªliniowe. Wiemy, »e przez dwa dowolne punkty mo»na poprowadzi¢ prost¡.

Prosta m przecina prost¡ PQ w punkcie R′. Z twierdzenia Menelaosa w trójk¡cie
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ABC wynika
|AR′|
|BR′|

· |BQ|
|QC|

· |CP |
|PA|

= 1

Z zaªo»e« twierdzenia wiemy, »e |AR|
|RB| ·

|BQ|
|QC| ·

|CP |
|PA| = 1. Prawdziwa jest, wi¦c te»

poni»sza równo±¢

|AR′|
|BR′|

· |BQ|
|QC|

· |CP |
|PA|

=
|AR|
|BR|

· |BQ|
|QC|

· |CP |
|PA|

,

Po uproszczeniu mamy
|AR′|
|BR′|

=
|AR|
|BR|

.

St¡d wynika, »e R′ = R.

Przyjrzyjmy si¦ teraz przykªadowym zadaniom, które z ªatwo±ci¡ rozwi¡»emy

korzystaj¡c z twierdzenia Menelaosa.

Zadanie 1. ([7]) Dany jest czworok¡t wypukªy ABCD. Prosta k przecina odcinki

AB i BC odpowiednio w punktach Y , Z oraz proste DA i CD odpowiednio

w punktach X i T . Wykaza¢, »e

|DX| · |AY | · |BZ| · |CT |
|XA| · |Y B| · |ZC| · |TD|

= 1.
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Dowód. Na pocz¡tku przedªu»ymy odcinki CD i AB tak, aby otrzyma¢ trójk¡t

MAD.

Z twierdzenia Menelaosa wiemy, »e

|DX| · |AY | · |MT |
|AX| · |YM | · |TD|

= 1.

Nast¦pnie patrzymy w podobny sposób na powstaªy trójk¡t MCB.
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Podobnie jak wcze±niej na mocy twierdzenia Menelaosa zachodzi równo±¢

|BZ| · |CT | · |MY |
|ZC| · |TM | · |Y B|

= 1.

Teraz wystarczy wymno»y¢ przez siebie obie równo±ci i skróci¢ uªamki

|BZ| · |CT | · |MY |
|ZC| · |TM | · |Y B|

· |DX| · |AY | · |MT |
|AX| · |YM | · |TD|

=
|DX| · |CT | · |AY | · |BZ|
|DT | · |AX| · |Y B| · |ZC|

= 1 · 1 = 1.

Po przedstawieniu pierwszego przykªadu zastosowania twierdzenia Menelaosa,

przyjrzyjmy si¦ kolejnemu.

Zadanie 2. ([7]) Punkty X i Y nale»¡ odpowiednio do boków BC i DA czworok¡ta

ABCD, przy czym |AY |
|Y D| =

|CX|
|XB| . Prosta XY przecina odcinki BD i AC odpowiednio

w punktach K i L. Wykaza¢, »e |AL|
|LC| =

|DK|
|KB| .
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Dowód. Spójrzmy nieco inaczej na rysunek z zadania. Rozwa»my trójk¡t BCP

Z twierdzenia Menelaosa wiemy, »e

|CX| · |BK| · |PL|
|XB| · |PK| · |LC|

= 1.

12



Teraz rozwa»my trójk¡t ADP .

Stosuj¡c w nim twierdzenie Menelaosa mamy

|DY | · |AL| · |PK|
|Y A| · |PL| · |KD|

= 1.

Zatem
|CX| · |BK| · |PL|
|XB| · |PK| · |LC|

=
|DY | · |AL| · |PK|
|Y A| · |PL| · |KD|

= 1 · 1 = 1.

Przemna»aj¡c przez siebie otrzymane wyra»enia otrzymujemy

|DY | · |AL| · |CX| · |BK|
|Y A| · |KD| · |XB| · |LC|

= 1.

Korzystamy z zaªo»enia |AY |
|Y D| =

|CX|
|XB| i dostajemy

|XB| · |AL| · |CX| · |BK|
|CX| · |KD| · |XB| · |LC|

= 1.

Po skróceniu otrzymujemy
|AL| · |BK|
|KD| · |LC|

= 1.

Po przeksztaªceniu dostajemy tez¦

|AL|
|KD|

=
|KD|
|BK|

.

Jak wida¢, dzi¦ki zastosowaniu gªównie twierdzenia Menelaosa udaªo nam si¦

w sposób szybki i przejrzysty przeprowadzi¢ powy»sze rozwa»ania. Równie przydatne

oka»e si¦ twierdzenie omawiane w kolejnym rozdziale.
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Rozdziaª 3

Twierdzenie Cevy i przykªady jego

zastosowania w zadaniach

Kolejnym zagadnieniem jakie omówimy b¦dzie twierdzenie Cevy. Podobnie jak

poprzednie dotyczy¢ ono b¦dzie geometrii pªaskiej, jednak tym razem uka»e nam

nieco inne wªasno±ci. Na pocz¡tku przejd¹my do samej tre±ci twierdzenia, a pó¹niej

przedstawimy twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 5. (Cevy) Je±li punkty P , Q, R le»¡ odpowiednio na bokach BC, CA,

AB trójk¡ta ABC oraz odcinki AP , BQ, CR przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie, to

prawd¡ jest, »e
|AR|
|BR|

· |BP |
|PC|

· |CQ|
|QA|

= 1.
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Dowód. Prowadzimy prost¡ b równolegª¡ do prostej z, która zawiera bok AB.

1) Pomi«my na chwil¦ odcinki AC i BC na powy»szym rysunku

Z twierdzenia Talesa wynika, »e |AR|
|MC| =

|RX|
|CX| ,

|RB|
|NC| =

|RX|
|CX| .

Przyrównuj¡c uªamki mamy
|RB|
|NC|

=
|AR|
|MC|

.

Po przeksztaªceniu otrzymujemy

|AR|
|RB|

=
|MC|
|NC|

.
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2) Teraz z rysunku pomi«my proste BN , CR, AC.

Podobnie jak wcze±niej z twierdzenia Talesa mamy

|BP |
|PC|

=
|AB|
|CM |

.

3) Na koniec pomi«my z rysunku proste BC, AM , CR.

Korzystaj¡c po raz ostatni z twierdzenia Talesa dostajemy

|CQ|
|QA|

=
|NC|
|AB|

.
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Z równo±ci otrzymanych w punktach 1), 2) oraz 3) wynika teza

|CQ|
|QA|

· |BP |
|PC|

· |AR|
|RB|

=
|NC|
|AB|

· |AB|
|CM |

· |CM |
|NC|

= 1.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Cevy tak»e jest prawdziwe, co wyka»emy

poni»ej.

Twierdzenie 6. (odwrotne do twierdzenia Cevy) Je±li punkty P , Q, R le»¡

odpowiednio na bokach BC, CA, AB trójk¡ta ABC oraz zachodzi równo±¢ |AR|
|BR| ·

|BP |
|PC| ·

|CQ|
|QA| = 1, to odcinki AP , BQ, CR przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie.

Dowód. Przeprowadzimy dowód nie wprost. Zaªózmy, »e proste AP , BQ, CR nie

przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie. Oznaczamy przez punktX punkt wspólny prostych

AP i BQ. Prowadzimy prost¡ CX, która przecina prost¡ AB w punkcie R′. Wiemy,

»e Q i P le»¡ odpowiednio na bokach CA, BC trójk¡ta ABC .

Korzystaj¡c z twierdzenia Menelaosa w trójk¡cie ABC, wiemy »e

|AR′|
|BR′|

· |BP |
|PC|

· |CQ|
|QA|

= 1.

Zgodnie z zaªo»eniami twierdzenia mamy |AR|
|BR| ·

|BP |
|PC| ·

|CQ|
|QA| = 1. Zatem

|AR′|
|BR′|

· |BP |
|PC|

· |CQ|
|QA|

=
|AR|
|BR|

· |BP |
|PC|

· |CQ|
|QA|

,
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czyli
|AR′|
|BR′|

=
|AR|
|BR|

.

St¡d wynika, »e R = R′.

Po tym jak obja±nili±my dokªadnie twierdzenie Cevy zapoznajmy si¦

z przykªadami wykorzystania go w ró»nych zadaniach. Pierwsze z omawianych

zada« pochodzi z kóªka matematycznego V LO w Krakowie, za± drugie z Olimpiady

Matematycznej.

Zadanie 3. ([8]) Na przeciwprostok¡tnej AC trójk¡ta prostok¡tnego ABC obrano

punkt taki D, taki »e AB = CD. Udowodni¢, »e w trójk¡cie ABD dwusieczna

k¡ta ∢DAB, ±rodkowa z wierzchoªka B, wysoko±¢ z wierzchoªka D przecinaj¡ si¦

w jednym punkcie.

Dowód. (a) Z twierdzenia o dwusiecznej mamy

|MB|
|BA|

=
|MD|
|AD|

.
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Przeksztaªcaj¡c równo±¢ otrzymujemy

|MB| · |AD|
|BA| · |MD|

= 1.

(b) Proste BC i DL s¡ równolegªe, wi¦c korzystaj¡c z twierdzenia Talesa dostajemy

|AL|
|LB|

=
|AD|
|DC|

Z równo±ci a) i b) oraz z tego, »e |AB| = |CD| wynika, »e w trójk¡cie ABD

|AL|
|LB|

· |BM |
|MD|

· |DK|
|KA|

=
|AL|
|LB|

· |BM |
|MD|

· g
g
=

|AL|
|LB|

· |BM |
|MD|

=
|AD|
|AB|

· |MB|
|DM |

= 1

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy wynika, »e odcinki BK, AM , DL

przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie.

Zadanie 4. ([9]) Przek¡tne AC i BD czworok¡ta wypukªego ABCD przecinaj¡

si¦ w punkcie P . Punkt M jest ±rodkiem boku AB. Prosta MP przecina bok CD

w punkcieQ. Wykaza¢, »e stosunek pól trójk¡tówBCP iADP jest równy stosunkowi

dªugo±ci odcinków CQ i DQ tzn. P△BCP

P△ADP
= |CQ|

|DQ| .
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Dowód. Niech punkt K b¦dzie punktem przeci¦cia prostych AQ i BD, za± punkt L

punktem przeci¦cia prostych AC oraz QB.

W trójk¡cie ABQ korzystamy z twierdzenia Cevy i otrzymujemy

|BL|
|LQ|

· |KQ|
|KA|

· |MA|
|MB|

= 1.

Z zaªo»e« wiemy, »e |MA| = |MB|, wi¦c

|BL|
|LQ|

· |KQ|
|KA|

= 1.

Teraz rozwa»my czworok¡t PQCB. Prowadzimy wysoko±¢ QX w trójk¡cie PQC

oraz wysokos¢ BY w trójk¡cie BPC.

Skupmy si¦ na trójk¡tach QXL i Y BL. K¡ty ∢QLC, ∢Y LB s¡ wierzchoªkowe,

a k¡ty ∢OXL i ∢LY B s¡ proste, wi¦c na mocy cechy k¡t-k¡t-k¡t te trójk¡ty s¡

podobne. Zatem
|BL|
|QL|

=
|BY |
|QX|

.

Wiemy, »e
P△BCP

P△PQC

=
1
2
· |PC| · |Y B|

1
2
· |PC| · |XQ|

=
|Y B|
|XQ|

=
|BL|
|QL|

.
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Analogicznie post¦pujemy z czworok¡tem APQD.

Prowadzimy wysoko±¢ QZ w trójk¡cie DQP oraz wysoko±¢ AW w trójk¡cie DAP .

K¡ty ∢AKW , ∢QKZ s¡ wierzchoªkowe oraz ∢QZK = ∢KWA = 90°, wi¦c na

podstawie cechy k¡t-k¡t-k¡t te dwa trójk¡ty s¡ podobne. W takim razie

|AW |
|QZ|

=
|AK|
|KQ|

.

Wiemy, »e
P△APD

P△DQP

=
1
2
· |DP | · |AW |

1
2
· |DP | · |QZ|

=
|AW |
|QZ|

=
|AK|
|KQ|

=
|BL|
|LQ|

.

Wida¢ wi¦c, »e
P△BCP

P△PQC

=
P△ADP

P△DQP

,

a po przeksztaªceniach
P△BCP

P△ADP

=
P△PQC

P△DQP

.
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Korzystaj¡c ze wzoru na pole trójk¡ta i z zale»no±ci sinα = sin(180 − α),

otrzymujemy tez¦

P△BCP

P△PDA

=
P△QPC

P△DQP

=
1
2
· |QC| · |PQ| · sinα

1
2
· |PQ| · |QD| · sin(180− α)

=
|QC|
|QD|

.

Wykorzystuj¡c twierdzenie Cevy, udowodnili±my, »e zachodz¡ inne wªasno±ci

�gur zaprezentowanych w przykªadach.

Analizowane tematy, jak pokazaªy przykªady, s¡ przydatne w przypadku

wykonywania zada«, udowadniania innych wa»nych dla geometrii wªasno±ci,

w których nale»y oceni¢ wspóªliniowo±¢ danych punktów lub wyst¦puje potrzeba

okre±lenia, czy dane proste przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie.

Uzyskana wiedza pozwoli nam na odnajdywanie zale»no±ci, o których mo»liwe

»e nie mieli±my poj¦cia i u±wiadomi jak wiele ciekawych tematów skrywa w sobie

geometria pªaska.

Dla mnie samej-autorki tej»e pracy, prowadzenie powy»szych rozwa»a« byªo

ogromn¡ przyjemno±ci¡. Pozwoliªo mi zgª¦bi¢ tajniki matematyki, a zwªaszcza

geometrii pªaskiej. Mam nadziej¦, »e Czytelnicy podziel¡ mój entuzjazm

oraz doceni¡ u»yteczno±¢ twierdze«, które staraªam si¦ tutaj przybli»y¢.
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