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Wstep

7 geometria plaska mamy styczno$¢ w szkole juz od najmlodszych lat. Na
poczatkowym etapie edukacji uczymy sie rozrozniaé¢ figury, a w nastepnych latach
dowiadujemy sie jak mozna wykorzysta¢ poznane wlasnosci w zadaniach. Geometria
jest jednak obszerna dziedzing, przez co na poziomie podstawowym nie da sie
przedstawi¢ wszystkich ciekawych zagadnieri, ktore obejmuje. Wtasnie dlatego praca
ta jest poswiecona omoéwieniu dwoch niezwyklych twierdzeri: Menelaosa i Cevy.

Na poczatku, dla tatwiejszego zrozumienia omawianych zagadnien, autorka pracy
przyblizyta pare twierdzen oraz definicji, ktore beda wykorzystane w podzniejszej
czesci pracy.

Drugi rozdziat dotyczy twierdzenia Menelaosa. Przedstawiona zostata wypowiedz
twierdzenia, dowdd oraz twierdzenie do niego odwrotne. Po omoéwieniu tego
zagadnienia tworca pracy przeszedt do pokazania przyktadéow wykorzystania
twierdzenia w zadaniach.

Ostatni rozdzial po$wiecony zostat twierdzeniu Cevy. Po przedstawieniu
wypowiedzi twierdzenia, autorka zajela sie jego dowodem oraz twierdzeniem
odwrotnym. W ostatniej czesci pracy zostaly rozwigzane ciekawe zadania dotyczace

omawianego tematu.



Rozdzial 1

Definicje 1 twierdzenia potrzebne do

omoOwilienia tematu

Zanim zaczniemy szczegdtowe omoéwienie tytutowych zagadnien zapoznamy sie
z niezbednymi do zrozumienia dalszej cze$ci pracy definicjami oraz twierdzeniami.
Beda to kolejno twierdzenie Talesa i wykorzystywane w przyktadowych zadaniach
pojecie srodkowej, pojecie dwusiecznej, twierdzenie o dwusieczej oraz definicja

czworokata wypuktego.

Twierdzenie 1. (Talesa) Jezeli ramiona kqta (lub ich przedtuzenia) przetniemy

dwiema prostymi rownoleglymi k 1 [, to

|AE| |AD| |AE| |AD| |AC| |AB|
|EC|  |DB|’ |AC| |AB|’ |EC| |BD|




Wniosek 1. Przy zalozeniach z Twierdzenia Talesa prawdziwe sg nastepujace

rownosci

|DE|  |AD| |AE|
|BC|  |AB|  |AC|

Dowéd. Zainteresowany czytelnik moze znalez¢ ciekawy dowod twierdzenia w jednej
z pozycji bibliograficznych,([12]).

Kolejnym istotnym pojeciem do zrozumienia rozwigzania jednego z przyktado-
wych zadan jest definicja $rodkowej w trojkacie.

Definicja 1. (§rodkowa tréjkgta) Srodkowa w trojkacie nazywamy odcinek
taczacy wierzchotek trojkata ze srodkiem przeciwlegtego boku.

W pracy wykorzystamy réwniez pojecie dwusieczne] kata oraz twierdzenie

o dwusiecznej kata wewnetrznego w trojkacie.

Definicja 2. (dwusieczna kgta) Dwusieczna kata nazywamy potprosta o poczatku

w wierzcholku kata, dzielgcg ten kat na dwa katy rownej miary.

Twierdzenie 2. (twierdzenie o dwusiecznej) Niech AD bedzie dwusieczng kqta
przy wierzchotku C w tréjkgcie ABC. Wtedy

|AD|  |AC)|

|\DB|  |BC|’



Dowé6d. Zainteresowany czytelnik znajdzie dowod w jednej z pozycji bibliograficz-
nych, ([2])

Warto wspomnieé, czym jest czworokat wypukly. To pojecie przyda sie nam

w prawidlowym rozwazaniu jednego z przykladow.

Definicja 3. (czworokgt wypukty) Czworokatem wypuklym nazywamy czworo-
kat, ktorego wszystkie katy wewnetrzne sa katami wypuktymi, czyli majacymi miare
z przedziatu (0°; 180°).



Rozdziat 2

Twierdzenie Menelaosa 1 przykilady

jego zastosowania w zadaniach

Po zapoznaniu sie z przydatnymi definicjami i twierdzeniami mozemy przystapi¢
do oméwienia wlasciwego tematu pracy. Pierwszym zagadnieniem jest twierdzenie

Menelaosa. W pierwszej kolejnosci skupimy sie na tresci twierdzenia i jego dowodzie.

Twierdzenie 3. (Menelaosa) Dany jest trojkgt ABC' i prosta PQR , przy czym
punkty P, Q, R lezqg na prostych zawierajgcych boki tego trdjkgta, ale nie sq jego

wierzchotkami. Wowcezas
[AR| |BQ| |[CP| _

[RB| |QC| |PA|

1.

Dowdd. Prowadzimy prosta k, ktora zawiera wierzchotek C' i jest rownolegla do

prostej [, zawierajacej bok AB.



7 twierdzenia Talesa mamy

1BQ| _ |QC|

|IBR|  |CS]

Przeksztalcajac powyzsze rownanie wyznaczamy |C'S]|
Cl-|BR
cs) lec1-1BR|
| BQ)
7 drugiej strony, korzystajac réowniez z twierdzenia Talesa, otrzymujemy
ICS|  |AR|
CP|  |AP|

Ponownie wznaczamy dtugosé¢ odcinka |C'S|

|AR| - |CP|
|AP|

Przyrownujac otrzymane wyzej réwnosci, mamy

[AR|-|CP] _ |QC|-|BR|

OS] =

APl |BQ)
Dzielac stronami rownanie przez |QC| - | BR| dostajemy
|AR|-|CP] 1

|AP|-|BR[-1QC|  |BQ|
Ostatecznie po wymnozeniu przez |BQ)| otrzymujemy teze
AR|-|CP| - 1BQ]
|AP[-|BR][ - |QC]

W przypadku gdy punkty P, @), R leza na przedhuzeniach bokéw tréjkata dowod

przebiega analogicznie.

]



Pokazemy, ze twierdzenie odwrotne do twierdzenia Menelaosa réwniez jest

prawdziwe.

Twierdzenie 4. (odwrotne do twierdzenia Menelaosa) Jesli punkty P, Q, R

lezg na roznych prostych zawierajgcych boki trojkgta ABC oraz zachodzi réwnosé
|AR| |BQ|  |CP|
[RB] [QC] [PA]

=1, to punkty te s¢ wspotliniowe.

/ A B \

Dowadd. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zalézmy ze punkty P, (), R nie sa

wspotliniowe. Wiemy, ze przez dwa dowolne punkty mozna poprowadzié¢ prosta.

Prosta m przecina prostag P(Q) w punkcie R'. Z twierdzenia Menelaosa w trojkacie



ABC wynika
AR |BQ| [CP| _

=1
|BR'| |QC| [PA]

|AR|  |BQ|  |CP]|
|IRB|  |QC|  |PA]

7 zalozen twierdzenia wiemy, ze = 1. Prawdziwa jest, wiec tez

ponizsza réwnosé

AR |BQ| |[CP| _ |AR| |BQ| |CP
[BR'| |QC| |PA[  [BR| |QC| [PA]’

Po uproszczeniu mamy

|AR'| |AR
|BR'|  |BR|’

Stad wynika, ze R’ = R. O

Przyjrzyjmy sie teraz przykladowym zadaniom, ktore z tatwoscia rozwiazemy

korzystajac z twierdzenia Menelaosa.

Zadanie 1. (|7]) Dany jest czworokat wypukly ABCD. Prosta k przecina odcinki
AB i BC odpowiednio w punktach Y, Z oraz proste DA i C'D odpowiednio
w punktach X i T. Wykaza¢, ze

|DX]-AY]-|BZ] - |CT| _

| XA|-|YB|-|ZC|-|TD|




Dowdd. Na poczatku przedtuzymy odcinki C'D i AB tak, aby otrzymaé trojkat
MAD.

7 twierdzenia Menelaosa wiemy, ze

|IDX|-|AY|- [MT|
|AX|-|YM|-|TD|

Nastepnie patrzymy w podobny sposob na powstaly trojkat MCB.
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Podobnie jak wcze$niej na mocy twierdzenia Menelaosa zachodzi réwnosé

\BZ|-|CT|-|MY]|

=1
|ZC| - |[TM]| - |Y B|

Teraz wystarczy wymnozy¢ przez siebie obie rownosci i skroci¢ utamki

|BZ|-|CT|- [MY| |DX]-|AY]|-[MT| _|DX]-|CT|-|AY]-|BZ] _

= =1-1=1
|ZC|-|TM|-|YB| |AX|-|YM|-|TD| |DT|-]AX|-|YB|-|ZC|

]

Po przedstawieniu pierwszego przyktadu zastosowania twierdzenia Menelaosa,

przyjrzyjmy sie kolejnemu.

Zadanie 2. ([7]) Punkty X i Y naleza odpowiednio do bokéw BC i DA czworokata

ABCD, przy czym Yl 1O progta XY przecina odcinki BD i AC' odpowiednio
Y CAY YD) T KB
w punktach K i L. Wykazaé, ze % = %.



Dowdd. Spojrzmy nieco inaczej na rysunek z zadania. Rozwazmy trojkat BC'P

7 twierdzenia Menelaosa wiemy, ze

|CX|-|BK|-|PL|
|XB|-|PK|-|LC|
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Teraz rozwazmy trojkat ADP.

Stosujac w nim twierdzenie Menelaosa mamy

|DY|-|AL|- |PK|
YA|-|PL|-|KD|

1.
Zatem
|ICX|-|BK|-|PL| |DY|-|AL|-|PK|
| XB|-|PK|-|LC| |YA|-|PL|-|KD|
Przemnazajac przez siebie otrzymane wyrazenia otrzymujemy

[DY]-[AL| - |CX] - [BK]| _

1-1=1.

=1.
[YA|-|KD|-|XB|-|LC|
Korzystamy z zatozenia % = % i dostajemy
|XB|-|AL|-|CX|-|BK| 1

|CX|-|KD|-|XB|-|LC|

Po skréceniu otrzymujemy

AL| - |BK| _

KD[-|LC|
Po przeksztalceniu dostajemy teze

|AL|  |KD|

|KD|  |BK|

]

Jak wida¢, dzieki zastosowaniu gtownie twierdzenia Menelaosa udato nam sie
w sposoOb szybki i przejrzysty przeprowadzi¢ powyzsze rozwazania. Rownie przydatne

okaze sie twierdzenie omawiane w kolejnym rozdziale.
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Rozdzial 3

Twierdzenie Cevy 1 przyklady jego

zastosowania w zadaniach

Kolejnym zagadnieniem jakie omowimy bedzie twierdzenie Cevy. Podobnie jak
poprzednie dotyczy¢ ono bedzie geometrii ptaskiej, jednak tym razem ukaze nam
nieco inne wlasnosci. Na poczatku przejdzmy do samej tresci twierdzenia, a pozniej

przedstawimy twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 5. (Cevy) Jesli punkty P, Q, R lezg odpowiednio na bokach BC, C'A,
AB trojkgta ABC' oraz odcinki AP, BQ, CR przecinajq sie w jednym punkcie, to

prawdq jest, ze

[AR| [BP| |CQ| _

=1.
|BE| |PC| QA

14



Dowdd. Prowadzimy prosta b rownolegta do prostej z, ktora zawiera bok AB.

1) Pominmy na chwile odcinki AC' i BC' na powyzszym rysunku

b C

=

Z twierdzenia Talesa wynika, ze ||ﬁ}é|‘ = ;gﬁ", “ﬁg“ = {g?‘
Przyréwnujac utamki mamy

|RB|  |AR|

INC| — |MC|

Po przeksztalceniu otrzymujemy

|AR| B |MC|
|RB|  |NC|’

15



2) Teraz 7 rysunku pominmy proste BN, CR, AC.

Podobnie jak wczes$niej z twierdzenia Talesa mamy

|BP|  |AB|
\PC|  |CM|

3) Na koniec pominmy z rysunku proste BC, AM, CR.

Korzystajac po raz ostatni z twierdzenia Talesa dostajemy

cQ| N
Q4 ~ [4B)

16



Z réwnosci otrzymanych w punktach 1), 2) oraz 3) wynika teza

CQ| |BP| |AR| _|NC| |AB| |CM] _
Q4| "|PC| |RB| ~ [AB| |CM] |NC

]

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Cevy takze jest prawdziwe, co wykazemy

ponizej.

Twierdzenie 6. (odwrotne do twierdzenia Cevy) Jesli punkty P, Q, R lezg
odpowiednio na bokach BC, CA, AB trojkgta ABC oraz zachodzi réunosé % .
|BP|  1CQ|

] " oA = 1, to odcinkt AP, BQ, CR przecinajq sie w jednym punkcie.

Dowdd. Przeprowadzimy dow6dd nie wprost. Zatézmy, ze proste AP, BQ), C'R nie
przecinaja sie w jednym punkcie. Oznaczamy przez punkt X punkt wspolny prostych
AP i BQ. Prowadzimy prosta C' X, ktora przecina prosta AB w punkcie R'. Wiemy,
ze (Q i P leza odpowiednio na bokach C'A, BC' tréjkata ABC .

Korzystajac z twierdzenia Menelaosa w trojkacie ABC, wiemy ze

AR |BP| [CQ[ _

=1
|BR'| |PC| [QA]

|AR| |BP| |CQ|
IBR|  |PC|  |QA]|

AR| |BP| |CQ| _|AR| |BP| |CQ|
BR| [PC| Q4] ~ |BR| [PC| |QA]

= 1. Zatem

Zgodnie z zalozeniami twierdzenia mamy

17



czyli
|AR|  |AR|

BR[|~ |BR|

Stad wynika, ze R = R'.
O

Po tym jak objaénilismy doktadnie twierdzenie Cevy zapoznajmy sie
z przyktadami wykorzystania go w réznych zadaniach. Pierwsze z omawianych
zadan pochodzi z kétka matematycznego V LO w Krakowie, za§ drugie z Olimpiady

Matematyczne;.

Zadanie 3. ([8]|) Na przeciwprostokatnej AC' trojkata prostokatnego ABC' obrano
punkt taki D, taki ze AB = CD. Udowodnié, ze w trojkacie ABD dwusieczna
kata <DAB, $rodkowa z wierzchotka B, wysoko$¢ z wierzchotka D przecinaja sie

w jednym punkcie.

C
[
[ ]
D
oK
N\

- o

. A
B L

Dowdd. (a) Z twierdzenia o dwusiecznej mamy

|MB|  |MD|
|IBA|  |AD|’

18



Przeksztalcajac rownosé otrzymujemy
|MB|-|AD| ]
|BA|-|MD|

(b) Proste BC'i DL sa rownolegte, wiec korzystajac z twierdzenia Talesa dostajemy

|AL|  |AD|
|ILB|  |DC|

Z rownosci a) i b) oraz z tego, ze |AB| = |CD| wynika, ze w trojkacie ABD
|AL| |BM| |DK| _|AL| |BM| g _|AL| [BM| _|AD| |MB| _
ILB| [MD| |KA[ [LB| |MD| g [LB| [MD| [AB| |DM]

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy wynika, ze odcinki BK, AM, DL

przecinaja sie w jednym punkcie.
O

Zadanie 4. (|9]) Przekatne AC i BD czworokata wypuklego ABCD przecinaja
sie w punkcie P. Punkt M jest srodkiem boku AB. Prosta M P przecina bok C'D
w punkcie (). Wykazac, ze stosunek pol trojkatéw BC'P i ADP jest réwny stosunkowi
dtugosci odcinksw CQ i DQ tzn. £aee — 1€Q

Paapp ~ |DQI”
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Dowdd. Niech punkt K bedzie punktem przeciecia prostych AQ i BD, za$ punkt L
punktem przeciecia prostych AC' oraz QB.
W trojkacie ABQ korzystamy z twierdzenia Cevy i otrzymujemy

[BL| |KQ| |[MA] _

= 1.
ILQ[ [KA] |MB|

7Z zalozen wiemy, ze |MA| = |M B|, wiec
B |KQ|

LQ| |KA[

Teraz rozwazmy czworokat PQCB. Prowadzimy wysoko$¢ QX w trojkacie PQC
oraz wysokos¢ BY w trojkacie BPC'.

@]

Skupmy sie na trojkatach QXL 1 YBL. Katy <QLC, <Y LB sa wierzchotkowe,
a katy <OXL i <LY B sg proste, wiec na mocy cechy kat-kat-kat te trojkaty sa

podobne. Zatem

|BL| B |BY |
QL] QX
Wiemy, ze
Prpep _ 5-|PC|-|YB] _ Y B _ |BL|
Papge 3+ |PC|-1XQ| [XQ| |QL]

20



Analogicznie postepujemy z czworokatem APQD.

Prowadzimy wysokos¢ QZ w trojkacie DQP oraz wysokos¢ AW w trojkacie DAP.
Katy <AKW, <QKZ sa wierzchotkowe oraz <QZK = <KWA = 90°, wiec na
podstawie cechy kat-kat-kat te dwa trojkaty sa podobne. W takim razie

| AW | B |AK|
QZ|  |KQ|
Wiemy, ze
Pnrapp _ %"DP| - |AW| _ | AW | _ |AK]| _ |BL|
Papgr 3+ |DP|-1QZ]  1QZ| |KQ| |LQ|

Wida¢ wiec, ze
Prpop  Pnaapp

Prpgc B Papor’

a po przeksztatceniach
Prpop  Papgc

Praapp  Papor

21



Korzystajac ze wzoru na pole trojkata i z zaleznosci sina = sin(180 — «),

otrzymujemy teze

Papep  Pnagre _ % |QC| - |PQ)| - sina _ 1QC]|
PG QD] - sin(180—a) QD]

Pappa  Papor

]

Wykorzystujac twierdzenie Cevy, udowodniliémy, ze zachodza inne wtlasnosci
figur zaprezentowanych w przyktadach.

Analizowane tematy, jak pokazaly przyklady, sa przydatne w przypadku
wykonywania zadan, udowadniania innych waznych dla geometrii wtasnosci,
w ktorych nalezy oceni¢ wspoétliniowosé danych punktow lub wystepuje potrzeba
okreslenia, czy dane proste przecinaja sie w jednym punkcie.

Uzyskana wiedza pozwoli nam na odnajdywanie zaleznosci, o ktérych mozliwe
ze nie mieliSmy pojecia i uswiadomi jak wiele ciekawych tematow skrywa w sobie
geometria ptaska.

Dla mnie samej-autorki tejze pracy, prowadzenie powyzszych rozwazan bylo
ogromng przyjemnoscia. Pozwolito mi zglebi¢ tajniki matematyki, a zwlaszcza
geometrii plaskiej. Mam nadzieje, ze Czytelnicy podziela mo6j entuzjazm

oraz doceniag uzytecznos$é¢ twierdzeri, ktore staralam sie tutaj przyblizy¢.
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