Spidrony

Opracowatl: Jacek Marchewka
Szkota podstawowa z Oddzialami Integracyjnymi nr 151
w Krakowie im. Uniwersytetu Jagiellonskiego
Klasa 7e




Spis tresci

Y 0TI (=T of P TSP 2
ALY A =] o TSSO P PO PPPRPUPPPPOPPRRRPRt 3
(@0 I (o I 1=T) Y o] o [ e Yo USRI 3
L oV A =Y 3] o 1T [ o o 1PN 4
Wiasnosci i zaleznosci miedzy powstatymi figurami ..........oooveiiiiiiiiiieiecccee e 6
WYPEINIANIE PrASZEZYZNY oottt e e et e e e e et e e e s abae e e esseeeennsbeeesensreneas 8
Ta o 1SR o e [oT VTSRSt 20
SpIdron Na bazie KWadratl .......cceeeiiciiiee e ettt e e e ete e e s earae e e e rrae e e e anes 20
Spidron na bazie pieciokagta fOrEMNEEO .........uiiiiiiie e e e e eaees 23
Spidron na bazie siedmiokgta fOreMNEZO .........eeviiii i e 26
Spidron na bazie 0$SmMiokgta fOremMNEEO .......ccoccuiiiiiiiiie e e e 28
POOSUMOWANIE ...ttt ettt eh e sttt st b et st e b e s b e bt e b e sbeesanesanesanenane 31
Y o] e [ o] oVl o] =Ty 4 =] oL V=TSSR URPRR 32
211 o [ToT={ 2 1 T- ISR 34
KOMEAKE: ettt e r e e s h e e st e e b e st e b et e b e e s b e s b e e nee e eabeesneeeeareas 34



Wstep

Szukajac w Internecie informacji na temat kostki Rubika trafilem na ciekawg strong
dotyczaca jego studenta Daniela Erdely’ego 1 odkrytego przez niego spidrona.
Zainteresowatem si¢ tym ,,tworem” geometrycznym, jego wlasciwosciami i zastosowaniem.
Znalaztem réwniez strong, na ktérej autor zachgcat do samodzielnego skonstruowania
spidrona i1 zbadania jego wtasciwosci.

Postanowitem odpowiedzie¢ na postawione tam pytania:

— Jaki jest stosunek dtugosci bokow kolejnych trojkatow réwnobocznych?

— Jaki jest stosunek powierzchni kolejnych trojkatow rownobocznych?

— Jaki jest stosunek powierzchni trojkatow sasiadujacych ze sobg

— Jakie jest pole wszystkich trojkatow - jednego potspidrona?

— Jaki jest stosunek pol wszystkich trojkatow do pola najwiekszego trojkata
rownobocznego?

— Na ile sposobdw 1 na jakich warunkach mozna wypei¢ ptaszczyzng spidronami
(parkietaz)?

— Czy mozna ( w jaki sposob) ztozy¢ spidron w trojwymiarowe ksztatty?

Zaciekawiony otrzymanymi wynikami rozszerzylem te rozwazanie na inne wielokaty

foremne: kwadrat, pieciokat, siedmiokat, o§miokat. Postanowilem odpowiedzie¢ na te same
pytania, sprawdzi¢ czy zachodza podobne zaleznosci.

Co to jest spidron

W latach siedemdziesiatych Daniel Erdély odkryt (zainspirowany zadaniem postawionym
na lekcji projektowania przez Ernd Rubika, tworcy kostek), ze moze w szesSciokacie
foremnym stworzy¢ wzor naprzemiennych rownobocznych 1 rownoramiennych trojkatow.
Erdély potaczyt dwa z tych wzordéw, a figure nazwat spidronem. Nazwa pochodzi od
angielskich nazw pajaka i spirali, poniewaz ksztattem przypomina paj¢czyne.

W swojej poczatkowej pracy Erdély zaczynat od sze$ciokata, natomiast Stefan Stenzhorn
wykazal, ze mozliwe jest stworzenie spidronu w kazdym wielokacie foremnym wigkszym
niz cztery. Erdély odkryt réwniez, ze spidrony majg cieckawe wtasciwosci- mozna je sktadac
w struktury trojwymiarowe.



Jak powstaje spidron?

Konstrukcja spidronu:

Konstruuje szesciokat foremny ABCDEF

Lacze co drugi wierzchotek odcinkiem: AC, BD, CE, DF, EA, FB

Narysowane linie tworzg mniejszy szesciokat foremny, wewnatrz pierwszego.
Powtarzam poprzedni krok, az wewnetrzny szesciokat stanie si¢ zbyt maty, aby
kontynuowac.

Jedna powstala sekwencja to potspidron.

Konstrukcje w wersji rysunkowej wykonatem zgodnie z zasadami konstruowania
wielokatow foremnych. W pracy umieszczone sg tez zrzuty konstrukcji wykonanych za
pomoca programéw Geogebra oraz Paint.




Latwo zauwazy¢, ze jeden bok trojkata rownobocznego pokrywa si¢ z jednym z bokow
trojkata rbwnoramiennego, a drugi jest podstawa trojkata rownoramiennego i jednoczesnie
przeciwprostokatng innego, mniejszego trojkata prostokatnego. Sekwencja: rownoramienny
+réwnoboczny = prostokatny jest powtarzana dowolng ilo$¢ razy w kierunku coraz
mniejszych trojkatow.



Wilasnosci i zaleznosci miedzy powstalymi figurami
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Kat wewnetrzny wielokgta foremnego: 180° (n — 2)/n

Dla sze$ciokgta mamy : 180° - 4:6 = 120°

Trojkat ABC jest trojkatem rownoramiennym o katach 120°,30°, 30°
Trojkat ABD jest trojkatem prostokatnym o katach 30°,60°, 90°
Trojkat ACD jest trojkatem réwnobocznym.

W catej figurze potspidrona mamy powtarzajace si¢ katy wewnetrzne :

Z lewej 90°,150°, 150°,150°, 150°....

Z prawej 30°,210°,210°210° 210°...

Trojkaty prostokatne w potspidronie maja katy o miarach 30°,60°, 90° - s podobne.
Oznaczam dlugo$¢ boku najwiekszego trojkata rownobocznego przez a , jest to

jednoczesnie dhugos¢ przyprostokatnej mniejszego trojkata prostokatnego oraz dhugosé

przyprostokatnej najwiekszego trojkata prostokatnego.

Trojkaty ABD 1 CDE sg podobne (cecha kkk). Stad:

a\/§_a
a b
b_a
V3

Rozumowanie mozna powtarza¢ - mamy sekwencje trojkatow podobnych.



Whiosek:

Boki kolejnych trojkatow sa +/3 razy mniejsze od odpowiednich bokéw poprzedniego
trojkata.

Stosunek pdl trojkatow rownobocznych mozna obliczy¢ z wlasnosci pol figur podobnych:

P, 2
—=+v3 =3
Py V3
Whiosek:

Pole kazdego nastgpnego mniejszego trojkata rownobocznego jest trzy razy mniejsze od
poprzedniego.

Pole P, najwigkszego trojkata rownobocznego:

a’\3
Pp=—
4
Pole najwiekszego trojkata prostokatnego:
1 a’\3
PABD = a-av3 =

Wnhiosek:
Pola trojkata rownobocznego ACD i rownoramiennego ABC sg rowne.

Pole szesciokata o boku av/3:
_ (@B)VE 93

P
6 4 2

Pole jednego potspidrona:
3a%V3
4

1
Ps=g'Pe=

Roéznica migdzy polem poétspidrona, a polem najwigkszego trojkata:

3a%y/3 aZ\/§_3a2\/§ 2a2\/§_a2\/§
4 2 4 4 4 ¢

P; — Papp =

Whiosek:

Pole najwigkszego trojkata rownobocznego jest rowne sumie pol pozostatych trojkatow.
Rozumowanie mozna rozszerzy¢ na nastgpne trojkaty rownoboczne:
pole dowolnego trojkata rownobocznego jest rdwne sumie pol wszystkich trojkatow o
polach mniejszych niz dany trojkat rownoboczny. Czyli wszystkimi mniejszymi trdjkatami
mozna wypeti¢ wigkszy.



Wypelnianie plaszczyvzny

rys.2 Spidron ,,8”

Dwa ztaczone najdtuzszymi bokami rys.3 spidron lewostronny ,,s”” (odwrécony ,,na
naprzemiennie potspidrony tworzg spidron  lewa” strong)

(jest to figura srodkowo symetryczna)
tworza ,,konika morskiego”

rys.4 Rogi (r)

Dwa ztaczone symetrycznie potspidrony
tworza ,,rogi”

rys.1 Potspidron




Uzywajac kombinacji potspidronéw mozna pokry¢ ptaszczyzne tworzac parkietaz. Bedzie
to mozliwe, jezeli w kazdym wierzchotku parkietazu suma katéw poszczegdlnych
elementéw wynosi 360°.

Szes¢ ,,ogonkow” spidronow lub rogéw musi zawsze taczy¢ si¢ w jednym miejscu.
Pozostale kombinacje katow to:

2101 150°

150°, 60°, 150°
120°, 120°, 120°
120°, 180° , 60°




Ulozenie pier§cieniowe — centralne gniazdo, wokot uktadam nastepne gniazda.

. ’ Gniazdo I r,r,r,rr.1,

| 2 Gniazdo I 1,8,8,1,8,8

Ot Wierzchofek 1: 120°, 180°, 60°
0% Wierzchotek 2: 120°, 120°, 120°
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Gniazdo 1: r,r,r,r,1,1

Gniazdo 2: s,s,r1,8,8,1
Wierzchotek 1: 120°, 120° 120°
Wierzchotek 2: 60°, 180° 120°

Do poprzedniego dotozony jest kolejny pierscien r.r,r,r,r,r, wierzchotek 120°, 120° 120°
I,I,LL,L,T
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Gniazdo 1: 1,s,8,8,S,8
Gniazdo 2: r,r,r,r,1,1

Wierzchotek 1: 60°, 180° 120°
Wierzchotek 2: 120°, 120°, 120°
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@' Gniazdo 1: rsrsr,s
'z Gniazdo 2: s,r,r,r,1,1

O1  Wierzchotek 180°, 120° 60°
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1 .

' Gniazdo 1 : s,s,1,1,1,1,
P2 Gniazdo2: rrs,rrs
.5 Gniazdo 3: r1,s,1,1,1,8

- O1 Wierzchotek 1: 120° , 120° 120°
02 Wierzchotek 2: 180°, 120° 60°
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B! Gniazdo 1: r,rrrrr
#: Gniazdo 2: r.s,18,1,8
01 Wierzchotek 60° , 180° 120°
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Utozenie rzgdowe — gniazda uktadam rzedami.

0 Gniazdo 1: s,s,s,s,r,r

O1  Wierzchotek 1: 120%120°, 120°
02 Wierzchotek 2: 60°, 180° 120°
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g0 Pas $rodkowy r,1,s,1,1,8

O Wierzchotek 180° , 120° 60°
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Gniazdol: r,r,r,r,s,1,r,
Gniazdo 2: 1,s’,r,1,8°,r, s’ — spidron
lewostronny

Wierzchotek 180°, 120°, 60°
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(s’- spidron lewoskretny)
Gniazdol: r,s’,s’,s’,s’,8’,

Gniazdo 2 s,s,8,1,1,1,
Wierzchotek 1: 180°, 120° 60°
Wierzchotek 2: 120°, 120°, 120°
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Inne spidrony

Spidron na bazie kwadratu

20
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- . Wszystkie trojkaty

45 30 tworzace potspidron sg
prostokatne

i rOwnoramienne

Katy wewngetrzne
Otspid :
b . P /\ potspidrona

Katy z lewej strony:
Q 90°,135°,135°,135° ...
7 2 ~ Katy z prawej strony: 45°,
b 225° 2259 225°...
b

a - dhugos¢ boku kwadratu

1 (%)
2
P b
=
P
Z whasnosci trojkata prostokatnego rownoramiennego:
a
2b =22
av2
b=
Obliczam stosunek odpowiednich bokéw trojkatow:
2°_ 2% _
b av2
4
Wnhiosek:

Kazdy nastepny bok jest V2 razy mniejszy od poprzedniego, a kazde nastepne pole 2 razy
mniejsze. ( Wynika to z wlasnos$ci pol figur podobnych).

Pole najwigkszego trojkata:

1
P, =-a?
a 8 a
Pole jednego potspidrona:
1
Fs=7 a*

1 1
P.—P, =-a’—-a
S a 4 8

Whiosek:
P,=P,+P.+... Pole najwickszego trojkata jest rdwne sumie pdl nastepnych trojkatow.
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Wypehianie ptaszczyzny spidronami na bazie kwadratu .

Na rozne wypetnienie pozwala kombinacja 90° .

22



Spidron na bazie pieciokata foremnego
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Kat wewnetrzny pigciokata
foremnego:
3-180°:5 =108°

Katy wewngetrzne
potspidrona:

Katy z lewej strony 72°,
. 144°,144° ...

>6° \& a2 W Katy z prawej strony 36°,
216°, 216°. ..

Z kombinacji katow
36°,72°,144°, 216" nie
mozna otrzyma¢é 360° — nie
mozna wypehic¢ takimi
spidronami plaszczyzny —
nie mozna utworzyc
parkietazu. (Pig¢
,,ogonkow” spidronow
musi zawsze tgczy¢ sie w

jednym miejscu tworzac
A oL B ,»gniazdo”).

Najwigkszy trojkat, jak 1 nastepne trojkaty sg trojkatami rownoramiennymi o katach
36°,72°,72°

Najwigkszy ztoty trojkat ABC sktada si¢ z dwoch trojkatow réwnoramiennych: ABD
i ztotego ACD.

Whiosek:
Potspidron sktada si¢ ze ,,ztotych trojkatéw”. Stosunek dlugosci boku kazdego z nich do
dhugosci jego podstawy jest ztota liczbg 1+T\/§
W AABC zachodzi:
a b 1+ V5
b ¢ 2
Stad:
b 1++5 a 1++5
c 2 b 2
2b 2a
. e b(1+./5) b=
1++5 2 1++5

Obliczam stosunek odpowiednich bokow trojkatow :

b 5
a_(1+\/_)_b(1+\/5_)(1+\/5_)_(1+2\/§+5)_6+2\/§_3+\/§
c _2_ 2 2 4 4 2

1++5

24



3++/5
2

a= c

Whiosek:

2
Kazdy nastepny bok trojkata jest %g razy mniejsze od poprzedniego, a pole (_3+2\/§ ) =
9+6v5+5 _ 14+6V5 _ 7435

4 4

razy mniejsze.

Obliczam pola trojkatow (przyjmujac sin36° = 104—2x/§ ):

Papc = 2a? sin36° = 2a? 20 = 1. 2,10 — 25 ~0,294a?

4

2 2
Py = Pacp = 3b% - sin36°=1 - (=) - sin36°=-"— - 5in36° =

2 \1+/5 3+/5
_ _a* J10-2V5 _ 2
= " =0,112a
— Ll eim2e0=L. 0 (22 ). cin2E0= Y . 20 —
Pa—PABD—Za b-sin36 > a(1+\/§) sin36 ™z sin36" =
_ _a* J10-2V5 _ 2
=5 " ~0,182a

Pole pigciokata foremnego:

5 25 + 10V5
Ps =Z-a2-ctg36° = a? —
Pole jednego potspidrona:
Py=1Ps=1 a2 ctg36° = a2 - Y2 1034402

Réznica migdzy polem potspidrona, a polem najwiekszego trojkata:
Ps — Pygc ~ 0,344a? —0,294a* ~0,05a*

Probowatem porodwnac pola trojkatéw przeksztatcajac wyrazenia z pierwiastkami ( co byto
trudne ze wzgledu na pierwiastki wystepujace we wzorach— nie znalaztem zadnej konkretnej
zalezno$ci ). Obliczylem wigc przyblizenia tych pdl co potwierdzito moje przypuszczenia —
nie ma pomigdzy trojkatami takiej zaleznosci jak dla trojkatow w szesciokacie foremnym
czy w kwadracie.

Wnhiosek:
W potspidronach zbudowanych w pigciokacie foremnym:
P, # Ps — P,

oraz :
P—P,#Py,+P +--

25



Spidron na bazie siedmiokata foremnego

Siedmiokata foremnego nie da si¢ skonstruowac, mozna skonstruowac co najwyzej jego
przyblizenie.

Przedstawiona przeze mnie konstrukcja jest przyblizona, to znaczy, ze bok siedmiokata
ma dlugos$¢ w przyblizeniu réwna dlugosci odcinka, ktory stuzy do konstrukeji siedmiokata
foremnego. Btad jest jednak na tyle maty, ze w moich rysunkach mozna go pomina¢.

26



Kat wewnetrzny siedmiokata foremnego @ = 5-180°:7 = 128,7 °
Kazdy potspidron sktada si¢ z dwdch réznych trojkatéw rownoramiennych.

B= (180° — a): 2 = 25,7°;
y= (128,7° — 2B) = 77,3°
&= (180° — 128,7 9): 2 =51,3°

Katy wewngtrzne potspidrona:
Katy z lewej strony : 103°,154,3°, 154,3°,...
Katy z prawej strony: 25,7°, 205,7°, 205,79, ...

Stosunek kolejnych bokoéw mozna obliczy¢ wykorzystujac funkcje trygonometryczne.
Poniewaz katy wewnetrzne sg przyblizone warto$ci dtugosci bokow tez beda przyblizone. Z
tego powodu pomingtem te obliczenia.

Zadna kombinacja katéw nie da tez 360° — nie mozna stworzy¢ parkietazu.

27



Spidron na bazie oS§miokata foremnego
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< Se
22\% 202,
R
C b
b D
Pb b b
. P,
A a ©

Kat wewnetrzny oSmiokata foremnego:
6-180° : 8=135°

Najwiekszy trojkat sktada sie z trojkata rownoramiennego o katach 22,5° ,22,5°1 135° oraz
trojkata prostokatnego rownoramiennego.

Katy wewngtrzne potspidrona:
Katy z lewej strony: 112,5° 157,5° 157,5°...
Katy z prawej strony: 22,59 202,5° 202,59, ...

Te katy rowniez nie pozwalaja na stworzenie parkietazu.

Obliczam stosunek odpowiednich bokow trojkatow

761
T=C0822,50
a 2+42
2b 2
S=V2+42

a N2+V2 V242
b2 V2 2
Whiosek :

Tyle razy nastepny bok trojkata jest mniejszy od poprzedniego.
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Pole osmiokata foremnego:
Py = 2(1 +V2)a?
Pole potspidrona:
P (1++2)a?
ST 4
):

a

242

Obliczam pola trojkatow (b =

1 a®2 242 1
= —- . =—aa
2 2+42 2 4

2

1 1 >
PAABC=§'b'(b\/§+b)-sin45°=§-b2-(\/§+ 1)%

b? a? _ a2 -J2)

P:—: s
T2 T 22+2) 4
P_1 , a?2-y2) a*(2-1)
a=732¢4 4 -T2
1++v2)a? 1 V2
PS_PABC=—( ) ——a® =—a?
4 4 4
Whiosek :

W tym poéispidronie nie ma takiej zalezno$ci miedzy polami trojkatéw jak w potspidronie z
szesciokata, wystepuje inna zalezno$é: suma pol pozostatych trojkatow jest v/2 razy
wicksza od pola najwigkszego trojkata

30



Podsumowanie

pole najwiekszego trojkata

4 5 6 8
=
5 > > > &
2 2 g2 2
=2 | 5, | 85| B¢z
Z jakich trojkatow sktada sie pierwszy ‘é &: =S = % = g g
.. S 9 2 AN = =5 O S
najwiekszy trojkat ? \5 é S ¥ S E S § §
3 +
) _3+V5 ) V242
Jaki jest stosunek dtugosci bokow kolejnych 12 L: 2 1:V3 I: 2
trojkatow podobnych?
Jaki jest stosunek powierzchni kolejnych . 7+3v5 . V2+2
o, 1:2 l: 1:3 1:
trojkatoéw podobnych? 2 2
Jaki jest stosunek powierzchni trojkatow 3++5 (V2-1)
sq’s.iadujqcych ze sobg (sktadajacych sie na jeden X 1++5 1:1 (2 - \/2_)
trojkat)?
Ps —F, a
Py
pole potspidrona — pole najwiekszego trojkata 1 ~0,17 0,5 V2

Chociaz w kazdym wielokacie foremnym mozna w podobny sposob tworzy¢ spidrony,
nie wszystkie trojkaty tworzace spidron majg ciekawe wtasnosci. Najwiecej takich

zalezno$ci ma polspidron powstaly w szesciokacie foremnym.

Tylko potspidronéw powstatych z kwadratu oraz szesciokata foremnego mozna tworzy¢
parkietaze. Mnie udato si¢ utozy¢ 10 réznych parkietazy, by¢ moze jest ich wigce;.

Ulozylem 5 roéznych parkietazy ze spidronéw z kwadratu. Sadze, ze to wszystkie rozne

parkietaze.
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Spidrony przestrzenne

Jedng z niesamowitych wiasciwos$ci spidrondw jest to, ze mozna je ,,zgniata¢” w
trojwymiarowe ksztatty.
Mozna je tez przestrzennie sktada¢. Wykonatem taki zginajacy, wypigtrzajacy si¢ spidron.
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System spidron jest chroniony kilkoma patentami i wzorami przemystowymi. Zostat
nagrodzony zlotym medalem na wystawie Genius Europe w 2005 roku. Byl prezentowany w
wielu czasopismach artystycznych, konferencjach i wystawach mi¢dzynarodowych.

Kilka warstw spidronowych form przestrzennych mozna wykorzysta¢ jako amortyzatory
lub strefy zgniotu w pojazdach. Powierzchni¢ mozna wykorzysta¢ do tworzenia regulowane;j
$ciany akustycznej lub systemu ogniw stonecznych, ktére podazaja za stoncem.

http://edan.spidron.hu/SpidroNew/index.html

33



Bibliografia

https://www.medianauka.pl/wielokat-foremny
http://www.zobaczycmatematyke.krk.pl/003-golonka-kalwaria/index.html
https://www.math-only-math.com/exact-value-of-sin-36-degree.html
https://www.matemaks.pl/tablice-wartosci-funkcji-trygonometrycznych-dla-katow-
ostrych.html

https://en.wikipedia.org/wiki/Spidron
http://edan.spidron.hu/SpidroNew/index.html

https:// www.youtube.com/watch?v=rvCBO9xChGA
http://polyspidrons.over-blog.com/tag/spidrons/
https://www.sciencebuddies.org/science-fair-projects/project-ideas/Math p043/pure-
mathematics/tiling-with-spidrons#procedure
https://spidron.hu/edan.szinhaz.org/SpidroNew/general concept.htm
http://edan.spidron.hu/Spidron WorkBook/

Kontakt:

marchewkajacek9@gmail.com

Tel. 602443500 (tata)
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