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Streszczenie

Kolorowanie grafu jest waznym problemem nie tylko w kontekscie teorii graféw,
lecz rowniez w teorii ztozonoéci obliczeniowej. Celem mojej pracy jest wyprowadze-
nie istotnych dla tych dwoch dziedzin definicji i twierdzen. Czytelnik na poczatku
poznaje klasy zlozonosci probleméw, problem spetnialnoéci formuty logicznej i pro-
blem kolorowalnoéci grafu oraz algorytm 2-kolorowania grafu. Dalej dowodzimy
Htrudnodci” wspomnianego problemu i redukujemy do niego problem spetnialnosci.
W kolejnej czesci przedstawione jest popularne twierdzenie o czterech barwach oraz
dowdd jego slabszej wersji (z pigcioma barwami). Dowdd ten jest pdzniej rozwi-
niety, aby mozna bylo na jego podstawie stworzy¢ algorytm 5-kolorowania grafu.
W ostatniej sekcji oméwione sa pewnie przypadki szczegdlne, ktére dla danych klas
graféw moga utatwié¢ problem kolorowalnosci.
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1 Wstep

1.1 Notacja duzego O

Definicja 1 (Asymptotyczne tempo wzrostu). Asymptotyczne tempo wzrostu to miara
okreslajgca zachowanie funkcji wraz ze wzrostem jej argumentow. Mowimy, Ze funkcja f
jest co najwyzej rzedu funkcji g, co zapisujemy jako f(x) = O(g(x)), jesli istnieje stala
rzeczywista ¢ > 0 oraz stala naturalna ng takie, Ze nieréwnosé f(n) < cg(n) zachodzi dla
kazdego n > nyg.

Zasadniczo przyjmuje sie, ze problemy ,tatwe” to takie, ktorych rozwigzanie ma ztozo-
noéé czasowa: statg O(1), logarytmiczna O(logn), liniowa O(n) lub wielomianowa O(nk).
Problemy ,trudne” to takie, ktorych rozwiazanie wymaga ztozonosci czasowej wyktadni-
czej O(a™) lub wyzszej, na przyktad O(n!).

1.2 Klasy zlozonosci probleméw

Definicja 2 (Problem P). Problem P (deterministic polynomial) to problem decyzyjny,
ktorego rozwigzanie mozna znaleZé w czasie wielomianowym.

Definicja 3 (Problem NP). Problem NP (nondeterministic polynomial) to problem decy-
zyjny, ktorego rozwigzanie mozna zweryfikowaé w czasie wielomianowym.

Definicja 4 (Problem NP-zupelny). Problem NP-zupeiny (NP-Complete) to problem w kla-
sie NP, do ktorego mozna zredukowacé dowolny problem w tej klasie.

Pytanie, czy NP = P jest jednym z najwiekszych probleméw informatyki teoretyczne;j

i jednym z siedmiu probleméw milenijnych ogloszonych przez Instytut Matematyczny
Claya w 2000 roku.



1.3 Garsé definicji z zakresu teorii graféow

Definicja 5 (Graf). Graf G = (V,E) to struktura matematyczna zlozona ze skoriczo-
nego zbioru wierzchotkow V' oraz skonczonej rodziny krawedzi F, czyli dwuelementowych
podzbiorow zbioru roznych wierzchotkow.

Piszemy v € G, jesli wierzcholek v nalezy do zbioru wierzchotkow oraz vu € G jesli
krawedz {v,u} nalezy do zbioru krawedzi. Bedziemy réwniez oznaczad liczbe wierzcholtkdw
jako n oraz liczbe krawedzi jako m.

Definicja 6 (Graf spdjny). Graf spojny to taki graf, ze kazdg pare réznych wierzchotkow
laczy cigg dowolnie wielu krawedzi (droga).

Definicja 7 (Graf pelny). Graf pelny to graf, w ktérym kazdg pare wierzcholkéw lgczy
krawed?.

Definicja 8 (Klika). Klika to podgraf petny. Liczno$é najwickszej kliki w grafie G ozna-
czamy symbolem w(Q).

Definicja 9 (Stopien wierzchotka). Stopien wierzcholka to liczba sqsiadéw danego wierz-
chotka, czyli innych wierzchotkow, z ktorymi jest on polgczony krawedziami. Oznaczamy
go symbolem deg(v). Najwiekszy stopien w grafie G oznaczamy symbolem A(G), a naj-
mniejszy 0(G).

Definicja 10 (Graf planarny). Graf planarny to graf, ktéry mozna narysowaé na plasz-
czyénie w taki sposob, by krawedzie nie przecinaty sie ze sobg. Bedziemy oznaczac liczbe
Scian (cze$ci plaszczyzny zamknietych przez krawedzie) symbolem f.

Definicja 11 (Graf zewnetrznie planarny). Graf zewnetrznie planarny to graf planarny,
ktorego wszystkie wierzchotki nalezq do krawedzi zewnetrznych grafu.

2 Problem spelnialnosci

Problem spehialnosci (SAT) to problem, ktéry dla danej formuly logicznej okresla, czy
istnieje takie podstawienie wartodci, ze jest ona prawdziwa.

2.1 £k-SAT

Definicja 12 (Literal). Literal to zmienna logiczna lub jej zaprzeczenie.
Definicja 13 (Klauzula). Klauzula to alternatywa literatéw.

Definicja 14 (Problem k-SAT). k-SAT to problem speilnialnosci koniunkcji klauzul ma-
jacych nie wiecej niz k literatow.

Przyktadem problemu 2-SAT bedzie problem, czy ponizsza formuta ma takie warto-
Sciowanie zmiennych logicznych a;, ze jest ona prawdziwa.

(_|CL1 V CLQ) A (CLQ vV CL3) VAN (_|CL3 V (11)
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Warto zauwazy¢, mozemy z tatwoscig skonstruowac¢ algorytm rozwiagzujacy problem
SAT, dzialajacy w czasie O(2"n), gdzie n to liczba literatéw. Bedzie on po prostu testowal
kazde mozliwe warto$ciowanie w czasie liniowym.

Twierdzenie 2.1 (Cook-Levin, 1971). Problem SAT jest NP-zupeiny.

Uzasadnienie. O ile fakt, ze SAT nalezy do NP (rozwiazanie mozemy zweryfikowaé¢ w cza-
sie liniowym) jest oczywisty, to dowdd jego zupetosci wymagaltby wprowadzenia definicji
niedeterministycznej maszyny Turinga; miedzy innymi z tego powodu pominiemy go tu-
taj i skierujemy do literatury [I]. Intuicyjnie mozemy jednak catkiem dobrze oddac istote
dowodu: kazdy problem decyzyjny w NP mozemy zredukowaé do SAT, poniewaz formuta
logiczna to matematyczny opis maszyny (ztozonej z bramek logicznych), ktora rozwiazuje
dany problem. O

Twierdzenie 2.2. Problem 3-SAT jest NP-zupetny.

Dowdd. Zauwazmy, ze klauzula
aVasV:---Va,
jest réwnowazna formule
((ag Vay) ©b)A(bVasgV---Vay,),

a 7z kolei
((a1 V CLQ) = b)

jest rGwnowazne
(may Vb) A (—as V b) A (ar Vas V —b).

W ten sposéb mozemy zredukowaé rozmiar klauzuli z n do max(3,n—1). Powtarzajac
ten schemat wielokrotnie, dokonujemy redukcji ogélnego problemu SAT (ktéry z twier-
dzenia [2.1| jest NP-zupelny) do 3-SAT. O

3 Kolorowania graféow

Definicja 15 (Kolorowanie grafu). k-kolorowanie grafu G = (V, E) to funkcja f : V —
{0,...,k — 1} taka, Ze vu € G = f(v) # f(u).

Definicja 16 (Liczba chromatyczna). Liczba chromatyczna grafu G to najmniejsza taka
liczba k € N, ze graf G jest k-kolorowalny (k-dzielny). Oznacza sie jg symbolem x(G).

Definicja 17 (Problem k-COLOR). k-COLOR to problem stwierdzenia, czy dany graf
jest k-kolorowalny.



3.1 2-kolorowanie grafu

Mozemy stwierdzi¢, ze graf jest 2-kolorowalny oraz znalez¢ funkcje kolorujaca za pomoca
algorytmu DFS (depth first search) w czasie O(n).

Algorytm 1 2-kolorowanie grafu, DFS

function DFs(v, k)

if v nie zostal wczesniej odwiedzony then
oznacz v jako odwiedzony i pokoloruj go na kolor k
for all u, gdzie vu € E do

if DFS(u, —k) = False then
return False

return True

else if v zostal odwiedzony i ma kolor -k then
return False

1 v<1 > Mozemy zaczaé¢ od dowolnego wierzchotka
2: k<0 > Oznaczamy kolory 0 oraz 1, zmieniamy je znakiem —
3: DFS(u, k)

Powyzszy algorytm decyduje, czy graf jest 2-kolorowalny oraz koloruje go we wta-
Sciwy sposdb. Ztozonos¢ obliczeniowa wynika z faktu, ze kazdy wierzchotek odwiedzimy
maksymalnie raz. Latwo wywnioskowac, ze warunkiem dostatecznym i koniecznym dwu-
dzielnosci grafu jest brak cykli o nieparzystej dtugoéci w tym grafie.

Znajdujac algorytm wielomianowy (a doktadniej liniowy) pokazaliSmy, ze problem
2-COLOR jest w klasie P.

3.2 3-kolorowanie grafu

Twierdzenie 3.1. Problem 3-COLOR jest NP-zupeiny.

Dowod. Mozemy zweryfikowa¢ odpowiedZ poprzez sprawdzenie kazdej krawedzi grafu
w czasie O(m) = O(n?). To dowodzi, ze dany problem jest w klasie NP.

Korzystajac z twierdzenia 2.2 wystarczy teraz zredukowac problem 3-SAT do 3-COLOR.
Niech C' = C; A Cy A -+ A Cy, gdzie C; jest klauzula ztozona z trzech literatow ze
zbioru {ay,as,...,a,}. Musimy wiec stworzy¢ taki graf G, ze jego mozliwosé jego 3-
kolorowania bedzie rownoznaczna z mozliwoscig wartosciowania zmiennych aq, as, ..., a,
tak, aby C' bylo prawdziwe.

Na poczatku niech graf G bedzie grafem petnym ztozonym z wierzchotkéw F', T oraz
S. Bez starty ogélnosci, mozemy przyjac, ze ich kolory to odpowiednio 0, 1,2. Nastepnie
dodajmy do grafu G wierzchotki ay, as, ..., a, oraz ich zaprzeczenia. Utozsammy kolor 0
z falszem oraz 1 z prawda; kolor 2 bedzie neutralny — w tym celu potaczmy wszystkie
wierzchotki a; oraz —a; z wierzchotkiem S. Poprawne kolorowanie zagwarantuje, ze beda
miaty kolor 0 lub 1.

Teraz dodajmy do grafu G wierzchotki C;, ktére beda oznaczaty klauzule. Chcemy,
aby kazdy z nich mial kolor 1 (byt prawdziwy), wiec taczymy je z wierzchotkami S oraz
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F. Jedyne co zostalo do zrobienia, to takie potaczenie kazdego wierzchotka C; z jego
trzema literatami, zeby zasymulowaé alternatywe logiczna. Okazuje sie, ze nietrudno jest
to zrobié:

ap Vas a1 VazVas

o —C——~0O

bLatwo sprawdzié¢ (chociazby podstawiajac wszystkie 8 mozliwosci), ze istotnie, jesli
kolor kazdego z wierzchotkow aq, as, ag jest réwny 0, to kolor wierzchotka C; tez jest réwny
0, a jesli chociaz jeden z wierzchotkéw aq,as, as ma kolor 1, to réwniez C; ma kolor 1.
W taki sposob taczymy wszystkie wierzchotki reprezentujace klauzule C; z odpowiednimi
literalami. Dana redukcja 3-SAT do 3-COLOR dowodzi, ze 3-COLOR jest problemem
NP-zupetnym. O

Zauwazmy, ze redukcja w odwrotng strone niz w dowodzie powyzszego twierdzenia jest
raczej trywialna. Dla kazdego wierzchotka v w grafie tworzymy trzy zmienne logiczne,
oznaczajace, ze wierzchotek v kolorujemy na dany kolor. Laczymy zmienne w takie klau-
zule, ktore sg rownowazne stwierdzeniom, ze wierzchotek nie moze dosta¢ wielu koloréw
i sasiednie wierzchotki nie moga dostac¢ takiego samego koloru. 7 tego wynika, ze gdy-
by$my znalezli algorytm, ktéry szybko znajdowatby 3-kolorowanie dowolnego grafu, to
rozwigzaliby$my wszystkie problemy w klasie NP.

3.3 Kolorowanie grafu planarnego

Twierdzenie 3.2 (Euler, 1750). W kazdym spéjnym grafie planarnym zachodzi réwnosé
n—m+ f=2.

Dowdd. Zauwazmy, ze jesli graf G jest drzewem (grafem bez cykli), to mamy m =n — 1
oraz f = 1. Wtedy n—(n—1)+1 = 2, wiec twierdzenie jest prawdziwe dla kazdego drzewa.
Korzystajac z zasady indukcji matematycznej wzgledem liczby krawedzi grafu G, zatézmy
prawdziwos¢ tezy dla grafu spdjnego z liczbg krawedzi m i wykazmy ja dla m + 1. Niech
wiec graf G nie bedzie drzewem (to znaczy, ze zawiera co najmniej jeden cykl). Wezmy
dowolng krawedz e, ktéra nalezy do pewnego cyklu. Graf G'\ {e} na podstawie zatozenia
indukcyjnego spetnia teze. Jesli dodamy te krawedz, to liczba m zwigkszy si¢ o 1 oraz
liczba f zwiekszy sie o 1, wiec rOwnanie dalej bedzie spetnione. O]

Lemat 3.3. Jesli w spojnym grafie planarnym G liczba wierzchotkow n > 3, to liczba
krawedzi m < 3n — 6.



Dowod. Wezmy graf planarny G o maksymalnej liczbie krawedzi. Skoro graf ma mieé jak
najwiecej krawedzi, ale jednoczesnie jest ograniczony przez wzoér Eulera (twierdzenie ,
to musi mie¢ jak najwiecej Scian, wiec w najbardziej optymalnym przypadku kazda $ciana
bedzie trojkatem.

Zauwazmy, ze kazda krawedz dzieli dwie $ciany, wiec 2m = 3f. Wtedy m =n+f—-2 =
n —+ %m — 2, wiec maksymalna liczba krawedzi to 3n — 6. O

Lemat 3.4. Kazdy graf planarny G ma wierzcholek o stopniu co najwyzej 5, co znaczy,
ze §(G) < 5.

Dowdd. Bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze dany graf jest spojny i ma co najmniej
6 wierzchotkéw. Jesli kazdy wierzchotek w takim grafie miatby 6 lub wiecej krawedzi, to
zawieralby co najmniej 3n krawedzi, co jest sprzeczne z lematem [3.3] O]

Twierdzenie 3.5 (O pieciu barwach). Kazdy graf planarny jest 5-kolorowalny.

Dowdd. Metodg indukeji matematycznej wzgledem liczby wierzchotkéw n grafu G prze-
prowadzmy nastepujace rozumowanie. Jesli n < 5, to twierdzenie jest oczywiscie praw-
dziwe, dlatego zatézmy, ze n > 5. Z lematu wiemy, ze istnieje wierzchotek v o stopniu
co najwyzej b.

Jedli stopnien ten jest mniejszy niz 5, to z zalozenia indukcyjnego graf G \ {v} jest
5-kolorowalny, a wierzchotek v mozemy pokolorowac na kolor, ktérego nie ma zaden z jego
maksymalnie czterech sgsiadéw.

Jesli stopien wierzchotka v jest réwny 5, to mozemy znalezé takg pare jego sgsia-
dow w,w, ze uw ¢ G (gdyby kazda pare jego sasiadéw laczyta krawedz, to klika Kj
na mocy lematu nie bytaby planarna). Teraz stworzmy graf G’ przez usuniecie z
grafu G wierzchotka v oraz $ciggniecie wierzchotkéw wu, w do jednego wierzchotka x, ktory
bedzie polaczony krawedziami ze wszystkimi sasiadami wierzchotkow w, w. 7 zalozenia
indukcyjnego wiemy, ze graf G’ jest 5-kolorowalny. Ponadto mozemy pokolorowaé¢ wierz-
cholki u,w na ten sam kolor, ktéry ma x (jako ze nie sa one potaczone krawedzia).
Zauwazmy, ze 5 sasiadow wierzchotka v uzywa teraz tylko 4 kolorow, wiec graf G' réwniez
jest 5-kolorowalny. O]

Dowdd tego twierdzenie niestety nie dostarcza nam efektywnego algorytmu 5-kolorowania
grafu planarnego. Aby taki algorytm znalez¢, musimy udowodni¢ jeszcze jeden wazny fakt.
Algorytm pochodzi z [2].

Lemat 3.6. Dany jest graf planarny G, w ktérym 6(G) = 5. Istnieje wowczas wierzcholek
o stopniu 5, ktorego dwaj niepotaczeni krawedzig sqsiedzi majg stopien deg < 11.

Dowdod. Aby udowodnié teze, wykazemy, ze istnieje wierzchotek o stopniu 5, ktéry ma co
najwyzej jednego sasiada o stopniu wigkszym niz 11. Oznaczmy przez ng liczbe wierz-
chotkéw o stopniu d. Na mocy zalozenia i lematu mamy

2m = Z dnyg
d

oraz

m§3n—6:32dn—6.
d
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7 tego mozemy wywnioskowac, ze

> dng < 6> d, —12

d d

0> (d—6)ng + 12
d

d>7

Zal6ézmy przeciwnie do tezy, ze kazdy wierzchotek stopnia 5 ma co najmniej dwdch
sasiadow o stopniu wiekszym niz 11. Wtedy

2ns < Z dnyg.

d>12
Laczac dwie powyzsze nieréwnosci otrzymujemy

> dng > 2n5 > (2d — 12)ny + 24
d>12 d>7

S (2d—12)ng— 3 dng +24 <0

d>7 d>12
S (2d—12)ng+ > (d—12)n,+24 <0,
7<d<11 d>12
co jest sprzecznoscia. O]

Wierzchotek, ktory jest opisywany przez lemat lub ktérego stopien jest mniejszy
od 5 nazwiemy redukowalnym. Graf G = (V, E) przekazany do algorytmu [2| jest lista list
sasiadow N (v) dla kazdego wierzchotka v (tzw. listy sasiedztwa).

Algorytm 2 5-kolorowanie grafu planarnego

procedure CONSIDER(v)
if deg(v) < 4 then usun v z kolejki R, dodaj to kolejki @
else if deg(v) =5 then
if v jest redukowalny then dodaj v do kolejki R
else usun v z kolejki R
else if deg(v) = 11 then
for all w € N(v) do
if deg(v) = 5 oraz x jest redukowalny then dodaj x do kolejki R

procedure REDUCE(v)
dodaj do stosu S wierzchotek v
usun v z grafu
for all u € N(v) do CONSIDER (u)




ciag dalszy algorytmu

procedure IDENTIFY (u, w)
utwoérz wierzchotek ¢, N(t) < N(u) U N(w)
dodaj do stosu S tréojke wierzchotkow (¢, u, w)
usun u, w z grafu
CONSIDER(?)
for all z € N(t) do CONSIDER(%2)

1: S < pusty stos

2: () < kolejka zawierajaca wszystkie wierzchotki deg < 4

3: R < kolejka zawierajace wszystkie redukowalne wierzchotki deg = 5
4: while |V| > 5 do

5 if |Q| > 0 then

6: v — wierzchotek z kolejki @)

7 REDUCE(v)

8 else > Na mocy lematu kolejka R nie jest pusta
9: v — wierzchotek z kolejki R

10: REDUCE(v)

11: IDENTIFY (u, w)

12: pokoloruj graf G > trywialne, skoro |[V| <5
13: while |S| > 0 do

14: zdejmij x ze stosu S

15: if x jest wierzchotkiem then

16: odtwérz go i pokoloruj na kolor, ktérego nie ma zaden z jego sasiadow

17: else > x to trojka ¢, u, w
18: t,u,w <+ x

19: odtwérz wierzcholki u oraz w (zamiast t) i pokoloruj je na kolor wierzchotka ¢

Dodawanie i usuwanie elementéw z kolejek i stosu ma statyg ztozonosé czasows, dzieki
czemu procedura CONSIDER dziata w O(1). Procedura REDUCE jest wywolywana tylko
dla wierzchotkow, ktorych stopien deg < 5, a IDENTIFY deg < 11, wiec obie réwniez
dziataja w czasie O(1).

Inicjalizacja obu kolejek dokona sie w czasie O(n). Linie od 4| do Wykonaj@ sie O(n)
razy, podobnie linie od (13| do dlatego caly algorytm 5-kolorowania grafu planarnego
ma liniowa ztozonos$¢ obliczeniowq.

Twierdzenie 3.7 (O czterech barwach). Kazdy graf planarny jest 4-kolorowalny.

Uzasadnienie. Jest to jedno z najstarszych twierdzen, ktorych prawdziwos$¢ udowodniono
komputerowo. Chociaz dowdd ten zostal pdzniej uproszczony, to dalej trzeba byto wspie-
ra¢ sie praca komputera. Opis tej historii oraz kilka ciekawych uwag na temat sposobu,
w jaki komputer wykonywal obliczenia, mozna znalezé w [3]. O

W popularnej wersji twierdzenie brzmi nastepujaco: kazda mape polityczng da sie
pokolorowaé czterema kolorami w taki sposob, aby zadne dwa sasiadujace panstwa nie
byly tego samego koloru (zaktadamy, ze panstwa nie posiadaja eksklaw).
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Rysunek 1: 4-kolorowana mapa Stanéw Zjednoczonych.

Na podstawie dowodu twierdzenia o czterech barwach [4], ktéry pojawil sie w 1989
roku, stworzono algorytm 4-kolorowania dzialajacy w czasie O(n?). W 1996 napisano
nowy dowéd [5], ktéry pozwolit na poprawienie algorytmu do ztozonosci czasowej O(n?).

3.4 Kolorowanie grafu zewnetrznie planarnego

Lemat 3.8. KaZdy graf zewnetrznie planarny G zawiera wierzcholek o stopniu co najwyzej
2, co znaczy, ze 6(G) < 2.

Dowdod. Bez straty ogélnosci mozna zalozyé¢ ze G jest grafem o maksymalnej liczbie kra-
wedzi, co znaczy, ze sktada sie wylacznie z trojkatéw. Skoro kazdy z wierzchotkow musi
leze¢ na zewnetrznej krawedzi oraz graf jest skonczony, to oczywistym jest, ze ktorys ze
wspomnianych trojkatéw musi mie¢ dwie krawedzie, ktére leza na zewnetrznej Scianie,
a tym samym ich wspélny wierzchotek ma stopien rowny 2. O]

Twierdzenie 3.9. Kaidy graf zewnetrznie planarny jest 3-kolorowalny.

Dowod. Wykazemy twierdzenie metoda indukcji matematycznej wzgledem liczby wierz-
chotkéw grafu G. Jedli n < 3, to teza jest oczywiscie prawdziwa. Zaldézmy zatem, ze jest
rowniez prawdziwa dla kazdej liczby od n mniejsze;j.

Na mocy lematu w grafie istnieje wierzchotek v taki, ze deg(v) < 2. Z zalozenia
indukcyjnego graf G \ {v} jest 3-kolorowalny, a wierzchotek v mozemy pokolorowaé na
kolor, ktérego nie ma zaden z jego sasiadow. ]

W przeciwiefistwie do twierdzenia o pieciu barwach (twierdzenie |3.5)), z powyzszego
twierdzenia mozemy z tatwoscig skonstruowac algorytm 3-kolorowania grafu zewnetrznie
planarnego, ktory bedzie dzialal w ztozonosci O(n), poniewaz nie musimy sprawdzac
sasiad6w wierzchotkéw (kazdy z n — 3 wierzchotkéw usuniemy i dodamy dokladnie raz;
wystarczy tylko jedna kolejka do trzymania wierzchotkéw, ktérych deg < 2).
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3.5 Liczba chromatyczna i przypadki szczegdlne
Twierdzenie 3.10. Liczba chromatyczna grafu G spelnia nieréuwnosé 1 < x(G) < n.

Dowdd. Pierwsza nieréwnos$¢ wynika wprost z definicji, druga jest prawdziwa, poniewaz
nigdy nie musimy uzy¢ wiecej koloréw niz jest wierzchotkéw. O

Twierdzenie 3.11. Liczba chromatyczna grafu G spelnia nieréwnosé x(G) < %—h/Qm + i.

Dowod. W optymalnym kolorowaniu dla kazdej pary koloréw musi byé¢ chociaz jedna
krawedz, ktora taczy dwa réznokolorowe wierzchotki, poniewaz inaczej mozemy utozsamic
te dwa kolory. Wobec tego otrzymujemy m > W, co mozemy przeksztatci¢ do
(x(@))? — x(G) < 2m oraz rozwigza¢ standardowa nieréwnosé¢ kwadratowa. O

Twierdzenie 3.12. Liczba chromatyczna grafu G jest wieksza lub rowna od liczno$ci
najwiekszej kliki w tym grafie, x(G) > w(G).

Dowdd. Skoro w najwigkszej klice grafu G kazdy wierzchotek jest potaczony z innym
krawedzia, to musimy uzy¢ w(G) koloréw to pokolorowania kliki i co najmniej tyle do
pokolorowania zawierajacego ja grafu G. m

Twierdzenie 3.13 (Brooks, 1941). Dany jest spdjny graf G. Jesli G nie jest grafem
pelnym ani cyklem o nieparzystej dlugosci, to x(G) < A(G). W przeciwnym wypadku
X(G) = A(G) + 1.

Twierdzenie 3.14 (Grotzsch, 1959). Kazdy graf planarny bez tréjkatow jest 3-kolorowalny.

Dowdéd twierdzenia mozna znalezé w [0, [7], a twierdzenia w [§]. Ponadto
istnieje algorytm 3-kolorowania grafu planarnego bez trojkatéw, ktéry dziata w czasie
liniowym [9].

4 Podsumowanie

Pokazalismy juz, ze kolorowalno$é¢ grafu jest (w ogdlnosci) problemem, na ktéry nie po-
trafimy szybko znajdowa¢ odpowiedzi. Pozostaje jeszcze pytanie, dlaczego w ogole po-
winniSmy sie tym przejmowac. CzeSciowej odpowiedzi udzieliliSmy juz wczesniej — jest
to problem NP-zupehy, wiec dzieki wielomianowemu algorytmowi kolorowania grafu roz-
wigzalibyémy wszystkie problemy w klasie NP (oraz wygrali 10° dolaréw amerykanskich
za potwierdzenie hipotezy NP = P).

Kolorowanie grafu samo w sobie jest jednak istotnym uogdlnieniem wielu probleméw.
Oczywistym przyktadem jest rozwigzywanie sudoku, ale bez trudu znajdziemy powazniej-
sze zastosowania. Algorytm, ktéry korzysta z pewnych przyblizen, jest wykorzystywany
w kompilatorach: optymalizuje on czas dostepu do zmiennych, z ktérych program korzy-
sta. Innym przyktadem bedzie problem optymalnego przydziatu zadan z pewnego zbioru
do 0s6b je wykonujacych. Wariant problemu kolorowania grafu pojawi sie rowniez przy
przydzielaniu czestotliwosci radiowych do lokalnych stacji radiowych.
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