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Wprowadzenie

W ubiegtorocznej edycji Matopolskiego Konkursu Prac Matematycznych
przedstawitam prace dotyczaca liczb urojonych, ktére po poznaniu okazaty sie
nie by¢ tylko “urojonym” tworem genialnych umystéw, ale réwniez tematem,
ktdry znajduje szerokie zastosowanie w innych dziedzinach naukowych takich
jak: fizyka, chemia, mechanika kwantowa. W tym roku chciatabym
zaprezentowac prace z dziedziny teorii liczb na temat “Kongruencje”.

Do napisania pracy zainspirowato mnie zadanie matematyczne:

“Czy 5 — 1 dzieli sie przez 13?”

Na poczatku pomyslatam, zeby znalez¢ ceche podzielnosci liczby 13 i od tego
zaczetam. Po poszukiwaniach okazato sie, ze aby sprawdzi¢ czy dana liczba jest
podzielna przez 13 nalezy skresli¢ 3 ostatnie cyfry liczby x i od tak powstatej liczby
odjac liczbe powstatg z tych trzech skreslonych liczb. Jezeli wynik tej roznicy jest
podzielny przez 13 to oznacza, ze cata liczba jest rdwniez przez nig podzielna.
Jednak podczas poszukiwania tej cechy podzielnos$ci natknetam sie na pojecie
kongruencji, ktére okazato sie by¢ sci$le zwigzane z powyzszym zadaniem. Na
poczatku pojecie skojarzyto mi sie z jezykiem polskim i gramatyka. Po dalszym
poszukiwaniu okazato sie, ze jest to rowniez zagadnienie matematyczne
poruszane w jednym z najstarszych dziatdow matematyki zwanym teorig liczb.
Postanowitam dowiedzie¢ sie wiecej na temat tego pojecia, a tego co sie dowiem
i zrozumiem przedstawi¢ w formie pracy matematycznej. Na koricu mojej pracy,
po wnikliwej analizie kongruencji postaram sie z nowg wiedzg rozwigzaé zadanie,
ktére zainspirowato mnie do poznania nowego pojecia. Mam nadzieje, ze praca
ta udowodni, ze matematyka, jako krélowa nauk potrafi by¢ prosta, przyjemna i
przydatna.

Zachecam do lektury,

Magdalena Ciochon



Historia kongruencji

Dos$¢ czesto podczas naszej edukacji spotykamy zagadnienia, ktdére sg dla Nas
trudne, jednak z czasem po poznaniu nowych pojeé stajg sie one o wiele
tatwiejsze. Z takg sytuacjg zmierzamy sie w 1 klasie liceum, kiedy spotykamy
rownania kwadratowe, a jeszcze nie znamy funkcji kwadratowej, czy delty.
Identyczng sytuacje mieli matematycy zajmujacy sie teorig liczb. Wielkim
utatwieniem byto dla nich wprowadzenie do matematyki pojecia kongruenciji.
Wprowadzono je dos¢ pdzno z perspektywy tego, ze matematyka miata swoje
zastosowanie juz w czasach przed naszg erg, a zbieznos¢ modulo (kongruencije)
wprowadzono dopiero w XIX w. Pojecie to wprowadzit Gauss Carl Friedrich w
swym dziele Disquisitiones arithmeticae (zwane takze “ksiegg siedmiu pieczeci”,
gdyz sktadato sie z siedmiu czesci oraz zawierato zwiezte, cenne informacje),
ktére byto poswiecone teorii liczb i kongruencjom. Jednak warto pamietac, ze
teoria przystawania liczb nie jest wytgcznie dzietem Gaussa, ale to przez niego
zostata dopracowana, skodyfikowana i wykorzystana do rozstrzygniecia wielu
pytan zwigzanych z podzielnoscig liczb. Wprowadzenie kongruencji miato
ogromne korzysci w przysztosci patrzac na to, ze sam pomyst na tle innych byt
dos¢ prosty, a duzo ufatwit. Sama ksigzka wprowadzajgca to pojecie data
Gausowi szanse na awans do grona cenionych matematykéw na catym swiecie
oraz pozwolita ona rozwing¢ sie innym badaczom krélowej nauk.

Kongruencje w swoich twierdzeniach wykorzystali m.in. Pierre de Fermat, czy
Wilson. Pierre de Fermat wykorzystat zbieznos¢ modulo w Matym Twierdzeniu
Fermata, ktdre jest uwazane za jedno z najwazniejszych osiggnie¢ w teorii liczb.
Twierdzenie to wyglada tak:

Jezeli p jest liczbg pierwszq, a liczbg catkowitq niepodzielnqg przez p, to:
aPl=1modp

Jest ono wykorzystywane do testowania pierwszosci liczb.



Jezeli chodzi o twierdzenie Wilsona to daje ono rowniez mozliwos¢ sprawdzenia,
czy dana liczba naturalna jest liczbg pierwszg, jednak w rzeczywistosci nie jest
ono stosowane, gdyz nie sg znane efektywne algorytmy

obliczania silni, przez co stosowanie tego twierdzenia nie jest fatwe. Samo
twierdzenie ma postac:

(p-1)!+1=0modp

Od poczatku...

Pojecie kongruencji jest scisle zwigzane z resztg z dzielenia. Przypomnijmy
sobie, wiec twierdzenie o dzieleniu z resztg:

é =K+R
A —dzielna
B — dzielnik
K —iloraz

R —reszta, gdzie0<R<B

Powyzsze twierdzenie mozemy rowniez przedstawié¢ za pomocg operatora
modulo (oznaczenia pozostawiamy takie jak sg w powyzszym twierdzeniu):

A mod B =R
A —dzielna
B —modut
R —reszta
Przyktady:
e 4mod6=4



e 6mod5=1

e 14mod2=0
e -8mod3=1
e -10mod5=0

Wizualizacja operacji modulo na tarczy
zegara

Przejdzmy od razu do przyktadu:
5mod3-=...

W tym przypadku nasz moduf wynosi 3. Zatem mozliwe reszty z dzielenia przez
te liczbe to: 0,1,2 — konstruujemy, wiec zegar o takiej wielkosci. Nastepnie
przesuwamy wskazowke zegara o tyle ile wynosi dzielna, czyli w tym przypadku
o5.

®

Postepujac zgodnie z powyzszymi krokami otrzymujemy nastepujacg sekwencje:
1,2,0,1,2. Sekwencja konczy sie na liczbie 2, wiec jest ona rozwigzaniem
powyzszej operacji modulo. Zatem: 5 mod 3 = 2.

Wazne! Jezeli dzielna jest liczbq dodatniq poruszamy sie zgodnie z ruchem
wskazowek zegara, jezeli ujemna — przeciwnie.

Przeanalizujmy jeszcze jeden przyktad:



-8mod 5 =..

W tym przyktadzie nasz modut wynosi 5. Zatem mozliwe reszty z dzielenia przez
te liczbe to: 0,1,2,3,4 — konstruujemy, wiec zegar o takiej wielkosci. Nastepnie
przesuwamy wskazowke zegara o —8.

N

Otrzymujemy nastepujgcg sekwencje: 4,3,2,1,0,4,3,2. Ostatnig liczbg sekwencji
jest 2, zatem: -8 mod 5 = 2.

INNE PRZYKtADY DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA:

Rozwigz podane operacje modulo za pomocg wizualizacji na tarczy:

e 9mod4-=...
e -3mod?2-=..
e -12mod 10 =...

Nalezy, jednak pamietaé, ze operacja modulo to nie to samo co zbieznosc
modulo (kongruencje), ale pojecia te sg ze sobg $cisle zwigzane, co postaram sie
pokazac po wprowadzeniu nastepnego pojecia.



Definicja kongruencji (przystawania modulo)

Kiedy pomiedzy liczbami zachodzi kongruencja?

O dwdch danych liczbach catkowitych a i b méwimy, ze przystajg do siebie
wedtug modutu m (czyli zachodzi pomiedzy nimi kongruencja), jezeli réznica tych
liczb jest podzielna przez liczbe naturalng m. Relacje te zapisujemy symbolicznie
w taki sposob:

a =b (modn)

Powyzsze wyrazenie czytamy w nastepujgcy sposob: A jest przystajgce do B
modulo C.

Inaczej mowigac, aby kongruencja byta prawdziwa musi zajs¢ rownosc:
a-b=kn,gdziek €Z

Wiadome jest rowniez to, ze aby dana zbieznos¢ modulo byta prawdziwa liczby
catkowite a i b muszg dawac te samg reszte z dzielenia przez m — innymi stowy
liczby te muszg nalezec do tej samej klasy rownowaznosci.

Powyzszy zapis oznacza rowniez, ze reszta z dzielenia a przez n jest réwna b, czyli
a = kn+b.

Przyktadowe zadanie:

Sprawdz czy dana kongruencja jest prawdziwa?
a. 16 =-14 (mod5)
Rozwigzanie:
16-(-14)=30=5-6

Jak widac réznica liczb 16 i —14 jest podzielna przez 5, zatem ta kongruencja jest
prawdziwa.

b. 27=12 (mod7)
Rozwigzanie:

27-12=15=7-2+1



Jak wida¢ réznica liczb 27 i 12 nie jest podzielna przez 7, zatem ta kongruencja
jest fatszywa.

c. 4=-81(mod3)
Rozwigzanie:

—&1

— = =27

=

1
-=1-3+1
3

Reszta z dzielenia 4 przez 3 wynosi 1, a liczby =81 przez 3 wynosi 0, wiec reszty z
dzielenia sg rézne - co oznacza, ze kongruencja jest nieprawdziwa.

INNE PRZYKLADY DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA:
Sprawdz czy dana kongruencja jest prawdziwa?

e 14=8(mod 3)

e -18=-12(mod 9)

e 28=12(mod4)

Zatem, czy operacja modulo jest tym samym co zbieznos¢ modulo
(kongruencje)?

A mod B =R - operacja modulo
a = b (modn) - zbieznos¢ modulo

Zapisy wygladajg bardzo podobnie, jednak nie sg to te same rzeczy, co postaram
sie teraz pokazac:

Wezmy sobie na przyktad kongruencje: 7 = 1(mod3), czy ten zapis jest tozsamy z
zapisem: 7 mod 3 =17

Jak widac¢ kongruencja jest prawdziwa, gdyz 7-1 = 6 = 2 - 3. Operacja modulo jest
rowniez poprawna, wiec moze te zapisy sg rownowazne? Sprawdzmy to jeszcze
moze na jednym przykfadzie:



Tym razem wezmy sobie kongruencje: 26 = 11(mod5) i sprawdZmy czy jest to
rownowazne zapisowi 26 mod 5 = 11. Kongruencja tym razem jest rowniez
prawdziwa (26 — 11 =15 =5 - 3), jednak operacja modulo juz nie jest prawdziwa,
poniewaz 26 mod 5 = 1.

Juz drugi przyktad pokazat nam, ze nie sg to te same pojecia, jednak sg one ze
sobg w jakis sposdb powigzane.

Podstawowe wtasnosci

Zacznijmy od trzech praw, ktdore wskazujg, ze relacja kongruencji modulo m jest
relacjg rownowaznosci:

1.PRAWO TOZSAMOSCI (ZWROTNOSC)

Prawo to méwi nam, ze kazda liczba catkowita przystaje wedtug kazdego
naturalnego modutu:

a=a(modm)

Dowdd: Réznica miedzy tymi samymi liczbami catkowitymi zawsze wynosi 0O, a ta
liczba jest podzielna przez kazde naturalne m.

2.PRAWO SYMETRII
Kazda kongruencja a = b(mod m) jest rwnowazna kongruencji b = a(mod m).

Dowdd: a - b i b - a s3 zawsze albo jednoczesnie podzielne lub jednoczesnie
niepodzielne przez m

3.PRAWO PRZECHODNIOSCI
Jezelia=b (mod m)ib=c(modm)toa=c(modm,).
Dowéd:a-c=(a—-b)+(b—c)

Nastepne cztery dotyczg arytmetyki kongruencji. Mdowig one, ze relacja
kongruenciji jest zgodna z dodawaniem, odejmowaniem i mnozeniem, a to
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oznacza, ze kongruencje wolno dodawaé, odejmowaé, mnozy¢, a nawet
potegowac stronami.

UWAGA! Nie mamy prawa dzieli¢ stronami kongruencji! (chociaz sg przypadki,
w ktorych jest to dopuszczalne - odwrotnosé modulo m, prawo skracania).

1.Jezelia=b (modm)ic=d(modm)toa+c=b+d(modm).

Dowdd: (a+c)-(b+d)=(a-b)+(c-d)

2.Jezelia=b (modm)ic=d(modm)toa—-c=b-d(modm)
Dowdd: (a-c)-(b-d)=(a-b)-(c-d)

3.Jezelia=b (modm)ic=d(modm)toac=bd(modm)
Dowdd: ac—bd=(a-b)-c+(c-d)-b

4. Jezeli a=b (mod m) to a*=b* (mod m)

Cechy podzielnosci a kongruencja

Juz w szkole podstawowej poznajemy cechy podzielnosci liczb, ale nie
wykazujemy ich. A to wtasnie dzieki kongruencjom jesteSmy wstanie w miare
prosty sposdb wykaza¢ te cechy podzielnosci liczb oraz w trudniejszych
przypadkach oceni¢ czy dana liczba jest podzielna przez druggy. Jednak zanim
sprébujemy udowodni¢ dane cechy podzielnosci musimy poznaé nastepne
twierdzenie. Twierdzenie to brzmi:

Jezeli f(x) bedzie wielomianem o wspdfczynnikach catkowitych to kongruencja
a = b (mod m) pocigga za sobqg kongruencje f(a) = f(b) (mod m)

Na poczatku sprébujmy udowodnic ceche podzielnosci przez 9, ktéra brzmi: dana
liczba x jest podzielna przez 9, jezeli suma jej cyfr jest podzielna przez 9.

Zacznijmy od symbolicznego zapisania liczby w systemie dziesigtkowym, czyli w
postaci wielomianu:

[1] A=qap+a;- 10"+a, 10%+...+a,-10"

Qo + a; +a> +...+a,- kolejne cyfry liczby A

11



Nastepnie znajgc ogdlny wzér wielomianu [f(X) = a, X" +...+a%-X+a°] mozemy
stwierdzi¢, ze w tym przypadku

[2] A =f(10), gdzie A jest dowolngq liczbg naturalng
Nastepnym krokiem w udowadnianiu tej cechy jest zauwazenie, ze:
[3] 10 =1 (mod 9)

Dzieki temu spostrzezeniu mozemy zastosowac wczesniej poznane twierdzenie:

(4] a=b(mod m) = f(a) = f(b) (mod m)
Zatem:
[5] 10=1 (mod 9) = f(10) = f(1) (mod 9)

Nastepnie wiedzac juz, ze A = f (10) oraz [1] zauwazamy, ze:
[6] f(1)=aop+a; +az +...+a,
Teraz mozemy podstawié [2] i [6] do drugiej czesci [5]:
[7] A=ap+a;+ay+..+a, (mod 9)
Qo + a; +0a; +...+a, 5q sumq kolejnych cyfr liczby A

Patrzac na [7] od razu stwierdzamy, ze aby jakas liczba A byta podzielna przez 9
to suma jej kolejnych cyfr musi by¢ podzielna przez 9.

Teraz mozemy sprobowaé udowodnic¢ ceche podzielnosci liczby 11. Aby to zrobié
postepujemy bardzo podobnie jak wczesniej. Dlatego tez zacznijmy od
przypomnienia cechy podzielnosci: dana liczba jest podzielna przez 11 jezeli
réznica miedzy suma cyfr liczby x stojgcych na miejscach nieparzystych (liczac od
prawej), a sumg cyfr na miejscach parzystych jest podzielna przez 11.

Podobnie jak wyzej zacznijmy od symbolicznego zapisania liczby w systemie
dziesietnym:

[1] A =ap+a; - 10*+a0,-10°+...+a,-10"

Qo + a; +a; +...+a,- kolejne cyfry liczby A
Z tego wynika, ze:
[2] A =f(10)

Nastepnie musimy znalezé odpowiednig kongruencje, ktérg bedziemy mogli
wykorzysta¢ w dalszej czesci udowadniania:

12



[3] 10 =-1 (mod 11)

Po raz kolejny korzystajac z twierdzenia: a = b (mod m) = f(a) = f(b) (mod m) oraz
[3] dochodzimy do wniosku, ze:

[4] 10 =-1 (mod m) = f(10) = f(-1) (mod 11)

Wiemy, ze A =f(10), ale musimy jeszcze wyliczy¢ wartos$é f(-1), co robimy przez
podstawienie pod X z wyrazenia [1] - 1, czyli:

(5] f(-1)=ap-a:+az-as.
Majac juz te wszystkie informacje podstawimy [5] i [2] do drugiej czesci [4]:
[6] A=ap-a;+0,-as. (mod11)

Patrzac na [6] zaraz stwierdzamy, ze wczesniej zapisana cecha podzielnosci jest
prawidfowa.

Jak widaé nie jest to takie trudne. W ramach ¢wiczen mozna jeszcze udowodnic
ceche podzielnosci liczby 13 i 7.

Odwrotnos¢ modulo

Teraz wroémy do pojecia wspomnianego w rozdziale “Podstawowe wtasnosci”:
odwrotnosci modulo. Jak juz wczesniej wspomniatam w kongruencjach mozna
dodawaé, odejmowaé oraz mnozy¢ stronami. Teraz zajmijmy sie mozliwoscig
obustronnego dzielenia przez dang liczbe catkowita.

Jak wiemy dzielenie to mnozenie przez odwrotnosé, a iloczyn danej liczby i jej
odwrotnosci jest zawsze rowny 1, np.:

Przyktadowa liczba: 6
Odwrotnos¢ przyktadowej liczby: 1/6
lloczyn przyktadowej liczby i jej odwrotnosci: 6- 1/6 =1

Tak samo jest w kongruencjach: aby dana liczba catkowita byta odwracalna modulo
to musi istnie¢ jej odwrotnosc. Jezeli ten warunek zostanie spetniony to zachodzi
wtedy kongruencja:

ax =1 (modn)

x - odwrotnos¢ liczby a modulo n
13



Warto jeszcze zauwazyc, ze jezeli a jest odwracalna modulo n to:
ax = b (modn) < x=ba’(modn)
Jak oznaczamy odwrotnosc liczby a modulo m?

W matematyce odwrotnosé liczby a modulo m oznaczamy a * = b (modn), gdy
wiemy o jaki modut chodzi; lub po prostu a.

Kiedy dana liczba a ma swojg odwrotnos¢ modulo n?

Twierdzenie: Liczba a ma odwrotnos¢ modulo n wtedy i tylko wtedy, gdy liczby ain
sg wzglednie pierwsze, czyli najwiekszy wspdlny dzielnik tych liczb jest rowny 1 —
NWD (a, n) = 1.

Zatem nie kazda liczba a ma swojg odwrotnos¢ modularng n.

Jak znalez¢ odwrotnos¢ modularng?

Zacznijmy od dtugiej, ale niewymagajacej poznawania nastepnych poje¢ metody,
ktorg zwie sie METODA NAIWNA, ktora zostata wyjasniona na ponizszym grafie:

1.0blicz wszystkie ax = b (modn), gdzie x nalezy do zbioru liczb catkowitych od 0 do n-1

|

2. Sprawdz czy jakas z kongruencji ma postacé ax = 1 (modn)

TAK NIE
3 Liczba ma swojg odwrotnosé Dana liczba nie posiada
' modulo n i jest ona rowna b swojej odwrotnosci modulo n
Przyktady:

e Obliczz4(mod7)=>a=4,n=7
Krok 1:
4-0=0(mod?7)
4-1=4(mod?7)

14



4-2=1(mod?7)

4-3=5(mod?7)
4-4=2(mod?7)
4-5=6(mod?7)
4-6=3(mod?7)
Krok 2i 3:

Patrzagc na kongruencje trzecig z kolei mozemy stwierdzi¢, ze podana liczba w
przyktadzie posiada odwrotnos¢ modulo n, ktéra jest rowna 2.

e Oblicz:5*(mod6)=a=5n=7

Krok 1:
5:0=0(mod 6)
5-1=5(mod6)
5-2=4(mod6)
5-3=3(mod 6)
5:-4=2(mod 6)
5:5=1(mod 6)
Krok 21 3:

W tym przypadku kongruencja o postaci ax = 1 (modn) znajduje sie w
ostatniej linijce. Zatem odwrotnos¢ modulo n w tym przypadku jest rowna 5.

o Oblicz: 2! (mod4)=a=2,n=4
Krok 1:
2-0=0(mod4)
2-1=2(mod4)

2:-2=0(mod4)
2-3=2(mod4)
Krok 2 i 3:

Jak  widaé z powyziszych obliczen wynika, ze podana liczba nie
posiada odwrotnosci modulo n.

15



e 1878 7! (mod 673) - przyktad ten zostanie obliczony w dalszej czesci

Postepowanie w tym przyktadzie jest takie same, ale bardzo pracochtonne
(trzeba bytoby obliczy¢ az 673 kongruencji). Jak mozna sie domyslac istnieje
szybsza metoda, ale aby z niej skorzysta¢ musimy poznac rozszerzony algorytm
Euklidesa.

ROZSZERZONY ALGORYTM EUKLIDESA

Zacznijmy od tego, ze algorytm ten pozwala nam wyznacza¢ najwiekszy wspolny
dzielnik (NWD), czyli najwiekszg liczbe naturalng, ktéra dzieli obie te liczby bez
reszty. Mozna rowniez stwierdzié, ze jest to najwazniejsze narzedzie rachunkowe w
elementarnej teorii liczb.

W szkole poznajemy réwniez taki algorytm, jednak jest on trudniejszy i bardziej
pracochtonny - wymaga rozktadu na czynniki pierwsze, a przy duzych liczbach nie
jest on prosty i szybki. Natomiast dzieki algorytmowi Euklidesa mozemy obejs¢ te
trudnosci; zamiast rozktadu na czynniki pierwsze wykorzystuje on wielokrotne
dzielenie z resztg. Na poczatku zacznijmy od poznania dwdch twierdzen:

Twierdzenie 1:
“Jezeli dla liczb catkowitych a, b, g, r zachodzi réwnos¢ a = gb +r, to
NWD(a,b) = NWD (b,r).”
Twierdzenie 2 (Algorytm Euklidesa)

“Dane sq liczby catkowite a i b, przy czym b # 0. Wykonujemy kolejne dzielenia z
resztq:

a = qgb+r.
b= qir + r1,
8 T = (g + T,
ry = {q3ra T T3,

%

Wodwczas ciqg reszt r, ri, ry, ... jest scisle malejgcym ciggiem liczb catkowitym
nieujemnych. Ostatnia niezerowa reszta jest NWD (a, b).”

Przyktady:
e NWD (1878,673)="
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T3=2532-1+ 141
32 =141-3+ 109
141 =109 -1 + 32
109 =523+ 13

32=13-2+6
13 =6-2+1
=06-1+0

Ostatnig niezerowa liczbg jest 1, zatem wedtug twierdzenia 2:
NWD (1878,673) =1

Dla uftatwienia powyzsze wyliczenia mozna zapisywac w taki sposob:
1878 : 673 =2, reszty 532

673 :532 =1, reszty 141

532 :141 =3, reszty 109

141 :109 =1, reszty 32

109 :32 =3, reszty 13

32:13=2,reszty 6

13:6=2,reszty 1

6:1=6,reszty0

NWD(1878, 673) =1

« NWD (2000,1628) =

(2000 = 1- 1628 + 372
1628 = 372 - 4 + 140
372 =140 -2+ 92

¢ 140=92-1+48
92 =48 -1+ 44
48 =44-1+ 4

44 =4-11+0

Zatem: NWD (2000,1628) = 4
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Znajac  juz

rozszerzony algorytm Euklidesa mozemy wrdci¢ do obliczania
odwrotnosci modulo za pomocg niego oraz algorytmu odwrotnego do niego.
Przykfady:

Oblicz 71! (mod 22) za pomoca algorytmu Euklidesa:

5=71-22-3

1=5-2-2

Trzecia linia méwi nam o tym, ze istnieje 71! (mod 22), zatem mozemy teraz za
pomocg odwrotnego algorytmu Euklidesa wyliczy¢ tg odwrotnosc:
1=5-2-2=5-2-(

)=5-2.22+8-5=9-5-2.22=
9.(71-22-3)-2:22=9-71-29-22

Zatem: 711 = 9 (mod 22)

Oblicz 1878 = (mod 673) za pomoca algorytmu Euklidesa:
it [ LR

Odwrdcony algorytm Euklidesa:
1=13-6-2=13-2-(32-13:2)=5-13-2-32=5-(
-17-32+5-109=-17 (

)-2-32=
)+5-109=-17-141+22-109 =

-17-141+22(532—-141-3)=22-532-83-141=22-532-83 - (

) =
105 -532-83:-673=105- (1878 -673-2)-83:-673 =105 1878 —293 - 673
Wiec: 1878 ~1= 105 (mod 673)

Oblicz 237! (mod 51):
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3 =2
2=2

Nastepnie tak jak poprzednio stosujemy odwrdcony algorytm Euklidesa:

1=3-2-1=3-1-( )=2-3-5.1=2-(23-5-4)-5-1=2-23-9-5=2
.23-9-( )=20-23-9-51

Rozwigzanie: 2371= 20 (mod 51)

INNE PRZYKLADY DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA:

Oblicz na podstawie algorytmu Euklidesa i algorytmu do niego odwrotnego:
o 351(mod 144)
e 107! (mod 9999)
e 3771 (mod99)

PAMIETAJ! Nie kazda liczba ma swojg odwrotnos¢ modulo!

Znajac juz odwrotnosé modulo warto poznac jeszcze dwa twierdzenia, ktére w jakis
sposob wigzg sie z dzieleniem obustronnym kongruencji - chociaz jak wiemy nie
mozna dzieli¢ obustronnie kongruencji.

Pierwsze z nich nazywa sie prawem skracania i brzmi:

JezeliNWD (c, n) = 1, czyli c i n sq liczbami wzglednie pierwszymi i ac = bc (mod n)
toa=b(modn).

Przyktad:

Majac taka kongruencje: 27 = 102 (mod 25) mozemy zastosowac prawo skracania,
gdyz spetnia ona warunki twierdzenia. Zatem powyzszg kongruencje mozemy
przedstawic¢ tak: 3 - 9 = 34 - 3 (mod 25), a nastepnie po zastosowaniu prawa
skracania “nowa postac¢” kongruencji wyglada tak: 9 = 34 (mod 25).
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Drugie twierdzenie brzmi:

Jezeli wszystkie trzy liczby w kongruencji a = b (mod m) sq podzielne przez liczbe d
to zachodzi:

a hlf AN
= —(mod—)
d d d

Przyktad:

Powyisze twierdzenie mozemy wykorzysta¢ przy kongruencji: 36 = 92 (mod 8),
poniewaz wszystkie liczby kongruencji (a = 36, b =92, m = 8) sg podzielne przez 4.

Zatem:36 =92 (mod 8) = 9 = 23 (mod 2).

Trzy najwazniejsze twierdzenia

Znajac juz podstawy z zakresu kongruencji mozemy przej$¢ do omoéwienia trzech
waznych twierdzen znanych i wybitnych matematykéw. Zacznijmy od tych dwaéch,
dzieki ktorym przynajmniej formalnie mozemy szybko sie dowiedzieé¢ czy dana liczba
jest pierwsza.

Pierwsze twierdzenie sformutowat Fermat, stynny matematyk z epoki nowozytnej,
ktéry z zawodu byt prawnikiem, ale w wolnym czasie zajmowat sie matematyka -
gtéwnie w zakresie: geometrii (uznawany jest za ojca geometrii analitycznej),
rachunku prawdopodobienstwa, rachunku rdzniczkowego, czy teorii liczb.
Twierdzenie to nazywamy Matym Twierdzeniem Fermata (warto wspomnieé, ze
sam Fermat nigdy nie opublikowat dowodu na swoje odkrycie, co jest typowe dla
czasOw nowozytnych - pierwszy dowdd przedstawit Euler). To samo twierdzenie
niezaleznie od Fermata odkryt Leibniz, a brzmi ono:

Jezeli p jest liczbq pierwszq i p nie jest dzielnikiem liczby catkowitej a, to:
aPl=1modp

Za odkrywce nastepnego waznego twierdzenia uznaje sie juz nie az tak znanego
Johna Wilsona, ktére opublikowat w je 1770 r. (chociaz twierdzenie znali juz al -
Hajsam (X/XIw.), czy Leibniz (XVIlw.), a dowdd tego twierdzenia przedstawit dopiero
Langrange) Twierdzenie to od nazwiska jego twdrcy nazywa sie Twierdzeniem
Wilsona i brzmi ono:

Dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi kongruencja:
20



(p-1)=-1modp

llll)

Przypomnienie: znak w matematyce oznacza silnie. Obliczamy jg w nastepujacy
sposéb: n!=1-2-3-...-(n-1)n

Ostatnim twierdzeniem, ktére chciatabym przedstawi¢ w tym rozdziale jest
twierdzenie Eulera. Tworca tego twierdzenia — Leonhard Euler — jest uznawany za
jednego z najwazniejszych matematykdéw w catej historii. Jego dokonania
matematyczne dotyczyty prawie wszystkich dziedzin nauki. Twierdzenie Eulera
brzmi:

Jezeli a, m sg liczbami wzglednie pierwszymi [NWD (a, m) = 1] to zachodzi

kongruencja:

a®m =1 (mod m)

W twierdzeniu pojawia sie symbol /™) ktéry nazywamy funkcja Eulera (funkcja “fi”).
Funkcja Eulera to ilo$¢ liczb naturalnych od 1 do m, ktére sg wzglednie pierwsze z
m, funkcje te okresla wzér:

F(m}:m(l—:—l)(1_;_2).___.(1_i)

Gdzie p1, p2,..., Ps $3 kolejnymi czynnikami rozktady liczby m na czynniki pierwsze.
(czylim=p1-p2: ... Ps).

Inaczej méwiac funkcja *™) méwi nam o iloéci liczb mniejszych od M lub réwnych M
niemajacych z nig zadnych wspdlnych dzielnikdw (NWD = 1). Na przyktad, jesli
chcemy wyznaczyé warto$é funkcji ©® to musimy sprawdzié, ile liczb catkowitych ze
zbioru {1,2,3,4,5,6} nie ma z 6 wspdlnego dzielnika wiekszego od 1.

Sprobujmy zatem na poczatku wyliczyé ©®) bez wzoru, aby lepiej zrozumieé czym
jest ta funkcja:

NWD (6,1) = 1

NWD (6,2) = 2
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NWD (6,3) = 3

NWD (6, 4) = 2
NWD (6, 5) = 1
NWD (6, 6) = 6

Jak wida¢ sg dwie liczby ze zbioru {1,2,3,4,5,6} nie majg z 6 wspdlnego dzielnika
wiekszego od 1. Zatem ) = 2,
Wyznaczmy jeszcze ¢®) za pomocg wzoru:

B(5) =5(1— ) =4

| =

Warto zapamietad, ze jezeli p jest liczbg pierwszg to ¢P) = p—1 (np. *1Y = 10)

Poznalismy juz trzy najwazniejsze twierdzenia, cho¢ z pewnoscig istniejg jeszcze
inne, ktére sg réwnie istotne (np. chinskie twierdzenie o resztach, twierdzenie
Lagrange’a).

Podczas poznawania Matego Twierdzenia Fermata miatam wrazenie, ze jest ono
Scisle zwigzane z zadaniem, ktére pozwolito mi sie zainteresowaé tematem
kongruencji - sprawdzmy to.

Przypomnienie tresci NIEZWYKLEGO ZADANIA:

“Czy 5%°— 1 jest podzielne przez 13?”

Na podstawie Matego Twierdzenia Fermata stwierdzamy, ze:
52=1mod 13

Nastepnie obustronnie podnosimy powyzszg kongruencje do potegi 3:
5%=1mod 13

A teraz wystarczy obustronnie odjg¢ 1:

5%-1=0mod 13

Kongruencja ta pokazuje, ze dzielgc liczba 53° - 1 przez 13 otrzymujemy reszte 0.
Zatem liczba ta jest podzielna przez 13.
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Udato sie! Okazato sie, ze zadanie to mozna rozwigzac¢ szybko i prosto, dzieki
zastosowaniu twierdzenia Fermata, cho¢ zapewne istnieje jeszcze mndstwo
sposobdéw rozwigzania tego problemu matematycznego.

Na koniec przejdZzmy do innych zadan, ktére pozwolg zastosowaé dwa inne wyzej
poznane twierdzenia:

1.Udowodnij, ze 53°3- 3333 jest podzielna przez 10.
Aby to udowodnié, trzeba dowies¢, ze:
5353= 33% (mod 10)

Wiedzac, ze 53 i 10 s3 wzglednie pierwsze wyznaczamy ®19 i stosujac twierdzenie
Eulera wyznaczamy potrzebng kongruencje:

10

h-2

G(10) = 10+ (1 — =) -

a®m=1(modm)=53*=1(mod 10)

Dzieki wyzej wyznaczonej kongruencji oraz 53=3(mod10) mozemy wywnioskowag,
ze:

5353 =153 (534)13= 3. 133= 3 (mod 10)
Tak samo postepujemy z liczbg 3333:
33=3(mod 10)

a®™=1(mod m)=33*=1(mod 10)
3333=33.(33%)8=3 - 18= 3 (mod 10)

Zatem z twierdzenia: a = b (mod m) A ¢ = b (mod m) = a = ¢ (mod m) mozemy
whnioskowag, ze:

53°3= 3 (mod 10) A 3333= 3 (mod 10) = 53°3= 3333 (mod 10)
Ten wniosek konczy dowadd.

2.Sprawdz, czy kongruencja: 2 - 26! = -1 (mod 29) jest prawdziwa.
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Aby rozwigza¢ to zadanie trzeba skorzysta¢ z Twierdzenia Wilsona, z ktérego
wynika, ze:

(p-1)!=-1modp=28!=-1mod 29
Nastepnie mozemy przeksztatcié powyzszg kongruencje do takiej postaci:
26!-27-28=-1mod 29

Teraz mnozymy obustronnie przez 2, aby doprowadzi¢ kongruencje do postaci
podobnej w tresci zadania:

2:26!-27-28=-2mod 29

Nastepnie wyliczamy dwie kongruencje:

27 =-2mod 29

28 =-1 mod 29

Teraz mozemy obie te kongruencje podstawié do tej wczesdniejsze;j:
2:26!-(-2)-(-1)=-2mod 29

Ostatnim krokiem jest podzielenie powyzszej kongruencji obustronnie przez 2:
2-26!=-1(mod 29)

Zatem kongruencja z zadania jest prawdziwa.

PODOBNE ZADANIA DO ROZWIAZANIA PRZEZ CZYTELNIKA:
1. Sprawdz, czy kongruencja: 18! = -1 (mod 437) jest prawdziwa?
2.Ustal, czy liczba 4877 — 1 jest podzielne przez 8.

3.Wyznacz ostatnig cyfre liczby 71%°. Wskazdéwka: jezeli chcemy wyznaczyé ostatnig
cyfre jakiejs liczby to musimy wyznaczy¢ jej reszte z dzielenia przez 10.

Klucz odpowiedzi do tych zadan znajdujg sie na koncu pracy.
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Podsumowanie

Kongruencje to z pewnoscig temat, ktéremu warto poswieci¢ czas. Daje on nam
mozliwos¢ poznania jednego z najstarszych dziatdw matematyki, ktérym jest teoria
liczb, a dziat ten jak moéwit Carl Friedrich Gauss jest krdlowg matematyki
(“Matematyka jest krdlowa nauk, a teoria liczb kréolowg matematyki”). W mojej
pracy poruszytam tylko podstawy dotyczace tego obszernego zagadnienia.
Pominetam np. chinskie twierdzenie o liczbach, czy uktady kongruencji liniowych.
Jestem pewna, ze powrdce do tych zagadnien, bo sg naprawde bardzo interesujace.

Kongruencje majg szerokie zastosowanie w kryptografii, ale warto je poznaé choéby
po to, by méc szybciej dochodzi¢ do rozwigzan pewnych problemdéw. Mam nadzieje,
ze samg praca zachece do poznania tak ciekawego tematu czytelnikéw. Bardzo sie
ciesze, ze dzieki znalezionemu zadaniu matematycznemu mogtam poznaé
kongruencje i napisa¢ prace na ich temat. Na poczatku pisania wydawaty sie dos¢
skomplikowane, jednak po poznaniu staty sie o wiele fatwiejsze.

W tym miejscu mojej pracy chciatabym takze podziekowaé za ogromne wsparcie i
pomoc mojej nauczycielki.

Magdalena Ciochon
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Klucz odpowiedzi

1. Tak, jest prawdziwa. (Skorzystaj z Twierdzenia Wilsona)
2. Tak, jest podzielne przez 8. (Skorzystaj z Matego twierdzenia Fermata)

3. Ostatnig cyfrg liczby 71%jest 1. (Skorzystaj z Twierdzenie Eulera)
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Opinia Opiekuna pracy

OCENA PRACY MAGDALENY CIOCHON — uczennicy klasy 2a Ill LO w Tarnowie

Magdalena Ciochon jest uczennicg klasy drugiej o profilu humanistycznym, pisze o tym
we wstepie, gdyz majgc na uwadze, ze w zesztorocznej edycji konkursu po raz pierwszy
uczestniczyta, to tegoroczny powrdt do podjecia proby napisania kolejnej pracy uwazam za
sukces, zaréowno uczennicy, jak i swoj sukces edukacyjny.

Znajdujemy sie obecnie w zwigzku z pandemia w trudnej sytuacji i pomimo mozliwosci
kontaktu dzieki platformom, nauka a szczegdlnie rozwijanie umiejetnosci znaczaco
wykraczajacych poza podstawe programowg w klasach humanistycznych jest mocno
ograniczona. Tegoroczna praca Magdaleny w catosci jest pracg indywidualng. Czas wolny,
ktéry w chwili obecnej jest mocno ograniczony dla mtodziezy uczacej sie zdalnie, Magdalena
poswiecita na opracowywanie kolejnych zagadnien do pracy. Moja pomoc ograniczyta sie do
weryfikacji bibliografii, udzielaniu wskazéwek i odpowiedzi na stawiane pytania. Ubolewam
nad brakiem mozliwosci stacjonarnych spotkan, brakiem wspdlnej analizy zagadnien i
rozwigzywania zadan na tradycyjnej szkolnej tablicy, co jak rok wczesniej, umozliwiato nam
stawianie kolejnych pytan i szukania na nich odpowiedzi.

Temat jaki wybrata Magdalena, nie jest tematem tatwym, czesto staje sie on problematyczny
dla 0sdb, ktdre swojg przysztosé tgczg z naukami matematycznymi, jednak moja uczennica jako
ambitna, ciekawa i uparcie dgzaca do odpowiedzi wykazata sie determinacjg w dazeniu do
rozwigzania zadania, ktore zupetnie przypadkiem trafito w jej rece podczas naszych wspdlnych
zajed.

Magdalena przedstawia Panistwu prace, ktéra w catosci zostata opracowana przez nig samg,
przy minimalnym moim wkfadzie i ingerencji w jej forme lub zakres materiatu w niej zawarty.

Zycze Panstwu mitej lektury pracy autorstwa duszy humanistycznej, ale posiadajacej
,pierwiastek” matematyczny.
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