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Krakow, 25.02.2021 r.

Opinia o Emilii Proszkiewicz

Emilia Proszkiewicz jest w roku szkolnym 2020/2021 uczennicg Klasy 7a
Szkoty Podstawowej nr 164 im. bt. Franciszki Siedliskiej w Krakowie.

Jestem nauczycielem Emilii trzeci rok i oceniam ja jako uczennice bardzo
dobrze wypelniajaca swoje obowigzki I podjete zadania. Podczas zajeé jest
osobg aktywng, chetnie zabiera glos i rozwigzuje zadania samodzielnie, szybko
I bezbtednie. Uczestniczy w wielu konkursach organizowanych na terenie
szkoty. Samodzielnie przygotowuje prace na Matopolski Konkurs Prac
Matematycznych i mam nadziej¢, ze postuzy to do dalszego rozwoju jej
zainteresowan i kKompetencji matematycznych.

mgr Mariola Jurkowska
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Nazywam sie Emilia Proszkiewicz i jestem uczennicq klasy 7a w Szkole
Podstawowej nr. 164 im. bt. Franciszki Siedliskiej w Krakowie. Na zajeciach
dodatkowych spotkatam sie z bardzo ciekawym problemem o nazwie
.Cztery czwérki" (szerzej opisuje go w rozdziale 2).

Zadanie polegato na tym, ze nalezato wyrazi¢ kolejne liczby naturalne od
O do pewnej ustalonej liczby, stosujac w zapisie jedynie cztery czworki
i dowolne wyrazenia arytmetyczne. W kazdym zapisie trzeba byto uzy¢
cyfry 4 doktadnie cztery razy. Mozna byto takze uzywaé dowolnych symboli
matematycznych, o ile nie wigzato sie to z wykorzystaniem w zapisie innej
cyfry niz 4 lub nadmiarowej czwérki.

Fakt, ze majac do dyspozycji tak niewiele narzedzi, mozemy zapisal
dowolng. liczbe catkowitq (rozdziaty 4 i 5) jest dla mnie wciaz duzym
zaskoczeniem. Co wiecej, zauwazytam, ze wiele liczb naturalnych potrafie
wyrazi¢ na kilka réznych sposobéw. Dlatego po zajeciach kontynuowatam
zmagania z tym problemem. W tej pracy przedstawiam czes$é z moich
wyhikéw w zakresie liczb naturalnych od O do 30.

Dowiedziatam sie takze, ze istnieja rézne wersje tego problemu.
W niektorych w zapisie dozwolona jest dowolna liczba czwérek. W innych,
nalezy zapisaé kazdq liczbe naturalng za pomoca trzech tréjek albo pieciu
piatek. Jedna z trudniejszych moim zdaniem wersji tego problemu wymaga
przedstawienia kolejnych liczb naturalnych za pomocqa konkretnych,
wskazanych w zadaniu czterech cyfr, ktére maja byé wykorzystane
w takiej kolejnosci, w jakiej zostaty podane. Postanowitam sprébowaé
przedstawi¢ kazdaq z liczb naturalnych od O do 30 za pomoca cyfr 2, 0, 2
oraz 1 (w tej kolejnosci) wystepujacych w liczbie oznaczajacej rok, ktory
teraz mamy (wyniki przedstawiam w rozdziale 6). To zadanie okazato sie
do$¢ trudne. Korzystajac z dziatah arytmetycznych i symboli, jakie
poznatam w szkole, nie potrafitam zapisa¢ wszystkich liczb. Dlatego
poszukiwatam dodatkowych narzedzi, ktore datyby mi wiecej mozliwosci.
W ten sposéb poznatam nowe dla mnie pojecia i symbole matematyczne
(podaje je w rozdziale 3), ktore wykorzystatam tez w zadaniu o czterech
czworkach (rozdziat b).

EMILIA PROSZKIEWICZ



Nie tylko cztery czworki

» Zadania podobne do .Czterech czwdrek” pojawity sie juz w 1818 r.
Dilworth (s.189) w sekcji ..Short and Diverting Questions “ podat dwa
problemy. Pierwszy z nich to:

5. Let 12 be set down ig 4figures, and let each fgure be the same.

Poz. 1 Dilworth zad 1 Literatura [4]
Znaczy to:

Niech 12 zostanie zapisana w postaci czterech liczb i niech bedq one

takie same.

Najprostszym rozwiqzaniem tego zadania jest zapisanie:
12=3+3+3+3

Drugi problem byt nastepujacy:

. P Says Jagk to his brother Harry, 1 can place four three's ln such a manner that
‘hey shall make just 34 ; can you do 20 too ! : -
Poz. 2 Dilworth zad 2 Literatura(4]

Znaczy to:

Jack powiedziat do swojego brata Harrego, potrafie wozyé cztery 3
w taki sposob, Ze dadzq one wynik 34. Czy Ty tez dasz rade?

Mozna na przyktad przedstawi¢ 34 jako 33 + 3:3.

> Pierwszy raz problem dotyczacy czterech czworek opublikowano
w roku 1881 w czasopismie Knowledge: An Illustrated Magazine of
Science.

> Nastepna wzmianka o problemie pojawita sie w pracy (Ball, 1914),
gdzie .Cztery czwérki" ukazane sq jako problem z obszaru
matematyki rekreacyjne;.
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Four Fours Problem. Anpother traditional recreation is,
with the ordinary arithmetic and algebraic notation, to express
the consceutive numbers as far as possible in terms of four
“4's”  Everything turns on what we mean by ordinary notation.
I take it that this allows the use of the denary seale (ex. g
numbers like 44) and decimals; the symbols for factorials and
square roots (repeated if desired a finite number of times) ; and
the symbols for addifion, subtraction, multiplication, division,
and brackets; but L consider that indices (other than first
powers), nol expressible by a “4” or “4's,” and roots (other
than square roots) are excluded; and that thongh a number
like 2 can be expressed by one “4.” numbers like 2 and 22 are
inadmissible. On these assumptions we can express every
number up to and including 112, If we also allow the use of
subfactorials® we can thus express every number up to and
including 8771. The similar problems of the expression by
four *9's” in ordinary notation up to 132, and by four “3%,"
with the use of subfactorials, up te 153, present no diffieulty.

Poz. 3; Ball, 1914, s. 14, Literatura [3,

Ball (1912, 1914) podaje, ze zastosowat w swoim rozwiazaniu utamki
dziesietne. Selkirk (1973) i Anderson (1987) takze pisza o utamkach
dziesietnych, w tym okresowych. Autorzy korzystaja z tego (ale ja nie
bede), ze te liczby wymierne zapisuje sie czasem jak ponizej:

-4 =0,4 (albo: .4)
-4 =0,(4) (albo: .4)

W réznych wersjach ,Czterech czwdrek”, dopuszcza sie rézny zakres
symboli, ktére mozna stosowalé w rozwigzaniu zadania. Zasadniczo
w wiekszosci odmian dopuszcza sie stosowanie:

o symboli dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia;
o hawiasow;

o pierwiastka kwadratowego;

o czwartej potegi;

o liczb wielocyfrowych, do zapisu ktorych cyfre 4 wykorzystano co
najwyzej cztery razy.

o symbolu procenta.

David A. Wheeler w 2002 r. podat swoje rozwigzanie problemu Four fours
wskazujac sposéb wyrazenia kazdej liczby naturalnej od O do 40 000!
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Ponizej znajdujq sie pojecia i symbole matematyczne z jakich korzystatam
zapisujac kolejne liczby naturalne za pomoca czterech czworek.

Pierwiastek kwadratowy z liczby nieujemnej a, to taka liczba nieujemna b,
ze: b* = a.
Np. V4 =2,bo 22 =4 (i 2 = 0).

Logarytm o podstawie a(a>0ia # 1) z liczby b (b > 0) oznaczamy jako
log, b. Jest to taka liczba ¢, ze a® = b. Zatem, przy podanych wczesniej
zatozeniach mozemy zapisaé: log, b =c & a=b

Np. log,4 =1, bo 4! = 4.

Silnia (ang. factorial) liczby naturalnej dodatniej n, oznaczana jako nl, to
iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n. Dodatkowo przyjmuje sie, ze
Ol = 1. Mozna tez definicje silni poda¢ w nastepujacej postaci:

|_{ 1, dlan=20
= n(n—1)! dlan € N,

Np.4!=1-2-3-4=24

Selkirk (1973) okresla podwdjna silnie (ang. double factorial) liczby
naturalnej dodatniej n jako nastepujacy iloczyn:

nll = n(n —2)(n —4) ..., w ktérym ostatnim czynnikiem jest 2 lub 1.
Przyjmuje sie (6ould, Quaintance, 2012), ze 0!! = 1.

Z kolei Meserve (1948), definiuje osobno podwdjne silnie dla liczby
parzystej dodatniej i nieparzystej:

o Podwdjna silnia dodatniej liczby parzystej 2n to iloczyn liczb
parzystych od 2 do 2n.

Qnll=2-4-6-..-(2n—2)-2n
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Np. 4!l= 2 -4 =8
o Podwdjna silnia nieparzystej liczby naturalnej 2n+1 to iloczyn
naturalnych liczb nieparzystych od 1 do 2n+1.
Qn+DI=1-3-5-...-2n—1)-2n+ 1)
Np.7!=1-3-5-7=3-35=105
Uwaga: Podwd jna silnia nie jest silnig silni, tzn. n!! # (n!)!. Na przyktad:
3MNM=1-3=3
BN'=1-2-3)=6/=1-2-3-4-5-6=1720

Supersilnia (ang. superfactorial) liczby naturalnej n > 1, oznaczana' jako
n$ (albo sf(n)) to iloczyn silni kolejnych liczb naturalnych od 1 do n:

n$=1-2!-3!-...-n!

Np.4$=1!-2!-3!-41=1-2-6-24 = 288

Podsilnia liczby naturalnej n (ang. subfactorial) to liczba tzw. nieporzadkdow
zbioru skofczonego n-elementowego, gdzie .nieporzadkiem” nazywa sie
kazda permutacje bez punktéw statych wspomnianego zbioru. Podsilnie

. /o ’ i = I — . .
oznacza sig ha rézny sposéb: 71= 1= 10| Ja przyjme oznaczenie In.

Np.!1=0;!2=1;13=2;14=09,

Hipersilnia (ang. Ayperfactorial) liczby naturalnej n > 1 oznaczana jest
symbolem H(n), a definiuje sie ja jako nastepujacy iloczyn:

Hn) =1'-23-33.4%. .- n"

Przykfadowo: H(4) = 1*-23-33- 4%,

' Oznaczenie przyjmuje za Sloane i Plouffe (1995), a wigc hie chodzi tu o supersilnig Pickovera
(1995) oznaczanag w literaturze tym samym symbolem. Supersilnia Pickovera (ang. Pickover's
superfactorial) definiowana jest nastepujaco: n$ = ni"™" | gdzie symbol n! uzyty zostat w zapisie
n razy. W przypadku supersilni Pickovera tlumaczy sie, ze symbol dolara to w rzeczywistosci
symbol silni z nadpisang na nim literq S.
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Stabnia z liczby naturalnej n > 1 to suma kolejnych liczb naturalnych od 1
do n. Oznacza sie ja symbolem: n?

n?=1+2+3+--+n—-1+n.

Np.6?=1+4+2+3+4+5+6=21

Mozna w tatwy sposéb wyznaczy¢ wzor na h? (dla dowolnego n > 1)
n?=1+2+3+4+...4+n
n=n+m-1)+Mm-2)+(n—-3)...+1
Dodajac stronami, otrzymujemy:
2=+ D+ m+1D)+n+D+...+(n+ 1)
Sktadnik (n+1) wystepuje po prawej stronie n razy, zatem:
2n?=n(n+ 1)

_ (n+1)n

Stad: n?

o Podwdjna stabnia z dodatniej liczby parzystej 2n to suma kolejnych liczb
parzystych od 2 do 2n. Oznacza sie ja symbolem (2n)??

Qn)??=2+4+6+-+2n—2)+2n
Np.4??=2+4=6

o Podwdjna stabnia z liczby nieparzystej 2n+l to suma kolejnych liczb
nieparzystych od 1 do 2n+1. Oznacza sie ja (2n+1)??

2n+1)??=14+3+5+--+2n—-1)+2n+1)
Np.7??=1+3+4+54+7=16

Super stabnia z dodatniej liczby naturalnej n to suma stabni kolejnych liczb
naturalnych od 1 do n. Oznacza sie jq symbolem: n£.

ng = 12422432+ -+ (n — 1)? +n?

Np. 4£=174+2?243?+4?=14+3+6+10=20
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Pierwsznia (ang. primorial number?) z liczby naturalnej n to iloczyn liczb
pierwszych nie wiekszych niz n. Oznacza sie jq jako n#.

Np. 5#=2-3-5

Cecha z danej liczby rzeczywistej x to najwieksza liczba catkowita nie
wieksza niz dana liczba. Oznacza sie jq jako [x] albo E(x). Cecha nazywana
jest tez podfogq i oznaczana jako |x]

Np. [2,4] = 2; (4] = 4.

Sufit (zwany tez cechq gérna) z liczby rzeczywistej x to najmniejsza
liczba catkowita, nie mniejsza niz x.

Np.[24] = 3; [4]= 4.

?Za: Dubner, 1987.
EMILIA PROSZKIEWICZ



Nie tylko cztery czworki

OdpowiedzZ na to pytanie brzmi

Ponizej postaram sie to udowodnié.

1.

2

\/—=4%

VA = (42)7 = 40
WA = (@i = 467

VA =49

n - liczba pierwiastkow,

n - liczba naturalna wieksza od O

: log% G)n =n (z definicji logarytmu)

log, 42" = (%)“ (z definicji logarytmu)

n= log% G)n = log%log44®n (z(®)i(6)

fl

. n=logslog, (symbol pierwiastka uzyty n razy).

4

Zatem kazdq dodatniq liczbe naturalng n mozna przedstawi¢ za pomocq
czterech czwérek, logarytmu i symbolu pierwiastka kwadratowego uzytego
n razy.

W rozdziale 5, w ktorym przedstawiam rdzne sposoby zapisu kolejnych
liczb naturalnych od O do 30, bede korzystac z pojeé i symboli opisanych
powyzej.
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przedstawie przyktadowe

4

L
Vi 1

4+4-+/4-+/4

4
4 44—
A *2

. 44+4-44+44

4
. 4+J4+E

444444

4
4+t

dxd4—4-—4/4

11.

12.

13.
14.
15.
16.

17.

18.

19.

20,

4 4
Ja 4
4% 4-/4—\4

41 1

J4 4

4+4+4-44
4

4){4—E

d+444+4

4
4x4+i
41 .
—+44./4
N7 Y

4
| . p——
41—-4 a

4.4
474

rozwigzanie jakie

21.

22,

23.
24,
25,
28.

27.

28.

29.

30,

4
a-a4+2
*3

4l-4+4—4

4
4|—J4+3
dxd4+44+4
4
4l4+a——

4
41+4-44+/4

4
4t+u“4+3

41+4+4-4

4
41 <
+4+7

4l+va 44444

Poz. 4; Przyktadowe rozwiqzanie (Grammer i in., 1980, s. 22), Literatura [7]

znalaztam
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Stosujac w zapisie cyfre cztery doktadnie cztery razy oraz korzystajac
z operacji arytmetycznych i symboli matematycznych jakie znam,
zapisatam kazdq liczbe naturalng od O do 30. Dla kazdej z liczb staratam
sie podac kilka réznych przedstawien.

=4+4—4—4=44—44=4log,4—4=Va+V4a—V4—-4
=(4—-V4)-Va—4=log,(log,4)*

44 4 4
=z = logutt =7 7= |[V44 — 4]:vV4] = log,4 : log,4 =[4,41:[4,4]

4 4 4
=Z+Z=Z+log44=log44+log44=\/Z+\/Z+\/Z—4=4-4—4—4?

_4E+4
==
= VAR = VA (VA4 VE) 4 = VA [VA] 4 = [VE-[VEE 4]
_4£+4_\/__4?? 4
=— "“ﬁ'l

=V4 Vi+4—4=Va-Vi-(4:4)=VE+ (4 +4) : 4 = 4(log,d)*
=[Va-[Vaa]:4]=41—47—4# — 4

=VE-VE: 4+ 4 =4+ (VE+VE): 4= (log,d)* +4 = |[V444] : 4]
Y v PO S

427
=4+ (@4+44=(4—-V4) Va+Va=(4-V4) -4 -4 =4log,4 +V4
=\/Z+%-4=4-[\/ﬂ]:4=F[\/W]:4T=4+4??—4!!+4

4 47 441
=4??+4!!—4—4=(\/Z+Z>-\/_= E V4

4 4
=44:4—4=[VA4 4|+ 4=Vit+ +a=4+4-_=4-[Vid]:4
47 +411 47 +41)

=Yy T

=4+4+4-4=(4—-V4) Va-Va=(4—-V4) Vi +4=4log,4+4
=(\/Z+\/Z_\/Z)-4=4+4-%=\/Z-[x/zﬁ]—4=(4$—44):4
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4 47441
2 =44:4—x/1=[x/44:4]ﬁ=4+4+z= 7 +427=(4-14)+/4—-14
477 4277 4 .
= — =4+ 4——
V4 V4 4
10 =(44-4):4=(4-Va)-4+Vi=Vai+Va+Vi+4="4-[Vis]-4
4F + 4
= +4==(4-14) : V4 — 41
11 =4??+4+i=4#+477_i=4?+4!!+4u=4?7+4+f
7 7 27— = Il = 477 T
12| =Va4-Va-4—-4=(044+4):4=(4—V4) - 4+4=[V44:4]-4
4 4
=(\/Z+log44)-4=4-<4—z)=4?+\/—-Z=4!—4?—4#+4
47 4411 47 +41!
=~ 4= +14=(4-14):VA—427=4-411: 4+ 4
13 i 47441 477 477
= 44:4 +4 = 47+ = — 444+ 427=4224+4 4+ —
477 2 N
14 =(4+V4) Va+Va=47+4-log,d = (4-14) : V4 — 4
15 _4 va_%_%7
=44:4+4 =4 —log, 4 =4-4 7= Md+a=40 T [4,4]
=47+4 + log,4
16 —4+4+4+4=(4+VE) VE+4=4 4log,4=4log,(4)* = \/_—
=(4+4-4)-4=4-41-4-4=V4-[Va4] +4 =
(4% —4%) : V4
4 47 4411 4
17 =\/ﬂ+log44=4-4+1=4£— T = [V444] - 4=4\/Z+Z
=4£ — 4 + log,4
18 =44 :\E - 4—(4”+)\/_ [Va44]— 4 =[4,4]-4 -4
19 = 47 ] i=£ 24427 = 7_i— 7_i
= 47+ 4 4 o = o A7 4 V4 - 47 7 V4 - 47 7
20| VI VE-4+4=(44—):VE=(4+VD) 4—4= 4( )_[\/_]4 4
=4!—4+4—4=<F\/ﬂ1+z)??
21 4 477
=(44—\/1):\/Z=\/1-47+Z=ﬁ 47—14 =41+ log,4 — 4
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22 =(44-V4:4)=(4+V4)-4—V4d=44:4-V4=422+41+ 4 + 4
=[V44] -4 —Va=(4-14): V4 +4
23 4 4 47 +4!
= (44 VA =427 4—— = ——=
(44 +V4): Va4 =4274 J=AE A= AL
24 | = (44+4): VA= (44+Va) Va-Va=(Va+Va+Va) -4 =4# + 4# + 4# + 4#
=41 — 42 +4# + 4 =[4,4]-4+ 4
25 4 NG
=4??'4+Z=(4??_Z> = [V444] + 4 =[441-T441=4£ + 4 + log,4
26 =44 :Va+4=(4+V4)-4+Va=[Vaaa]+4=144]-4 +47?
= (4-14) : V4 + 41
27| B 4 47440 4 47441
_4!+4—log44_4!+\/Z+Z— AT AR A = —
H(4)
= - : 14 =
(4-14):Va+14 YRV
28 =(4+V4) 4+4=41+4—4+4=[Vad] 4+ 4 =Va V4 -[Vad]
=(4$—4") —4=4E+4+4#—VEa=(4-14):Va+ 4
29 4 477
=41 +10gd+4=4E+!14-—=— 14 +V4 =4£ + 42 —log,4
9a 4 \/Z 9a
4 4
30 =(x/Z+Z)-4?=4£+4!!+4??—4=(4??—2)-4??=\/Z-4?+4+4??
47 +4!!
— . — — 44 —
= 47= (4% -4 -4
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Williamson (1985) przedstawita kazda z liczb naturalnych od O do 100
wykorzystujac uzyte w dowolnej kolejnosci wszystkie cyfry wystepujace
w liczbie oznaczajacej rok 1985. W moim zadaniu wykorzystam cyfry 2, O,
2 oraz 1 i dodatkowo bede ich uzywa¢ doktadnie w takiej kolejnosci w
jakiej wystepuja w liczbie 2021. Odrzucam natomiast jakiekolwiek
ograniczenia dotyczqace symboli czy dziatan, ktére bede stosowad.

Ponizej przedstawiam po jednym sposobie przedstawienia kazdej z liczb
naturalnych od O do 30.

0. 0=2-0-2 -1
L 1=2-0-2+1
2. 2=2-0+2-1
> 3 =[v20]1—21
4 4=2-0+2-1
> 5=240+2+1
6. 6=[20:(2+1)]
- 7=1[20:2+1)]
& 8=[v201+2+1
9. 9=20:2-1
10. 10=20:2"

1t 11 = —2077+ 21?7
2 12 = [V20]- 2+ 1)
3 13 = [v202] - 1
1 14 = [v202] - 1
e 15 = [vV20] - (2 + 1)
° 16 = [v20] - [v21]
o 17 = [V20]* + 1
Ie. 18=20-2-1
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19.

19=-2+0+21

20

20 = [v20] -[V21]

21.

21=(2+0+2-1))?

22.

22=2+21

23.

23=20+2+1

24.

24 = 20 + [V21]

25.

25 =[v20]- [V21]

26.

26 =[V20]1+2-1

27.

27 =[V20]t+2+1

28.

28=[20: 2+ 1P

29.

20=(2+0+2)#—1

30.

30=2+0+2+1)#
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