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1. Definicja wartosci bezwzglednej

Definicja. Wartoscig bezwzgledng liczby rzeczywiste] a nazywamy liczbe a, jesli jest ona nie-
ujemna oraz liczbe —a, jesli jest ona ujemna.
Warto$é bezwzgledna (zwana tez modulem) oznaczamy |a|. Symbolicznie zapisujac:

1l a, jesli a >0,
al =
—a, jesli a < 0.

Notacja |a| zostala wprowadzona przez niemieckiego matematyka Karla Weierstrassa w 1841
roku.

2. Interpretacja geometryczna

Geometrycznie, wartosé bezwzgledna liczby a rowna jest odlegloéci punktu o wspéirzednej a
od punktu 0 na osi liczbowej.
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Warto$é bezwzgledna |a — b| réznicy dwdch punktéw a i b okresla odleglo$é miedzy tymi
punktami.
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Korzystajac z interpretacji geometrycznej mozemy rozwigzywacé réwnania i nieréwnosci z war-
toscig bezwzgledna.
1. Rozwiazaniem réwnania |x| = a, przy czym a > 0, sa liczby, ktérych odlegto$é od liczby 0
jest réwna a. Zatem x = a lub z = —a. Jesli natomiast a < 0, to réwnanie nie ma rozwiazan.

2. Rozwiazaniem nieréwnosci |z| < a, przy czym a > 0, sa liczby, ktérych odlegtoéé od liczby 0
jest mniejsza niz a. Zatem z € (—a, a). Jedli jednak a < 0, to rozwiazan nie ma.

3. Rozwiazaniem nieréwnosci |z| > a, przy czym a > 0, sa liczby, ktérych odlegtosé od liczby 0
jest wigksza niz a. Zatem = € (—oo, —a) U (a, +00). Jesli natomiast a < 0, to rozwiazaniem
jest dowolna liczba rzeczywista.

Przyklad 1. Rozwiazaé nieréwnosé |z + 2| > 3.

Rozwigzanie. Zapiszemy nieréwnosé jako |x — (—2)| > 3, co oznacza, ze szukamy takich liczb x,
ktorych odleglosé od liczby —2 jest wieksza od 3. Zaznaczymy liczby spelniajace nieréwnosé na
osi liczbowej.

Nieréwno$é spelniaja liczby 2 € (—oo, —5) U (1, 00).



3. Wlasno$ci wartosci bezwzglednej

Twierdzenie. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b mamy:
|a] > 0, przy czym |a| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0,
|—al = |al,

la]* = a?,
la| > a,

|ab] = |al[b],

‘%’:%l,oileb#o,

la +b] < |a| + |b|, przy czym |a + b| = |a| + |b] wtedy i tylko wtedy, gdy ab > 0,
lla| = 16| < la —b].
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Wilasnosci wymienione w punktach od (1) do (6) sa latwe w dowodzie, ktéry pominiemy.
Bedziemy jednak odtad korzystali z wymienionych wlasnosci.

Wilasnosé wymieniona w punkcie (7) nazywana jest nierdwnoscig tréjkgta. Udowodnimy ja
teraz.

Dowdd wlasnosci 7. Skorzystamy z wlasnosci (3) i (5) oraz ze wzoréw skrdconego mnozenia
w nastepujacym réwnowaznym przeksztalceniu tezy.
|la+ 0] < [a] + [b],
la+0” < (la] + [b])?,
(a+0)* < lal* + 2[al[b] + [b]?,
a® + 2ab + b2 < a® + 2|ab| + b,
2|ab|,
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Zauwazmy, ze ostatnia nieréwnos$¢ zachodzi dzieki wlasnosci (4).
Udowodnimy teraz dodatek do nieréwnosci tréjkata, badajac, kiedy zachodzi w niej réwno$¢.
Rozpatrzymy wszystkie mozliwe wybory znakéw liczb a i b:

— jeSlia>01ib >0, to 2|ab|] = 2ab,
— jeslia<0ib<0, to 2]ab] = 2(—a)(—b) = 2ab,
— jedlia>0ib<0luba<0ib>0,to2]ab| = —2ab + 2ab. Q.E.D.
Korzystajac z nieréwnosci tréjkata mozemy nastepnie udowodnié nieréwnosé z punktu (8).
Dowéd wlasnosci 8. Zauwazmy, ze:
jal = (@ —b)+1,
b] = |(b —a) + al.

Korzystajac z udowodnionej juz nieréwnosci tréjkata otrzymamy:

la] = [(a —b) +b] < |a—b|+ b, (1)
bl = [(b—a) +a| < |b—al +|al. (2)



Z nieréwnosdci (1) wynika, ze
lal = [b] < la = 8],

a z nieréwnosci (2) otrzymujemy natomiast, ze
laf = [b] > —la — b,
taczac te dwie nieréwnosci mamy
—la—b] <a] —[b] < ]a—b,

a wiec
llal = 1bl] < a— b Q.E.D.

Podamy teraz prosty przyklad zastosowania udowodnionej nieréwnoéci trojkata.
Przyklad 2. Rozwiazaé nieréwno$é |z| < |z — 1| + |z + 1].
Rozwigzanie. 7 nieréwnosci tréjkata wynika, ze dla x # 0 mamy
o =1+ |z 1] > o —1+z+1] = 2| > [a].
Gdy natomiast = 0, to dostaniemy
0—1]4+ [0+ 1] =2>|0].

Zatem nieréwnos¢ jest prawdziwa dla dowolnej liczby rzeczywistej x.

4. Zastosowania wlasnosci wartosci bezwzglednej w zadaniach

Jako przyklad zastosowan wymienionych wlasnosci wartosci bezwzglednej rozwiazemy naste-
pujace cztery ciekawe zadania.

Zadanie 1 (por. [1], str. 86). Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y i z zachodzi
nieréwnosc
lz[+lyl + 12l < |z +y—2|+ |z —y+ 2|+ |-z +y+ 2|

Dowdd. Korzystajac trzykrotnie z nieréwnosci tréjkata dostaniemy:

le+y—zl+lz—y+zl>l(z+y—2) +(@—y+2)| =2l
le+y—zl+[—r+y+z > |[(x+y—2) +(—z+y+2)| =2y,
|

2
[r—y+2+l—rty+2>[@—y+2)+ (—r+y+2)] =2z

Dodajemy otrzymane nieréwnosci i otrzymujemy:
le+y—zl+|lz—y+z2|+|z+y—2z
tl—r+y+el+lr—y+z+[-r+y+2
2 +y—zl+|lze—y+2+|—x+y+2|)

2lz| + 2ly| + 2|2,
2(Ja] + [yl + |2
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Dzielac wreszcie obustronnie przez 2 dostaniemy

le+y—z|+|z—y+z|+|—z+y+z| =z + |yl + ]|z Q.E.D.



Zadanie 2 (por. [1], str. 86). Udowodnié, ze jesli liczby rzeczywiste a, b i ¢ spelniaja nieréw-
nosci l[a+b| < ef, |b+¢| < |a| i |e+a| < |b], to

a+b+c=0.
Dowdd. Lewa i prawa strona kazdej zalozonej nieréwnoéci jest nieujemna, mozemy wiec je pod-
nies¢ do kwadratu.
Dla pierwszej nieréwnosci dostaniemy:
la + b| < ¢,
(a+b)* <,
(a+0b)?—c%<0.
Ze wzoru na réznice kwadratow dostaniemy
((a+b)+c)((a+b)—c) <0,
czyli
(a+b+c)a+b—c)<O0. (3)
Postepujac podobnie z dwoma pozostalymi zalozeniami wywnioskujemy, ze
(a+b+c)la—b+c) <0 (4)
oraz
(a+b+c)(—a+b+c)<0. (5)
Dodajemy nieréwnosci (3), (4) i (5), dostajac:
(a+b+c)a+b—c)+(a+b+c)la—b+c)+(a+b+c)(—a+b+c) <0,
(a+b+c)la+b—c+a—b+c—a+b+c) <0,
(a+b+c)?*<0

Wynika stad, ze
a+b+c=0. Q.E.D.

Zadanie 3 (por. [1], str. 86). Wykazad, ze jesli liczby rzeczywiste a, b i ¢ spelniaja nieréwnosci
la—b| = c|, [b—c| > la] i |c —a| > |b], to

(a+b—c)la=—b+c)(—a+b+c)=0.

Dowdd. Skoro obie strony kazdego zalozenia sa nieujemne, to mozemy podnieé¢ je do kwadratu.
7 pierwszego zalozenia dostaniemy

la—b| > lcl,
(a—b)%>c?,
(a—b)2—c%>0,
co dzieki wzorowi na réznice kwadratow da
(a—b—c)la—b+c)>0. (6)
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Postepujac podobnie z pozostalymi nieréwnosciami uzyskamy, ze
(b—c—a)b—c+a)>=0. (7)

oraz

(c—a—0b)(c—a+b)>=0. (8)
Wymnozenie nieréwnosci (6), (7) i (8) stronami daje nam
(a—b—c)la—b+c)b—c—a)b—c+a)(c—a—Db)(c—a+b)>0.

Zauwazmy, iz wyrazy: pierwszy i szosty, drugi i trzeci oraz czwarty i piaty réznia si¢ jedynie
znakiem, wiec

(=1)3(c—a+b)2(a—b+c)la—b+c)?(b—c+a)? >0,
(c—a+b)la—b+c)*(b—c+a)?<0,

co jest mozliwe jedynie wtedy, gdy
(a+b—c)la—b+c)(—a+b+c)=0. Q.E.D.

Nim przejdziemy do ostatniego zadania, udowodnimy pewien lemat, ktérego bedziemy po-
trzebowali.

Lemat. Dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y zachodzi réwnosé
z+y+ |z —y| =2max(z,y),

{x, jesli x > vy,
przy czym max(zx,y) = L
y, jesli x < y.
Dowdd. Rozpatrzmy mozliwe przypadki. Jesli x > y, to
T4yt —yl =z +y+z—y=20 = 2max(z,y),

a jesli natomiast x < y, to

r+y+lr—yl=x+y+y—z=2y=2max(x,y). Q.E.D.

Zadanie 4 (por. [2], str. 78). Niech

b—al bt+a 2
|abl ab c

b—al b+a 2

b.c) —
f(a’ﬂ 36) |a/b| ab c

dla niezerowych liczb rzeczywistych a, b i ¢. Udowodnié, ze

fla,b,c) = 4max(1 ! 1).

a’'b ¢



Dowdd. Przeksztalcimy najpierw wyrazenie f(a, b, c). Mamy

b—al _|b—a|l_|b a)_1 1
lab| | ab | lab abl la b
oraz
bta b _a _ 1.1
ab ab ab a b’
wiec
RS | P L S a bl a b ¢

Z poprzedniego lematu wiemy, ze dowolnych liczb rzeczywistych x i y mamy
|z —y| + = +y = 2max(z,y),

wiec
11 2
— |2 )z
fla,b,¢) ‘max(a,b)

c

11 2
—I—QmaX(f,f) + -
a'b c

Korzystajac raz jeszcze z lematu dostaniemy, ze

fla,b,c) = 2max(2max<l,l>7g> :4max(max<l,l>,l) :4max<1,1,1). Q.E.D.
a’'b a'b a'b

c c
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