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CZESC PIERWSZA - ODROBINA HISTORII

Niedawno moja nauczycielka matematyki opowiedziala mi historie opisanag
w artykule: ,,Albert Einstein and the high school geometry problem.The famous physicist’s
answer to a Hollywood high schooler’s letter went viral 65 years ago.”, Davida Toppera
1 Dwight E. Vincent’a, ktéry byl zamieszczony w czasopiSmie Physics Today,
19 grudnia 2017. Historia zawarta w artykule zaciekawila mnie 1 sklonita do

matematycznych poszukiwan, dlatego chciatabym go po kroétce strescié.

Na poczatku maja 1952 r. 73-letni Albert Einstein otrzymal list od 14 letniej
Johanny Mankiewicz, licealistki z Westlake School for Girls w Los Angeles. Johanna bylta
corka Hermana Mankiewicza, pisarza, ktéry wspoétpracowat z Orsonem Wellesem przy
filmie Citizen Kane. Jej wujek byt znanym producentem 1 rezyserem Jozefem
Mankiewiczem. Niektérzy z jej szkolnych kolegdéw, jak Jane Fonda, stali sie gwiazdami

filmowymi.

Johanna i jej koledzy z klasy zmagali sie z trudnym dla nich zadaniem domowym
z geometril. W liScie do Einsteina dziewczyna napisata: ,Zdaje sobie sprawe, ze jeste$
bardzo zajetym mezczyzna, ale jeste$ jedyna znana nam osoba, ktéra moze udzielié
odpowiedzi”. Otaczajac sie hollywoodzkimi gwiazdami, Johanna miala odwage, aby
skontaktowaé sie z najwiekszg gwiazda na amerykanskiej scenie naukowej. Po
przedstawieniu problemu Einsteinowi powiedziata: ,MySle, ze zgodzisz sie, ze to

najtrudniejsze zadanie! ”

W rzeczywisto$ci Johanna prosita o pomoc w standardowym problemie geometrii
euklidesowe] obejmujacym zastosowanie twierdzenia Pitagorasa. Byl to klasyczny

problem, ktory pojawiat sie w podrecznikach z matematyki w tamtych czasach:

Jaka jest dtugosc ,,wspodlnej zewnetrznej stycznej dwoch

stycznych kot o promieniu 8 cali i 2 cali’™



Albert Einstein jak to mial w zwyczaju napisal swoja odpowiedz na odwrocie listu
Johanny. Wystat list poczta lotnicza. Reprodukcje odrecznej odpowiedzi Einsteina

pokazano ponizej na rysunku nr 1:

2 v
%*tudvlr;/f’i.;, o liffercas 1, = -V,
Vs liagsaatt Uy 2 Ky | &t TapenTone K, ot Kprny
tdes To b«% %M Hoss g0 z sobe o,

412

Obraz z odrecznym rozwigzaniem Einsteina zostat po raz pierwszy odtworzony w Los Angeles Times z 16 maja

1952 r. Zrédio: Kenji Sugimoto, Albert Einstein: A Photographic Biography (1989), str. 163

Pismo pod rysunkiem mozna przetlumaczy¢ nastepujaco:

Promien r; kota K5 jest réznicq™ r3 =1y — 15.
Styczna 0, -> K3 jest || do stycznej Ky i K,,
tatwo mozna jq skonstruowad.

To daje rozwigzanie.

A E

(*differenz to niemiecka pisownia — jezyk ojczysty Einsteina — niemiecki, dokonat dwdch
drobnych ingerencji w odpowiedZ; drugg z nich bylo oznaczenie kota literq K

prawdopodobnie od stowa kreis — koto po niemiecku)



Logika Einsteina w rozwigzaniu wydaje sie by¢é nastepujaca:

Krok 1.
Zbuduj (na przyklad za pomoca cyrkla) okrag K; =zaznaczony linia przerywana
0 promieniu réwnym réznicy dwoch podanych promieniry =1, — 1, .

W tym przypadku r; = 8 cali orazr, = 2 cale wiec okrag K3 ma promien r; = 6 cali.

Krok 2.

Narysuj styczng do okregu K; przechodzaca przez Srodek mniejszego okregu, czyli punkt
0,.

Krok 3.

Poprowadz promienie okregdéw K; i K; przez punkt stycznosci.




Krok 4. Styczna do kota K;przechodzaca przez punkt 0, jest rownolegta do stycznej

poprowadzonej do kot K; 1 K.

Krok 5. W tym momencie wydaje sie, ze Einstein nie miat ochoty zaprezentowaé catego

rozwiazania. Nagle zamknat odpowiedz stowem , To daje rozwigzanie”.

Jak rozwiazaé zadanie do konca? Co jeszcze musiala by zrobi¢ Johanna, aby

uzyskacé ostateczna odpowiedz?

Einstein w rozwigzaniu z niewyjasnionych powodoéw nie wspomnial, ze
rozwazane kota byly kolami stycznym, co bezposrednio wynikato z tresci zadania. Oznacza

to, ze kola maja jeden punkt wspdlny.

Zmienimy rozwiazanie Einsteina uwzgledniajac fakt, ze kola sa styczne zewnetrznie.

Wprowadzimy dodatkowo oznaczenia punktow przeciecia.




W tréjkacie 0,40, kat przy wierzchotku A jest prosty, bowiem kat pomiedzy styczna,

a promieniem poprowadzonym do punktu stycznosci jest katem prostym.

Szukamy dlugosci ,wspdlnej zewnetrznej stycznej dwéch stycznych kot”, czyli dlugosci

odcinka BC. Styczne A0, 1 BC sa rownolegle, wiec |A0,| = |BC]|.

Z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie 0;A0, mamy:
|0,A1% +|A0,|* = 10,0,|?
§ + 140,17 = (11 +12)?

Podstawiajac wartoéci liczbowe 1 odpowiednio przeksztalcajac dane réwnanie,

otrzymujemy:
|A0,|? = (8 + 2)? — 62
|A0,|? = 100 — 36
|A0,|? = 64
|AO,| =8
Poniewaz |A0,| = |BC|, wiec diugosé wspolnej zewnetrznej stycznej dwoch stycznych kot z

naszego zadania jest rowna 8.

Rozwigzanie Einsteina mozna uznaé raczej za symboliczne przedstawienie
problemu. Nie odwoluje sie do podanych dilugoéci liczbowych ani nie wskazuje
zastosowania twierdzenia Pitagorasa dla skonstruowanego tréjkata. Co wiecej, nie
uwzglednia stycznoéci két, pomimo tego, ze ta informacja byta konieczna do znalezienia
rozwigzania. Godne pochwaty jest to, ze chcial pomdée uczennicy, jednak mozna watpié, by

przedstawione w ten sposéb rozwigzanie bylo dla niej zrozumiale.



Rodzice Johanny byli stawni, dlatego reporterzy gazet szybko dowiedzieli sie o
odpowiedzi Einsteina. Pojawilo sie wiele artykulow opisujacych te historie. Prasa
zachwycita sie  gotowoéciag Einsteina do pomocy, pomimo tego, ze byl czolowym

naukowcem na $wiecie.

Zarowno ,Los Angeles Times”, jak i ,New York Times” umieScily te historie na
swoich pierwszych stronach dnia 16 maja 1952 r. ,New York Times” zaokraglil wiek
Johanny 1 opatrzyl artykul nagléwkiem , Einstein wysyla QED problemu uczennicy, 15
lat”. LA Times zatytulowal swéj artykut ,,Utkneta z geometria, dziewczyna zwraca sie do
Einsteina”. Historia Johanny byla nawet wiadomo$cia na pierwszej stronie w
australijskim Sydney Morning Herald pod hastem ,Dr. Einstein rozwiazuje problem
geometrii ”. Bazujac na wyszukiwarkach internetowych mozna stwierdzié, ze historia ta
ukazala sie w co najmniej 82 gazetach w samych Stanach Zjednoczonych. Dzisiaj

powiedzielibySémy, ze historia Johanny stala sie viralem.

Dzien pézniej, po pojawieniu sie artykulow, wydzwiek historii nie byl juz tak
pozytywny dla Einsteina i Johanny. Z artykulu z 17 maja z LA Times zatytulowanego
,Einstein ¢wiczy sie jako nauczyciel geometrii” mozna bylo sie dowiedzie¢, ze chociaz
Johanna byla wdzieczna za odpowiedZ Einsteina, tak jak sie spodziewaliémy nadal nie

rozumiala ,hieroglifow” w jego odpowiedzi.

Tego samego dnia opublikowano
krotki artykul zatytutowany
,Einstein pomogt jej, ale
niewystarczajqco”,
ktéremu  towarzyszylo  zdjecie
Johanny siedzace] z otwartym

segregatorem 1 trzymajacej list od

Einsteina. Kolejne szeroko
opublikowane zdjecie wyraznie pokazywato niepewno§é Johanny w zwiazku z odpowiedzig
Einsteina. Probujac odtworzy¢ rozwiazanie na matlej tabliczce, btednie odczytata recznie
pisane symbole Einsteina jako symbole pierwiastkowe, co skutkowalo btednym i

pozbawionym znaczenia réwnaniem.



Co ciekawe, interesujacy sie matematyka dentysta z Los Angeles Leon Benkoff, zauwazyl,

ze z odpowiedzia Einsteina byto co$ nie tak.

Cytuje sie go, méwiac: ,,Coz2, spojrzatem na szkic rozwiqzania przedstawiony w gazecie, a
Einstein tez nie miat racji. Udzielit odpowiedzi na inny problem. Opisal, jak zbudowaé

stycznq do kota, ale problemem byto obliczenie dtugosci stycznej. ”

Benkoff zadzwonil do gazety Mirror 1 powiedzial im o, bledzie”. Redaktorzy byli sceptyczni.

Ale wizyta reportera w domu Benkoffa w celu sprawdzenia jego po$wiadczen wystarczyla,

aby nastepnego dnia wyladowaé na pierwszej stronie gazety. Nagtowek brzmiat:
LEinstein nie radzi sobie z matematyki, ale nadal ma Nagrode Nobla’.

Jak powiedzial Benkoff, stal sie znany w calym mieScie jako ,czlowiek, ktory poprawit

Einsteina .

Johannie problem z geometrii, ktory wywotal nie mate zamieszanie, wytlumaczyt
nauczyciel na dzien przed przybyciem listu Einsteina. Pomimo interwencji
najstawniejszego zyjacego naukowca na §wiecie, nie miala genialnego rozwiazania, ktérym

moglaby zaimponowa¢ innym uczniom.

Do tego wszystkiego nauczycielka i dyrektor nie byli zadowoleni z jej publicznego
o$wiadczenia, ze Einstein jest ,jedyng znang nam osobq, ktéra moze udzieli¢ odpowiedzi”.
W artykule uzupetlniajacym New York Times zauwazono, ze Johanna zostala zganiona
przez wladze szkolne za pisanie do Einsteina. Dyrektor, Helen Temple, powiedziata

podobno ,, Wielcy naukowcy powinni przejmowaé sie tylko wielkimi problemami” .
Nie jest jasne, jak sie czul Albert Einstein, bowiem odméwil komentarza.
Zainteresowana problemem Johanny postawilam sobie pytania:

e Czy z podobnym problemem spotyka sie uczen liceum obecnie?

o (Czy przyjdzie mi spotkaé sie z zadaniem dotyczacym okregow i stycznych do okregéw

na egzaminie maturalnym?

Bylam ciekawa, czy jako licealistka dam rade rozwigzaé je samodzielnie, bez pomocy.



CZESC DRUGA - MOJA HISTORIA,
czyli problemy okregéw stycznych, prostych stycznych w zadaniach

licealnych.

Na poczatku przypomnialam sobie wszystko, co wiedzialam o okregach 1 prostych

stycznych:

e OKREGI STYCZNE ZEWNETRZNIE

|OS|=r1+r>

e OKREGI STYCZNE WEWNETRZNIE

|OS|=r1-r2

e STYCZNE DO OKREGOW

punkt stycznosei




Nastepnie przejrzalam arkusze maturalne z poprzednich lat z obydwéch poziomow
w poszukiwaniu zadan o okregach i prostych stycznych. Odnalaztam pie¢ zadan — cztery

na poziomie podstawowym 1 jedno na poziomie rozszerzonym.

Dwa z nich umiatam rozwiazaé od razu, pomoc nie byta potrzebna. Oto one:

Zadanie 1. Matura podstawowa 2016 (1 pkt)
Okregi o promieniach 3 i 4 sq styczne
zewnetrznie. Prosta styczna do okregu o
promieniu 4 w punkcie P przechodzi przez
srodek okregu o promieniu 3 (zobacz

rysunek).

Pole trojkata, ktorego wierzchotkami sq
srodki okregéw i punkt stycznosci P, jest

réwne:

A 14 B.2v33 C. 433 D. 12

Oto moje rozwigzanie:
Tréojkat 0,P0O, jest trojkatem prostokatnym, bo kat pomiedzy promieniem PO, 1 styczna
PO, jest katem prostym. Dlugo$é odcinka PO, jest réwna 4, bo jest on promieniem okregu
o érodku w punkcie 0,.
Stosuje twierdzenie Pitagorasa:
[PO1|* + |PO,|* = 0,0,/
|PO;|% + 42 =77
|PO;|? + 16 = 49
|PO,|? = 33
|PO,| =33

Licze pole: Py = %|P01||P02|
1
PA = E' 4‘ . V33

P, = 2V/33
Odpowiedz B. Pole tréjkata, ktérego wierzchotkami sa érodki okregéow 1 punkt stycznosci
P, jest réwne 2v33.



Zadanie 2. Matura podstawowa 2018 (2 pkt)
Okregi o srodkach odpowiednio A i B sq styczne zewnetrznie i kazdy z nich jest styczny do

obu ramion danego kqta prostego (zobacz rysunek).
Promien okregu o srodku A jest réwny 2.

A

Uzasadnij, ze promieni okregu o srodku B jest mniejszy
od 2 —1.
/

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. iz

B.
Rozwiazanie: /
~ 4

Wtedy |AD| = 2v/2 jako przekatna kwadratu o boku

dtugoéci 2 oraz |AF| = 2. 2

Zatem |DF| = 2v2 — 2. e .
Srednica ckregu o érodku B i promieniu r jest krétsza Br " g4
od odcinka DF, wiec 2r < 22 — 2. D E

Zatemr <2 —1
Co konczy dowdd.

Kolejne zadanie sprawito mi troche probleméw, potrzebowatam wskazéwki od nauczyciela.

Oto one:

Zadanie 3. Matura podstawowa 2019 (1 pkt)

Dane sq dwa okregi: okrqg o srodku w punkcie O i promieniu 5 oraz okrag o srodku
w punkcie P i promieniu 3. Odcinek OP ma dtugo$é 16. Prosta AB jest styczna do tych
okregow w punktach A i B. Ponadto prosta AB przecina odcinek OP w punkcie K (zobacz

rysunek).
Wtedy B
A. |0K| =6
0 K
B. |0K| =8 P
C. |0K| =10

D. |0K| = 12



Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Z danych w zadaniu |OP| = x + y, wiec 16 = x + y, po przeksztalceniu y = 16 — x.
Tréjkaty sa podobne z cechy kat, kat, kat, zatem:

5 X

3 16—x

5(16 —x) = 3x

80 — 5x = 3x

80 = 8x

Zatem prawidlowa jest odpowiedz C - |0K| = 10.
Tego zadania nie rozwigzalam samodzielnie. Nie znatam podobienstwa trojkatéw, nie

umiatam rozwiazywaé nieréwnosci wymiernych. Moglam jednak zwrécié sie do

nauczyciela z proéba o wskazdéwke.

Kolejnych zadan nie rozwigzalam samodzielnie, oto one:



Zadanie 4. Matura podstawowa 2017 (2 pkt)
Dane sq dwa okregi o srodkach w
punktach P i R , styczne

zewnetrznie w punkcie C.

Prosta AB jest styczna do obu P

okregéw odpowiednio w punktach C .
AiBoraz |+ APC| =«

i |« ABC| =p (zobacz rysunek). 8
Wykaz, 2e a = 180° — 20 y B

Rozwiazanie:

Prosta AB jest styczna w punkcie B do okregu o érodku R, wiec |+ ABR| = 90°.
Stad 6 =|« CBR| = 90° — B.
Tréjkat BRC jest réwnoramienny, wiec |« BCR| = 6 =|« CBR| = 90° — p.
Zatem
|« BRC| =y = 180° — 2(90° — §) = 180° — 180° + 28 = 2.
Suma miar katéw czworokata ABRP jest réwna 360°, |+ PAB| = 90° wiec
|< PAB| + |« ABR| + |+ BRP| + |« RPA| = 360°
czyli 90° + 90° + 28 + a = 360°.
Stad a + 28 = 180°
a = 180° — 2.

To konczy dowdd.

Tego zadania nie rozwiagzalam samodzielnie, rozwigzanie przekopiowalam z zasad

oceniania zadan maturalnych ze strony cke.gov.pl



Ostatnim zadaniem z ktéorym przyszlo mi sie zmierzy¢, bylo zadanie z poziomu

r0zszerzonego:

Zadanie 5. Matura rozszerzona 2016 (3 pkt)

Dany jest prostokqt ABCD. Okrqg wpisany w b =
trojkat BCD jest styczny do przekaqtnej BD w \
punkcie N. Okrqg wpisany w tréojkqt ABD jest
styczny do boku AD w punkcie M, a srodek S tego M % N
okregu lezy na odcinku MN, jak na rysunku. K J

A B

Wykaz, ze |MN| = |AD|.

Pomimo préb, nie udalo mi sie rozwiazaé samodzielnie tego zadania. Jestem dopiero
w klasie pierwszej liceum 1 mam za mato wiedzy. Stojac jednak przed problemem, mogtam
spojrze¢ na rozwigzanie zamieszczone na stronie Centralnej Komisji Egzaminacyjne;.

Prezentowane rozwigzanie pochodzi z wlaénie tej strony:

Poprowadzmy promienie SE i SF okregu o érodku S do punktéw E 1 F stycznoéci tego
okregu odpowiednio z przekatna BD 1 bokiem AB prostokata.

D C
; ,\
A
. (@
. r
i N (@
A F G B

Niech G bedzie rzutem punktu N na bok AB, jak na rysunku.

Woéwezas |SM| = |SE| = |SF| = |[MA| = |NG| oraz |DE| = |BN|.
Trojkaty DMS 1 DES sa prostokatne, wiec z twierdzemia Pitagorasa dla tych tréjkatéow

otrzymujemy

IDM| = IDS|? — |SM|? = \/IDS|? — |SE| = | DE]
Odcinek MN jest rownolegly do AB, wiec katy GBN i ENS sa réwneO.
Tréjkaty BGN 1 NES sa prostokatne, wiec katy BNG 1 NSE takze sa rowne.



To z kolel wraz z réwnoscig |SE| = |NG|oznacza, ze trojkaty BGN 1 NES sg przystajace.
Zatem|BN| = |NS]|.

Stad |[MN| = |MS| + |SN| = |[MA| + |BN| = |MA| + |DE| = |MA| + |DM| = |AD|

To konczy dowdd.

Uwaga:

Réwnoéé odeinkéw DM 1 DE wynika tez bezposrednio z twierdzenia o odcinkach stycznych.

Johanna byla licealistka w latach pieédziesiatych ubieglego wieku. Jej Swiat byt
zupelnie inny od mojego. W tych czasach uczen majacy rozwiazaé problem z matematyki
musial bazowaé na swojej wiedzy. Rozwigzanie czesto zabieralo mu bardzo duzo czasu.
Musial doglebnie zbadaé problem, dokladnie znaé wszystkie definicje i twierdzenia. Mogt
zwrocié sie o pomoc do nauczyciela, ale bylo to zle widziane. Jak widaé Johanna zwrdécita
sie o pomoc do samego Alberta Einsteina. W moich czasach dostep do informacji jest zbyt
latwy. Stojac przed rozwiazaniem problemu wcale nie musimy sie wysilaé. Rozwiazania
wiekszoSci zadan mozna znalezé w Internecie. Wszystko pieknie prezentuja nam programy
komputerowe i symulacje. Czy to powoduje, ze umiemy matematyke lepiej? Nie wydaje mi

sie.
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