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Wstep

Podczas lekcji matematyki o sposobach zapisywania liczb dowiadujemy sie,
ze naturalny dla nas zapis to klasyczny system dziesigtkowy. Dlaczego naturalny?
Dlaczego klasyczny? a przede wszystkim: Czy tylko taki i innego nie ma? Pojawity
sie u mnie pytania o to, czy istniejg inne systemy liczbowe? Oczywiscie moja
ciekawos¢ musiata by¢ zaspokojona natychmiast, wiec podnosze reke, zadaje
pytanie i .. stysze zdecydowang odpowiedz: ,Oczywiscie i jest ich sporo!
Jesli temat Cie interesuje to prosze przygotuj na kolejng lekcje cos na temat
systemu np. dwodjkowego.” Zapisatam starannie wskazowki i pierwsze o co
zapytatam mame po powrocie do domu to to, czy styszata co$ o systemie
dwodjkowym. Okazato sie, ze styszata i to sporo (mama jest informatykiem).
Z wielkim zdziwieniem popatrzyta na mnie, uczennice czwartej klasy i z powagg
powiedziata: ,System dwdjkowy zajmuje szczegdlne miejsce posréod sposobdéw
zapisywania liczb” i szczerze sie usmiechnefa.

Na kolejng lekcje przygotowatam kilka informacji o systemie dwdjkowym,
ktore przedstawitam w klasie. Z wielkim zaciekawieniem moi koledzy stuchali tego
i zadawali pytania, na ktore niestety nie umiatam wowczas poda¢ odpowiedszi,
dlatego postanowitam przy pomocy Nauczyciela, i Mamy oczywiscie, je znalezc.

Jaki jest najstarszy system zapisu liczb, jak liczono dawniej i jak zapisywano
liczby? Bytam ciekawa, czy mozna dodawaé, odejmowaé, mnozy¢ i dzieli¢
w systemie dwdjkowym? Czy mozna by go byto wykorzysta¢ w zyciu codziennym
zamiast systemu dziesigtkowego? Jak to zastosowanie mogtoby wygladac?
Czy bytoby wygodne w uzyciu? A to, czego sie dowiedziatam i nauczytam
przedstawia wtasnie moja praca.



Systemy liczbowe i troche z historii liczenia

System liczbowy to sposdb w jakim liczby sg zapisywane oraz w jaki sposob

nazywamy te liczby. Mamy dwa systemy: pozycyjny i addytywny.

Pozycyjny system to zapis liczby za pomocg znakdw — cyfr, ktérych wartos¢
zalezy od jej ustawienia wzgledem ,,sgsiadéw”, czyli od cyfr jakie stojg zarowno
przed nig, jak i za nig. Przyktadem to nasz system dziesigtkowy, o ktorym wiecej
napisze w dalszej czesci oraz system dwodjkowy, czyli ten, ktéry jest tematem
mojej pracy.

Addytywny system to taki, w ktorym wartos¢ liczby otrzymujemy dodajac
(sumujac) wartosci znakdw za pomoca ktorych liczba jest zapisana. Przyktadem
jest system rzymski (tez przez nas uzywany), alfabetyczny oraz hieroglificzny.

Rzymski system oparty jest na zasadzie pigtkowej, dlatego specjalne
oznaczenia mamy dla pieciu V, pieédziesieciu L i pieciuset D. Do dzisiaj stosujemy
go, gdy chcemy napisac date, na tarczy zegara, numeracja miesiecy itp.

Przyktad zapisu: CDXCVI = 496, DCCCLXXXVIII = 888

Hieroglificzny system uzywany byt w starozytnym Egipcie i oparty byt
na zasadzie dziesietnej, ale bez zera. Do oznaczania kolejnych poteg liczby 10
istniatly specjalne znaki -  hieroglify. Znak dla jedynki przedstawiat
prawdopodobnie tyczke do mierzenia, zapisywano go jako pionowg kreske.
Kreskami takimi oznaczano liczby od 1 do 9. Znak dla 10 przypominat podkowe.
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Hieroglificzny system zapisu liczb

Alfabetyczny system stosowali starozytni Grecy. Liczby zastepowano
literami i podobnie jak system rzymski oparty byt na zasadzie dziesietnej, ale bez

zera. Aby odrdznic je od stow nad liczbami stawiano kreske.
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To jednak nie wszystkie mozliwosci zapisu liczb jakie dawniej stosowano,
tosg te najpopularniejsze. Znalaztam informacje o systemie jaki stosowali
Majowie, ktdrzy uzywali do zapisu systemu dwudziestkowego lub pigtkowego,
jednak to nie Majowie jako pierwsi stworzyli stosowany przez innych system, tylko
Babilonczycy. = W  starozytnym Babilonie korzystano z  systemu
szes$édziesigtkowego, ktory stosujemy do dzi$, przy podziale godzin na minuty
i minuty na sekundy.

Tabliczka babilonska z tekstem matematycznym z okoto 2400 p.n.e.



Dziesigtkowy system liczbowy

W Polsce (tak jak prawie na catym Swiecie) postugujemy sie cyframi
arabskimi. To wifasnie za ich pomocg zapisujemy wszystkie liczby — te mate i te
duze. Cyfry s3g to kolejno znaki: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Przy ich pomocy mozemy
tworzyé liczby w réinych systemach liczcbowych. System ten powstat
najprawdopodobniej w Indii, a do Europy dotart dzieki Arabom. Na szerokga skale
uzywany jest od XIII — XIV w., dzieki kupcom rzymskim oraz uczonym, ktorzy
zastgpili nim system rzymski. W Polsce pierwsza drukowana ksigzka w ktérej uzyto
systemu dziesietnego oraz liczb arabskich to ksigzka z roku 1538, ktdrej autorem
jest Tomasz Ktosa pt. , Algoritmus, to jest nauka liczby...”.

Oktadka ksigzki ,,Algoritmus, to jest nauka liczby ...”



W zyciu codziennym wykorzystujemy znany nam dobrze dziesietny
system liczbowy. Do zapisu liczb w tym systemie uzywamy wszystkich dziesieciu
cyfr (0 — 9). Nazwa dziesietnego systemu wzieta sie witasnie z tego, ze do zapisu
uzywamy dziesieciu cyfr. W ten sposdb jesteSmy w stanie budowad liczby
zarowno jednocyfrowe (np. 21lub 8), jak i dwucyfrowe (np. 16Ilub 89),
trzycyfrowe (163 lub 555), czterocyfrowe (3542 lub 6760) itd.

W liczbach dziesietnych kolejne cyfry liczac od prawej strony nazywamy kolejno:
- cyfra jednosci

- cyfrg dziesigtek

- cyfra setek

- cyfra tysiecy

itd.

Przyktadowo w liczbie 3629:
— cyfrg jednosci jest 9

— cyfrg dziesigtek jest 2
—cyfrg setek jest 6

—a cyfrag tysiecy jest 3

System dziesietny jest systemem pozycyjnym, gdyz kazda pozycja w liczbie
ma swojg wage. Sg to kolejne potegi liczby 10 rozpoczynajac od potegi réownej 0
dla cyfry jednosci.

Wartos¢ liczby obliczamy ze wzoru:

3629 =3x1000+6*100+2+10+9 %1 =
=3%1034+ 6102+ 2101 +9x10°

gdzie:

10° = 1 (z definicji)

10t = 10

102 =10 10 = 100

103 =10 % 10 * 10 = 1000, itd.



W podanym przyktadzie widac¢ takze, dlaczego liczbe 10 nazywamy
podstawg systemu dziesietnego.



Dwojkowy system liczbowy (System binarny)

System dwojkowy zostat odkryty w roku 1703, a autorem tego odkrycia jest
G. W. Leibniz — niemiecki matematyk, ktéry w dniu 15 marca 1679 roku w swoim
notatniku zanotowat sposéb zapisywania liczb za pomocg dwoch cyfr: 0 i 1,
ale wynik ten przedstawit dopiero w roku 1703.
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Kartka z notatnika Leibniza z dnia 15 marca 1679 roku

Dwojkowy system liczbowy opiera sie na wykorzystaniu tylko dwdch cyfr
do zapisu wszystkich liczb: 0 oraz 1. Podstawg tego systemu jest liczba 2.

Przyktadowa liczba moze wyglada¢ tak: 101110011,. Dla odrdznienia jej
od liczby zapisanej w systemie dziesietnym (bo to tez mogtaby by¢ liczba zapisana
w systemie dziesietnym) na koncu dodaje sie ,mat3g” liczbe 2.
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Wartos$é liczby dwodjkowej mozina przelicza¢ na znane nam wartosci
dziesietne, np.

101110011, =
=128 +0%27 +1 %20 +1%x2°4+1%2%+0%234+0%x2%2+1
*21 +1%29=256+64+32+16+2+1=371

gdzie:

20 = 1 (z definicji)
21 =2
22=2%2=4

23=2%2%x2=28

24 =2%2%x2%x2=16
2°=2%2%2%2%2 =32
20=2%2x2%2%2%x2 =64

27 =2%2%2%2%2x2%2 =128
22 =2%2%2%2%2%2%x2%2 =256

W systemie dwojkowym mozna tak jak w systemie dziesigtkowym,
wykonywaé podstawowe operacje arytmetyczne, tzn. dodawaé, odejmowad,
mnozy¢ i dzieli¢ liczby i nie tylko w tym systemie. Wtasnosci dziatan nie zaleza
od systemu, to znaczy , ze jesli w systemie dziesigtkowym dodawanie jest
przemienne, to w kazdym innym pozycyjnym systemie taka samg wtasnos¢ maja
liczby.

11



DODAWANIE (SUMA LICZB)

Dodajac w systemie binarnym wiemy, ze:

0+0=0

0+1=1

1+0=1
1+1=10

Przyktadowo dodajac 14 + 10 = 24,
1 1
1110

+ 1010

11000
gdyz

1110, =123+ 1%22+1x2'=8+4+2 =14
1010, =123 +1%2'=84+2=10
11000, = 1%2*+1x23 =16+ 8 = 24
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ODEJMOWANIE (ROZNICA LICZB)

Odejmowanie w systemie dwdjkowym opiera sie na zasadach podobnych
do odejmowania w systemie dziesietnym, czyli

0—-0=0
1-1=0
1-0=1

W momencie kiedy pojawia sie operacja 0 odjg¢ 1 (0 — 1) postepujemy
analogicznie jak w systemie dziesietnym, pamietajac tylko, ze podstawg systemu
jest liczba 2, awiec w momencie ,pozyczania” jedynki z wyzszego rzedu
zamieniamy jg na 2 (to jest 10,).

Zrobmy na przyktad odejmowanie:
0 0

1101

0110

Po zamianie na wartosci dziesietne mamy:

1101, =123 +1%224+1x2°=8+4+1=13
111, =122 4+1x21+1x2°=4+24+1=7
110, =122 +1x21=4+2=6

czyli dziatanie wyglada tak:

13—-7=6
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MNOZENIE ( ILOCZYN LICZB)

lloczyn dwéch liczb dwdjkowych opiera sie na zasadach:

0x0=0
0x1=0
1+x1=1

Przyktadowa operacja pisemnego mnozenia (zasady takie same jak dla systemu
dziesietnego):

Po sprawdzeniu otrzymujemy:

1101, =123 +1%22+1x2°=8+4+1=13

111, =1%22+1+21+142°=4+2+1=7

1011011, =12+ 1x2* + 1 %23+ 121 +1%2°=64+16+8+2+1
=91

tzn.

13«7 =91.
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DZIELENIE (ILORAZ LICZB)

Operacje dzielenia réwniez mozna przedstawié postugujac sie wzorcem
pisemnego dzielenia:

Przeliczajgc wartosci z systemu dwojkowego na system dziesietny dostajemy:

1100010, = 1%2°+1%2°+1x2'=64+32+2 =98
111, =122 4+1x214+1x2°=4+24+1=7
1110, =1%23 + 1224+ 1x21'=8+4+2=14

Gdzie ilorazem liczb 98 i 7 jest 98: 7 = 14

Jaki widaé wszystkie operacje matematyczne, co do ktdrych nie miatam
pewnosci ich wykonywania sg wykonalne. Problemem dla mnie jest sam zapis
oraz bardzo duza ilos¢ zer i jedynek. Aby zapamieta¢ daty historyczne, czy numer
telefonu, itp naprawde trzeba bytoby sie sporo uczyé, a szybkie odczytanie
wartosci tez nie jest takie proste. Moze gdybym nie znata systemu
dziesigtkowego, to wszystkie te czynnosci bytyby naturalne i proste. ©
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Zadania do samodzielnego rozwiagzania

1. Oblicz dziatanie w systemie dwodjkowym oraz zapisz podane dziatania
w systemie dziesigtkowym:
a. 11100101, + 10011011,
b. 10001001, — 1110011,
c. 1010, 1011,
d. 1110011,:101,

16



Zastosowanie systemu dwojkowego

Zastanawiam sie gdzie mozna by byto zastosowac system dwdjkowy, skoro
taka trudno$é¢ sprawia ich zapis i ,,rozumienie” wartosci. Wiem, ze uzywajg go
komputery, smartfony, tablety i inne urzadzenia elektroniczne, ale dlaczego? Tym
razem to tata wyjasnit mi te zagadke ttumaczac: ,,...twoja lampka nocna moze
znajdowac sie z jednym z dwodch stanow, tzn. gdy swieci, czyli jest witgczona
do gniazdka i ptynie prad, to takg sytuacje opisuje cyfra 1, a gdy odfgczymy ja
od zrédta pradu i nie Swieci, to sytuacje opiszemy jako cyfra 0. Trudne bytoby
opisanie stanu pracy lampki za pomocg az dziesieciu cyfr. Dlatego w elektronice
stosujemy tylko system dwdjkowy”, ... no i teraz wszystko jasne. ©

Ale wcigz ciekawi mnie jak by to byto gdyby system dwodjkowy w zyciu
codziennym zastgpit dziesigtkowy? Czy moglibySmy go uzywac¢ na co dzien?
Wchodzimy do sklepu, a tam cena w systemie dwdjkowym. Wybieramy numer
telefonu do kolezanki, a tam tylko cigg zer ijedynek. Patrzymy na jadacy
samochdd, a tam na tablicy rejestracyjnej opréocz liter same cyfry 0 i 1.
Wyobrazmy sobie takie sytuacje.

17



Cena chleba w sklepie, wyglada tak:

CHLEB Z PIECA
OPALANEGO DREWNEM

26

zl/szt.

po przeliczeniu do systemu dwéjkowego wygladataby tak:

CHLEB 7 PIECA
OPALANEGO DREWNEM ‘

11010

zl/szt.

Obliczenia:

10, =1%21 =2
11010, =1#2*+1%23+1%21=16+8+2 =26

18



Numer telefonu alarmowego polic;ji:

Obliczenia:

1001, =1%23+1%2°=8+1=9
111, =1%224+1x21+1x2°=4+2+1=7

19



Tablica rejestracyjna samochodu:

KTA 57839

B KTA 57839

po przeliczeniu do systemu dwdéjkowego wygladataby tak:

KTA 0101 0111 1000 0011 1001

0101 0111 1000
KTA 0011 1001

Obliczenia:

0101, =1%2241%2°=4+1=5

0111, =122+ 121 +1+2°=4+2+1=7
1000, =123 =8

0011, =121 +1%2°=2+1=3

1001, =1%23+1%2°=8+1=9

Troche to wszystko nierealne i niezrozumiate, ale jednak mozliwe :)
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

2. Oblicz cene produktu w systemie dwéjkowym:

a. mleko:

b. czekolada:
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c. laptop:
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Podsumowanie

Jak doskonale widaé w powyzszych przyktadach system dwodjkowy nie jest
wygodny do stosowania w zyciu codziennym. Nieczytelnos¢ zapisu, dfugie ciagi
cyfr oraz prawie catkowity brak naszego wyczucia nawet rzedu wielkosci liczby
powoduje, ze jest on niepraktyczny w stosowaniu na co dzien. Prawdziwa
MATEMATYCZNA WIEZA BABEL... Pomimo poprawnosci matematycznej uzycie
systemu dwodjkowego przy zapisie cen, wyborze numeru telefonicznego, czy tez
zapisie numerow tablic rejestracyjnych w samochodach, ciezko bytoby nam
szybko zorientowac sie i przeliczy¢ wartosci tak, aby rozumiec swiat liczb wokot
nas.

Gdyby jednak nie byto systemu dwodjkowego, to by takie nie byto
komputerdow, telefonéw i innych elektronicznych sprzetéw bazujgcych na zapisie
binarnym.

Ciekawe czy mozna przy pomocy systemu dwdjkowego zapisywac liczby
ujemne lub utamki? ... Ale to juz temat na nastepng prace. ©
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Odpowiedzi do zadan:

Zadanie 1:

a) 110000000,, 229 + 155 = 384
b) 10110,, 137 — 115 = 22

c) 1101110,,10% 11 =110

d) 10111,,115:5 =123

Zadanie 2:

a) mleko: 10 zt 1000101 gr
b) czekolada: 101 zt 11110 gr
c) laptop: 1100011111 zt
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