[image: image9.png]Jawiszowicach

im. K1Galezyiskiego




Małe liczby – wielkie możliwości

czyli o zastosowaniu cyfr „0” i „1” 

w matematyce, logice, informatyce 

i elektronice
Autor: Paweł Nawrocki

Klasa 5 

Opiekun: mgr Izabella Pest-Janusz 
Małopolski Konkurs Prac Matematycznych – Kraków 2019

Spis treści

Wstęp 
……………………………………………………………………………………………………………………………
System binarny …………………………………………………………………………………….…………………………………
 
Logika matematyczna ……………………………………………………………………………………………………………. 
Algebra Boole’a ………………………………………………………………………………………………………………..……. 
Bramki logiczne ………………………………………………………………………………………………………………………

Siatka Karnaugha ………………………………………………………………………………………………………….

Podsumowanie ………………………………………………………….……………………………………………………………

Bibliografia ………………………………………………………………………………………………………………………………

Wstęp

W kwietniu 2017 roku podczas finału Małopolskiego Konkursu Prac Matematycznych na Uniwersytecie Pedagogicznym w Krakowie - jako jeden z uczestników - miałem możliwość wysłuchania ciekawego wykładu pana dr Karola Gryszki nt. wielkich liczb. Sposób prezentacji oraz treść wykładu na długo zapadły mi w pamięci, dlatego kiedy w bieżącym roku szkolnym szukałem ciekawego tematu na pracę konkursową, zaświtała mi myśl „A może zamiast wielkich liczb zająć się małymi?” 
I tak stopniowo zaczął kształtować się pomysł dokonania analizy sposobów wykorzystania cyfr „0” i „1” w praktyce. Przeglądając różne książki matematyczne, strony internetowe oraz filmy na YouTube zwracałem uwagę szczególnie na zastosowanie tych liczb w życiu codziennym, zwłaszcza w matematyce, informatyce i elektronice.  

Celowo wspominam tutaj elektronikę, gdyż od kilku tygodni razem z tatą tworzę różne układy elektroniczne wykorzystując Arduino – otwartą platformę przygotowaną z myślą o wszystkich majsterkowiczach i o konstruktorach robotów. To właśnie tutaj spotkałem się z praktycznym zastosowaniem kodu zerojedynkowego np. do obsługi wejść i wyjść cyfrowych. Dzięki praktycznym ćwiczeniom zasady działania bramek logicznych i sterowanie diodami (włączanie i wyłączanie) nie są już dla mnie tajemnicą. 
Swoją pracę podzieliłem na 5 części:  system binarny, logika matematyczna, algebra Boole’a, bramki logiczne oraz siatka Karnaugha, w których przedstawiam zastosowanie i możliwości wykorzystania cyfr „0” i „1” w różnych dziedzinach życia.  

Celem mojej pracy jest pokazanie czytelnikowi, że dwie małe liczby dają tak wiele możliwości, a zajmowanie się nimi przynosi ciekawe doświadczenia, kształtuje nowe umiejętności i przede wszystkim  sprawia dużo radości.   








Życzę przyjemnej lektury!










Paweł Nawrocki
System binarny
to pozycyjny system liczbowy, w którym podstawą pozycji są kolejne potęgi liczby 2. Do zapisu każdej liczby wykorzystuje się tylko dwie cyfry: „0” i „1”.  Używał go już John Napier w XVI wieku, natomiast ojcem nowoczesnego systemu binarnego nazywany jest Gottfried Wilhelm Leibniz. 
Aby zamienić stosowany obecnie na świecie dziesiętny system liczbowy na system binarny, należy wykonać dzielenie z resztą przez 2, aż do wyniku równego „0”.  Liczba zapisana w tym systemie ma postać ciągu otrzymanych reszt z dzielenia zapisana od końca. 
Liczba 1538 w systemie dziesiętnym to inaczej
1·1000 + 5·100 + 3·10 + 8·1 =
= 1·103 + 5·102 + 3·101 + 8·100  
Liczba 1538 w systemie binarnym będzie miała zapis  110 0000  0010, ponieważ
1·1024 + 1·512 + 0·256 + 0·128 + 0·64 + 0·32 + 0·16 + 0·8 + 0·4 + 1·2 + 0·1=
=1·210+1·29+0·28+0·27+0·26+0·25+0·24+0·23+0·22+1·21+0·20
Zadanie 1 – Jak zamieniać liczby dziesiętne na binarne?
Każdą liczbę z lewej strony kreski dzielimy przez 2, a po prawej piszemy resztę (0 lub 1).
352     

     
176  0                         Gdy czytamy te liczby od dołu, powstaje ciąg cyfr: 101100000(2)  = 352(10)
88    0                                        

44    0                                         

22    0                        Inne przykłady liczb w zapisie binarnym:  
13 = 1101  
11    0                                                 




3 = 11  
5      1 








15 = 1111
2      1
1      0

       Ciekawe jest to, że 2x - 1 =  11…11   (gdzie x należy do liczb naturalnych) 
0      1



       



x jedynek


      Obliczenie: 25-1 = 32-1 = 31 = 11111(2)    




211-1= 2048-1= 11111111111(2)    
Zadanie 2 - Czy można zamieniać ułamki na liczby binarne i jak one będą wyglądać?

Przykład 1:


10         1010     


  ponieważ

13         1101

Przykład 2: 



      135  
  10000111        ponieważ
   

     1000
1111101000

Zastosowanie systemu binarnego
To właśnie dzięki systemowi binarnemu nastąpił olbrzymi rozwój informatyki we współczesnym świecie. Komputery lub inne urządzenia cyfrowe przesyłają impulsy, które łatwo przetworzyć na „0” lub „1”. Impuls (wartość 1) oznacza stan włączony, natomiast brak impulsu (wartość 0) stan wyłączony. Procesor konwertuje kod „0-1” na liczby i zamienia je na czytelne dla nas obrazy, dźwięki lub teksty. Każdą informację można zapisać za pomocą symboli, np. pisma, znaków umownych, a w informatyce – jednostek o nazwie bit, który przyjmuje dwie postaci - oznaczone umownie cyfrą „0” i „1”. Dzięki ograniczeniu danych do dwóch zminimalizowane jest niebezpieczeństwo przekłamania danych. 
Zaletą systemu binarnego jest jego prostota, łatwe zastosowanie techniczne, co jest wykorzystywane w elektronice oraz możliwość interpretacji cyfr „0” i „1” jako wartości logicznych (algebra Boole’a).  
Wadą systemu binarnego jest natomiast długość zapisu, ponieważ duże liczby binarne są nieczytelne. 
Logika matematyczna
to dziedzina matematyki, która zajmuje się metodami wnioskowania, sposobami precyzyjnego wypowiadania się, poprawnym rozumowaniem, przekonującym argumentowaniem i uzasadnianiem twierdzeń. W logice matematycznej swoje zastosowanie znajdują cyfry „1” i „0”. 
Zdaniem w logice nazywane jest każde zdanie oznajmujące (orzekające), o którym można jednoznacznie powiedzieć, że jest prawdziwe albo fałszywe. Zdania oznaczamy zwykle małymi literami: p, q, r, s, …

Prawdę i fałsz nazywamy wartościami logicznymi. Zdanie prawdziwe ma wartość logiczną „1” , a zdanie fałszywe wartość logiczną „0”. 

Przykłady:

W każdym trójkącie suma kątów wewnętrznych jest równa 180o. 

w(p) = 1
Liczba 625 jest podzielna przez 25.





w(q) = 1
Liczby: 8, 16, 42 są liczbami pierwszymi.




w(r) = 0 
Twierdzenie Pitagorasa dotyczy trójkątów równobocznych. 

w(s) = 0
Zaprzeczeniem zdania p nazywamy zdanie „nieprawda, że p”  i oznaczamy symbolem „¬p”.

Zaprzeczeniem zdania prawdziwego jest zdanie fałszywe, natomiast zaprzeczeniem zdania fałszywego jest zdanie prawdziwe.

Koniunkcją zdań  p oraz q nazywamy zdanie „p i q” i oznaczamy symbolem „p ʌ q”.

Koniunkcja dwóch zdań jest prawdziwa tylko wtedy, gdy oba zdania, które ją tworzą, są prawdziwe. Natomiast koniunkcja jest fałszywa wtedy, gdy co najmniej jedno zdanie ją tworzące jest fałszywe.

Alternatywą zdań p oraz q nazywamy zdanie „p lub q” i oznaczamy symbolem „p ˅ q”.
Alternatywa dwóch zdań jest prawdziwa wtedy, gdy co najmniej jedno ze zdań, które ją tworzą, jest prawdziwe. Natomiast alternatywa dwóch zdań jest fałszywa tylko wtedy, gdy oba zdania ją tworzące są fałszywe. 

Implikacją nazywamy zdanie złożone „jeżeli p, to q” (zdanie p jest poprzednikiem, zdanie q następnikiem). Oznaczamy ją symbolem „p ⇒ q”. 

Implikacja jest prawdziwa wtedy, gdy poprzednik i następnik są prawdziwe oraz wtedy, gdy poprzednik jest fałszywy, a wówczas następnik może być prawdziwy lub fałszywy. Natomiast implikacja jest fałszywa tylko wtedy, gdy z prawdy wynika fałsz. 

Równoważnością zdań p oraz q nazywamy zdanie „p wtedy i tylko wtedy, gdy q” i oznaczamy symbolem „p ⇔ q”. 
Równoważność dwóch zdań jest prawdziwa tylko wtedy, gdy tworzące ją zdania mają tę samą wartość logiczną, tzn. oba są prawdziwe lub oba są fałszywe. Gdy zdania ją tworzące mają różną wartość logiczną, to równoważność jest fałszywa. 

	Nazwa zdania logicznego
	Znaczenie
	Zapis symboliczny

	Zaprzeczenie zdania  p
	„nieprawda, że p”
	¬p

	Koniunkcja zdań  p i q
	„p i q”
	p ʌ q

	Alternatywa zdań  p i q
	„p lub q”
	p ˅ q

	Implikacja zdań  p i q
	„jeżeli p, to q”
	p ⇒ q

	Równoważność zdań  p i q
	„p wtedy i tylko wtedy, gdy q”
	p ⇔ q


Jaką wartość przyjmują zdania logiczne złożone?
	p
	q
	¬p
	p ʌ q
	p ˅ q
	p ⇒ q
	p ⇔ q

	1
	1
	0
	1
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0

	0
	0
	1
	0
	0
	1
	1


Jak wykorzystać w praktyce logikę matematyczną?

Umiejętność poprawnego rozumowania, argumentowania i uzasadniania jest bardzo ważna nie tylko na lekcjach języka polskiego, ale przede wszystkim w matematyce, informatyce, elektronice, filozofii czy prawie. 
Na przykład osoby testujące jakieś oprogramowania, oprócz wykonywania testów, sprawdzają poprawność zdefiniowanych wymagań (logika w informatyce). Prokuratorzy czy obrońcy muszą odpowiednio uzasadnić swoje stanowisko, oskarżając lub broniąc swoich klientów podczas procesów sądowych (logika w prawie). Logika jest niesamowicie przydatna w elektronice, gdy trzeba konstruować bardziej złożone układy elektroniczne (bramki logiczne). Koniunkcja, alternatywa i negacja wykorzystywane są w algebrze Boole’a jako operatory: AND, OR i NOT.
Umiejętność logicznego myślenia jest niezbędna podczas rozwiązywania różnych problemów matematycznych. Poniżej chciałbym przedstawić kilka własnych przykładów zdań logicznych i określić ich wartość logiczną.  

	Zdanie logiczne
	Uzasadnienie
	Wartość

logiczna
	Nazwa zdania logicznego

	Liczba 120 jest liczbą parzystą i jest podzielna między innymi przez 2, 8, 15 i 60.  
	Oba zdania 

są prawdziwe.
	1
	koniunkcja

	Jeśli liczba ujemna podniesiona do kwadratu daje wynik dodatni, to liczba dodatnia podniesiona do kwadratu daje wynik ujemny. 
	Poprzednik jest prawdziwy, następnik fałszywy.
	0
	implikacja

	Liczba 952 jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy suma 9+5+2 jest podzielna przez 3.
	Oba zdania są fałszywe.
	1
	równoważność

	Nieprawda, że twierdzenie Pitagorasa dotyczy wszystkich trójkątów.
	Zaprzeczeniem zdania fałszywego jest zdanie prawdziwe.
	1
	zaprzeczenie


	32 + 42 = 52    lub   33+43=53
	Przynajmniej jedno ze zdań jest prawdziwe.
	1
	alternatywa

	Jeżeli oba wejścia na bramce NOR są wyłączone, to sygnał na wyjściu będzie włączony. 
	Oba zdania są prawdziwe.
	1
	implikacja

	Nieprawda, że bramka AND nie jest odwrotnością bramki OR. 
	Zaprzeczeniem zdania prawdziwego jest zdanie fałszywe.
	0
	zaprzeczenie

	Liczba 12 w systemie binarnym ma postać 1100, a liczba 7 ma postać 110. 
	Przynajmniej jedno ze zdań jest fałszywe.
	0
	koniunkcja

	Kwadrat jest prostokątem wtedy i tylko wtedy, gdy prostokąt jest rombem. 
	Każde zdanie ma inną wartość logiczną.
	0
	równoważność


Algebra Boole’a

to rodzaj algebry ogólnej stosowany w matematyce, informatyce oraz elektronice cyfrowej. Jej nazwa pochodzi od nazwiska matematyka, filozofa i logika George’a Boole’a. 
George Boole opracował zasady wykonywania operacji logicznych na dwóch cyfrach „0” i „1”. Te dwie wartości odpowiadają: 

-  w logice formalnej „prawda” lub „fałsz” (z j. ang. inaczej „T” lub „F”); 
-  w systemach cyfrowych „włączony” lub „wyłączony” (inaczej „1” lub „0”).

Podstawy algebry Boole’a
1) Występują tylko dwie cyfry „0” i ,,1”.
2) Dodawanie i mnożenie „0” i „1”  przebiega tak jak w matematyce, z jednym wyjątkiem: 1+1=1  (ponieważ są tylko 2 wartości).

Np.

0 + 1 = 1



0 + 0 = 0



1 + 1 = 1  (wyjątek!)


0 · 1 = 0



1 · 1 = 1



0 · 0 = 0 
3) Podstawowe operatory w wyrażeniach boolowskich to:  AND, OR, NOT. Operator Boole’a można zdefiniować przy pomocy tabeli lub matrycy prawdy.
Operator AND nazywamy koniunkcją lub iloczynem logicznym. 

	X AND Y

	X      Y
	X·Y

	0      0
	0

	0      1
	0

	1      0
	0

	1      1
	1


Operator OR nazywamy alternatywą lub sumą logiczną. 

	X   OR  Y

	X      Y
	X+Y

	0      0
	0

	0      1
	1

	1      0
	1

	1      1
	1


Operator NOT nazywamy negacją lub zaprzeczeniem. Zapisujemy „kreskę” ( x ) nad danym argumentem i czytamy „nie x”. 
	NOT  X

	X      
	X

	0
	1

	1
	0


4) Wyrażenia algebraiczne Boole’a
I. A + A = A
II. A · A = A
III. A + 1 = 1
IV. A + 0 = A 
V. A · 0 = 0
VI. A · 1 = A
VII. A · A = 0
VIII. A + A = 1
IX. A  = A
Prawo de Morgana

Można je stosować dla dowolnej liczby zmiennych. Polega ono na tym, że zastępujemy każdą zmienną jej negacją i zamieniamy AND na OR  i  OR na AND. 
A + B = A · B        i odwrotnie     A · B = A + B
A(B+C) = AB+AC  i odwrotnie    A+(B·C) = (A+B)·(A+C)   
Uwaga: To drugie prawo logiki nie występuje w arytmetyce (logika posiada własny zestaw praw odmiennych od arytmetyki).
Zastosowanie algebry Boole’a

Jednym z możliwych zastosowań algebry Boole’a są układy elektroniczne zwane bramkami logicznymi.  Następna część pracy zajmuje się tym zagadnieniem szczegółowo. 

Bramki logiczne

Bramka logiczna to element konstrukcyjny maszyn i mechanizmów, realizujący fizycznie pewną prostą funkcję logiczną, której argumenty oraz sama funkcja mogą przybierać jedną z dwóch wartości „0” lub „1”. 
Pewien zakres napięcia odpowiada stanowi logicznemu „0”, a inny zakres - stanowi logicznemu „1”. 
Stanowi „0” przypisujemy zazwyczaj niższe napięcie niż stanowi 1, dlatego ten stan nazywamy stanem logicznym niskim. 
Stan logiczny „1” nazywamy stanem logicznym wysokim.

Rozróżniamy 7 bramek logicznych: 
	nazwa bramki
	wzór
	symbol
	Tabela prawdy

	
	
	
	00
	01
	10
	11

	OR
	A+B
	

	0
	1
	1
	1

	AND
	A·B
	

	0
	0
	0
	1

	XOR
	(A·B)+(A·B)
	

	0
	1
	1
	0

	NOR
	A+B
	

	1
	0
	0
	0

	NAND
	
A·B
	

	1
	1
	1
	0

	XNOR
	
(A·B)+(A·B)
	

	1
	0
	0
	1

	NOT
	A
	

	1
	0

	
	
	
	0
	1


Ważne jest to, że sterowane mogą być tylko wejścia bramki (włączone-1 lub wyłączone-0). Rodzaj bramki i zastosowane sygnały na wejściu decydują o tym, jaki stan będzie na wyjściu. Dzięki tabeli prawdy można ten stan dokładnie określić. 
Najpierw chciałbym przedstawić przykłady zastosowań poszczególnych bramek i osiągnięty sygnał na wyjściu. Następnie spróbuję połączyć kilka bramek w jednym schemacie i sprawdzić, jaki będzie sygnał końcowy takiej kombinacji. Na koniec zaprezentuję możliwości zamiany kilku bramek przez jedną oraz wyjaśnię, dlaczego jest to często wykorzystywane w praktyce.  
Przykład 1:
BRAMKA  OR
Bramka OR używa dwóch lub więcej wejść. Gdy którykolwiek przełącznik jest włączony, sygnał wyjścia też jest włączony (schemat 1). Wyjście jest wyłączone tylko wtedy, gdy wszystkie wejścia są wyłączone (schemat 2).

Schemat 1

10  w bramce  OR  wskazuje,  że na wyjściu będzie stan wysoki, ponieważ: 

1 + 0 = 1 
ze wzoru: A+B
1

0

Schemat 2
00  w bramce  OR  wskazuje,  że na wyjściu będzie stan niski, ponieważ: 

0 + 0 = 0 
ze wzoru: A+B
0

0

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
Przykład 2: 
BRAMKA  AND
Bramka AND używa dwóch lub więcej wejść. Sygnał wyjścia jest włączony tylko wtedy, gdy oba wejścia są włączone (schemat 1). W innym przypadku wyjście będzie wyłączone (schemat 2).

Schemat 1

11  w bramce  AND wskazuje, że na wyjściu będzie stan wysoki, ponieważ: 

 

1 · 1 = 1 
ze wzoru:  A·B





1







1



Schemat 2

01  w bramce  AND wskazuje że na wyjściu będzie stan niski, ponieważ: 

0 · 1 = 0 
ze wzoru:  A·B

0








1



---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
Przykład 3:
BRAMKA   XOR 
Bramka XOR używa dwóch wejść. Wyjście jest włączone, gdy jeden przełącznik jest włączony, a drugi wyłączony (schemat 1). Jeśli oba są włączone albo oba wyłączone, to wyjście jest wyłączone (schemat 2).

Schemat 1

10  w bramce  XOR  wskazuje,  że na wyjściu będzie stan wysoki, ponieważ: 

(1 · 0)+(1 · 0) = 1 + 0 = 1           ze wzoru: (A+B)·(A+B)
1
0
Schemat 2
11  w bramce  XOR  wskazuje,  że na wyjściu będzie stan niski, ponieważ: 

(1 · 1)+(1 · 1) = 0 + 0 = 0           ze wzoru: (A+B)·(A+B)
1

1

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
Przykład  4:
BRAMKA  NOR
Bramka NOR jest przeciwieństwem bramki OR. Również używa dwóch lub więcej wejść. Gdy którykolwiek przełącznik jest włączony, sygnał wyjścia jest wyłączony (schemat 1). Wyjście jest włączone tylko wtedy, gdy wszystkie wejścia są wyłączone (schemat 2).
Schemat 1

00  w bramce  NOR  wskazuje,  że na wyjściu będzie stan wysoki, ponieważ: 
0 + 0 = 1    
ze wzoru: A+B
0

0
Schemat 2

11  w bramce  NOR  wskazuje,  że na wyjściu będzie stan niski, ponieważ: 
1 + 1 = 0    
ze wzoru: A+B
1

1
Przykład  5:
BRAMKA NAND
Bramka NAND jest przeciwieństwem bramki AND. Również potrzebuje dwóch wejść. Sygnał wyjścia jest wyłączony tylko, gdy oba wejścia są włączone (schemat 1). W innym przypadku wyjście będzie włączone (schemat 2).

Schemat 1

11  w bramce  NAND wskazuje, że na wyjściu będzie stan niski, ponieważ: 

 

1 · 1 = 0 
ze wzoru:  A·B





1








1



Schemat 2

01  w bramce  NAND wskazuje że na wyjściu będzie stan wysoki, ponieważ: 

0 · 1 = 1 
ze wzoru:  A·B

0








1



---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
Przykład  6: 
BRAMKA  XNOR
Bramka XNOR jest przeciwieństwem bramki XOR. Też używa dwóch wejść. W przypadku, gdy oba przełączniki mają ten sam stan (oba są włączone lub oba wyłączone), to wyjście jest włączone (schemat 1). W innym przypadku, tzn. gdy wejścia mają różne stany, wyjście jest wyłączone (schemat 2).
Schemat 1

00  w bramce  XNOR  wskazuje,  że na wyjściu będzie stan wysoki, ponieważ: 

(0 · 0)+(1 · 1) = 0 + 0 = 1           ze wzoru: (A·B)+(A·B)
0

0

Schemat 2

01  w bramce  XNOR  wskazuje,  że na wyjściu będzie stan niski, ponieważ: 


(0 · 1)+(0 · 1) = 0 + 1 = 0           ze wzoru: (A·B)+(A·B)

0

1

Przykład 7:
BRAMKA NOT
Bramka NOT, nazywana negacją, daje sygnał wyjścia odwrotny do sygnału wejścia. Jeśli przełącznik jest włączony, to wyjście będzie przełączone na wyłączone (schemat 1) i na odwrót (schemat 2).
Schemat 1

1                          0

Schemat 2

0                          1

Przykłady połączenia kilku bramek logicznych w jednym schemacie
Zadanie 1
Jaki będzie stan na wyjściu, jeżeli połączymy trzy bramki: AND, XOR oraz NAND ? 
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Bramka AND: 

1· 0  =  0

Bramka XOR:

(1 · 1)+(1 · 1) = 0 + 0 = 0

Bramka NAND:
0 · 0 = 1    
Zapis schematu w jednym wyrażeniu: 
(1 · 0) · [(1 · 1)+(1 · 1)] = 0 · (0 + 0) = 0 · 0 = 1

Odpowiedź: Po połączeniu bramek wg powyższego schematu na wyjściu będzie stan wysoki. 
Uwaga!
Po zmianie sygnału na wejściu, może się zmienić stan na wyjściu. Można ten schemat zapisać za pomocą liter i wtedy każda zmiana będzie łatwiejsza do obliczenia. 
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(A · B) · [(C · D)+(C · D)] = Funkcja (stan na wyjściu)  
Zadanie 2
Jaki będzie stan na wyjściu, jeżeli połączymy bramki wg następującego schematu?







Obliczenia:

Bramka XOR: 
        
(1 · 0)+(1 · 0) = 1


Bramka XNOR: 
(0 · 1)+(0 · 1) = 0
Bramka XOR: 
        
(1 · 1)+(1 · 1) = 0

Bramka NAND:
0 · 0 = 1

Bramka NOT:

1 = 0
Bramka NOR:

0 + 1 = 0
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Odpowiedź: Po połączeniu bramek wg powyższego schematu stan na wyjściu wynosi 0 (stan niski).
 Zadanie 3
Jaki będzie stan na wyjściu, jeżeli połączymy bramki wg następującego schematu?







Obliczenia:
Bramka OR:

1 + 0 = 1

Bramka NOT:

1 = 0

Bramka NOR: 

1 + 1 = 0

Bramka XOR: 

(0 · 0)+(0 · 0) = 0

Bramka NAND:
0 · 1 = 1

Bramka XNOR: 
(1 · 1)+(1 · 1) = 0

Bramka AND: 

0 · 0 = 0

W tym schemacie zastosowałem wszystkie rodzaje bramek.
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Odpowiedź: Po połączeniu bramek wg powyższego schematu stan na wyjściu wynosi 0  (stan niski). 
Przykłady zamiany kilku bramek na jedną

 Przykład 1









       można zamienić na

Układ 4 bramek NAND można zamienić na 1 bramkę XOR. 
Krok 1) Najpierw należy zapisać początkowy wzór. Bramka NAND nr 4 jest negacją iloczynu bramek NAND nr 2 i nr 3.





nr 2 · nr 3  =  nr 4

Krok 2) Następnie należy zapisać wzór bramki NAND nr 2.





A · nr 1 = nr 2

Krok 3) Analogicznie zapisujemy wzór bramki NAND nr 3.





B · nr 1 = nr 3

Krok 4) Teraz zapisujemy wzór bramki NAND nr 1.





A · B = nr 1

Krok 5) Na koniec podstawiamy pod numery bramek odpowiednie symbole.





A · A · B  ·  B · A · B  
Krok 6) Przeprowadzamy obliczenia, skracając wyrażenie do najprostszej postaci. Podczas obliczeń korzystamy z praw de Morgana i algebry Boole’a. 
Obliczenia:
Obliczenie:

A · A · B  ·  B · A · B  =  
= A · A · B  +  B · A · B  =
= A · A · B  +  B · A · B  =
= A · (A + B) + B · (A + B) =

= A · A + A · B + B · A + B · B = 

= (A · B) + (A · B) 


W ten sposób otrzymaliśmy wzór do bramki XOR. 

Przykład 2




















można zamienić na
Układ 4 bramek (OR, AND, NOT, OR) można zamienić na 1 bramkę XNOR. 

Krok 1) Najpierw należy zapisać początkowy wzór. Bramka OR nr 4 jest sumą bramki NOT nr 3 i bramki AND nr 2.





nr 3 + nr 2  =  nr 4

Krok 2) Następnie należy zapisać wzór bramki NOT nr 3.





nr 1 = nr 3

Krok 3) Zapisujemy wzór bramki AND nr 2.





A · B = nr 2

Krok 4) Teraz zapisujemy wzór bramki OR nr 1.





A + B = nr 1

Krok 5) Na koniec podstawiamy pod numery bramek odpowiednie symbole.





A + B  +  A · B  
Krok 6) Przeprowadzamy obliczenia, zamieniając otrzymany wzór na wzór bramki XNOR.
Bramki XOR oraz XNOR mają wiele możliwości zapisu swoich wzorów. 





A · B + A · B

Obliczenia: 
A + B  +  A · B  =  A · B + A · B

W ten sposób z 4 bramek różnego typu otrzymaliśmy jedną bramkę XNOR. 

Przykład 3




































































         można zamienić na

Układ 5 różnych bramek (XNOR, OR, AND, XNOR, NAND) można zamienić na 1 bramkę XOR.

Krok 1) Najpierw należy zapisać początkowy wzór. Bramka NAND nr 5 jest negacją iloczynu bramki XNOR nr 4 i bramki XNOR nr 1.





nr 4 · nr 1  =  nr 5

Krok 2) Następnie należy zapisać wzór bramki XNOR nr 4.






(nr 2 · nr 3) + (nr 2 · nr 3) = nr 4

Krok 3) Zapisujemy wzór bramki XNOR nr 1.






(A · B) + (A · B) = nr 1

Krok 4) Teraz zapisujemy wzór bramki OR nr 2.





A + B = nr 2

Krok 5) Zapisujemy wzór bramki AND nr 3.




A · B = nr 3

Krok 6) Na koniec podstawiamy pod numery bramek odpowiednie symbole.



(A · B) + (A · B)
 · [(A + B) · (A · B)] + [(A + B) · (A · B)]


 

Krok 7) Przeprowadzamy obliczenia, skracając wyrażenie do najprostszej postaci. Podczas obliczeń korzystamy z praw de Morgana i algebry Boole’a.

(A · B) + (A · B)
 · [(A + B) · (A · B)] + [(A + B) · (A · B)]
=


= (A · B) + (A · B) + [(A + B) · (A · B)] + [(A + B) · (A · B)] =
= (A · B) + (A · B) + [(A + B) · (A · B)] + [(A + B) · (A · B)] =
= (A · B) + (A · B) + [(A + B) · (A + B)] + (A · B · A · B) = 
= (A · B) + (A · B) + {[(A + B) · A] + [(A + B) · B]} + 0 =
= (A · B) + (A · B) + A · A + A · B + A · B + B · B = 
= (A · B) + (A · B) + (A · B) + (A · B) =

= (A · B) + (A · B)

W ten sposób otrzymaliśmy bramkę XOR. 

Podsumowanie  
Z bramek prostych można budować bramki złożone i odwrotnie – bramki złożone zamieniać na prostsze. Należy przy tym pamiętać, że każdy sygnał wyjściowy jest pewną funkcją sygnałów wejściowych. Jeżeli układ jest zbyt rozbudowany, to całość jest kosztowna i trudna w realizacji. W praktyce oznacza to, że w przypadku szczególnie skomplikowanych układów ważne jest znalezienie prostszych układów równoważnych, złożonych z możliwie małej ilości bramek. Wykorzystuje się do tego zasady algebry Boole’a i prawa de Morgana. 
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Tworzenie prostych układów elektronicznych w praktyce przez autora tej pracy. 
Siatka Karnaugha
Jak rozwiązywać konkretne problemy logiczne, gdzie mamy dane sygnały wejściowe i trzeba wypracować taki sygnał wyjściowy, który w logiczny sposób zależy od sygnałów na wejściu?

· Można to zrobić metodą prób i błędów, zmieniając sygnały wejściowe i obserwując efekt końcowy, czyli sygnał na wyjściu, ale będzie to czasochłonne. 

· Można stworzyć funkcję, dzięki której wypracujemy rozwiązanie. Do tego potrzebne będą siatki (tablice) Karnaugha. Dla każdej kombinacji zmiennych do kratek siatki wpisujemy wartość funkcji: „1”, „0”. Może być dowolna ilość zmiennych wejściowych, ale wyjściowa jest tylko jedna (albo „1” albo „0”). 
Siatka Karnaugha jest uporządkowaną postacią zapisu tablicy wartości funkcji logicznej (OR, AND i NOT). Korzysta się z niej w procesie minimalizacji funkcji logicznych. Tablica Karnaugha złożona jest z 2n pól, np. 4 (22), 1024 (210), a nawet 16777216 (224).  Wynik zapisany jest  postaci „0” i „1” . Siatka obejmuje wszystkie możliwe kombinacje wartości argumentów.  

Ważne jest, że muszą być one wpisane wg określonego porządku, tzw. kodu Graya. Zawsze przy przejściu z danego pola do pola sąsiedniego (pionowo czy poziomo) zmienia się wartość tylko jednego argumentu:

pierwsza, druga, 1, 3, 1, 2, 1, 4, 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 5 itd. … od końca 

np. 00 , 01 , 11 , 10 

lub 
0000 , 0001 , 0011 , 0010 , 0110 , 0111 , 0101 , 0100 , 1100, 1101, 1111, 1110, 1010, 1011, 1001, 1000. 
Zadanie 1 - Dane urządzenie (np. lampka) ma zadziałać po wciśnięciu odpowiedniej kombinacji liczb od 4 do 9. Jak będzie wyglądał schemat takiego urządzenia?

Krok 1) Mamy liczby: 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Krok 2) Do siatki wpisujemy „0” lub „1” w zależności od kombinacji tych podanych liczb.

„0” → wynik < 4 lub > 9


„1” → wynik ≥ 4 i ≤ 9
	AB                      CD
	00
	01
	11
	10

	00
	(0000 to 0 < 4)

   (ABCD)  0    
	(0001 to 1 < 4)

0
	(0011 to 3 < 4)

0
	(0010 to 2 < 4)

0

	01
	0100 to 4 = 4

1
	0101 to 5 = 5

1
	0111 to 7 = 7

1
	0110 to 6 = 6

1

	11
	1100 to 12 > 9

0
	1101 to 13 > 9

0
	1111 to 15 > 9

0
	1110 to 14 > 9

0

	10
	1000 to 8 = 8

1
	1001 to 9 = 9

1
	1011 to 11 > 9

0
	1010 to 10 > 9

0


Po uproszczeniu tabela wygląda w następujący sposób:

	    CD

AB                      
	00
	01
	11
	10

	00
	0
	0
	0
	0

	01
	1
	1
	1
	1

	11
	0
	0
	0
	0

	10
	1
	1
	0
	0


Krok 3) Grupujemy wszystkie ,,1” (implikanty) wzdłuż osi symetrii w jak największe grupy po  1, 2 , 4 , 8 lub 16.
	    CD

AB                      
	00
	01
	11
	10

	00
	0
	0
	0
	0

	01
	1
	1
	1
	1

	11
	0
	0
	0
	0

	10
	1
	1
	0
	0


Krok 4) Zapisujemy grupy implikantów w postaci funkcji logicznej.
Pierwsza grupa:

01 na wszystkie , czyli AB  - ponieważ ,,nie A i B” to drugi rząd 

Druga grupa:

10 na (00 + 01) - cechą wspólną 00 i 01 jest zero na początku, czyli C,

więc zapiszemy to następująco: ABC.
Krok 5) Dodajemy wszystkie grupy implikantów.  


AB + ABC = x  

(x≥4 i x≤9)
x – poszukiwana funkcja 

Krok 6) Rysujemy schemat powstałej funkcji:

[image: image7.png](@]
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Aby mieć pewność, że schemat jest poprawny, sprawdzamy 2 różne możliwości.

1) Dla liczby 5.







0101 (5) mieści się w przedziale od 4 do 9, dlatego urządzenie działa (stan wysoki na wyjściu).
2) Dla liczby 12.


           [image: image8.png](@]
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1100 (12) nie mieści się w przedziale od 4 do 9, dlatego urządzenie nie działa (stan niski na wyjściu).

Zastosowanie siatek Karnaugha

Siatki Karnaugha znajdują zastosowanie w matematyce, logice, elektronice i technice cyfrowej, gdzie funkcje urządzenia realizowane są za pomocą tzw. bramek logicznych.  Prostsze wyrażenie oznacza:

- mniej złożony układ elektroniczny, a co za tym idzie - mniejszy koszt wykonania (redukcja ilości tranzystorów), 
- większą niezawodność i skuteczność (mniej elementów, które mogą przestać działać), 
- szybsze działanie (mniej zależności daje większą stabilność sieci logicznej).
Siatki Karnaugha stosujemy wtedy, gdy wiemy, kiedy urządzenie ma działać (stan wysoki), a nie wiemy, jaka jest funkcja logiczna i jak ma być zbudowany schemat. 

Praktycznym zastosowaniem powyższego zagadnienia są zegarki elektroniczne, tablice informacyjne w windach, kuchenkach mikrofalowych, panele sterowania różnych urządzeń domowych, gdzie wyświetlane są cyfry od 0 do 9. Najprostszy i najczęściej stosowany wyświetlacz do tego celu składa się z siedmiu kresek, a odpowiednie zapalenie tych kresek (właściwa funkcja o wartości „1”) powoduje wyświetlenie obrazu podanej cyfry. 

Podsumowanie
Czy moglibyśmy sobie wyobrazić współczesny świat bez liczb? Mało prawdopodobne… Od wczesnego dzieciństwa spotykamy je na każdym kroku. „Jeden” jest pierwszą liczbą, którą poznajemy i od której zaczynamy liczyć proste zbiory. Kiedy nic nie mamy, często używamy określenia „zero”. Przechodząc kolejne etapy edukacji zajmujemy się coraz większymi liczbami, aż nadchodzi taki moment, że zderzamy się z „nieskończonością” - dla wielu uczniów jest to zagadnienie niezwykle tajemnicze i fascynujące. 

Natomiast ja w swojej pracy chciałem powrócić do tych najmniejszych liczb – wydawać by się mogło, że niewiele znaczących. Starałem się pokazać kilka możliwości zastosowania cyfr „0” i „1” w matematyce, w logice, informatyce czy elektronice. Zamieniałem liczby dziesiętne na binarne, wymyślałem przykłady zdań logicznych, samodzielnie tworzyłem schematy bramek i dokonywałem obliczeń, co sprawiało mi wiele radości. 
Zgłębiając tajniki matematyki i innych dziedzin wiedzy ciągle odkrywam coś nowego, np. „0” i „1” w trygonometrii czy bramki logiczne w popularnej grze Minecraft. Zdaję sobie sprawę z tego, że temat nie został wyczerpany, a przedstawione przeze mnie przykłady to tylko kropla w morzu możliwości. Mam nadzieję, że pewnego dnia kolejne zastosowania tych liczb będą moim udziałem.  
Małe liczby, a otwierają tak wiele możliwości…   










Paweł Nawrocki
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A · B =  A + B


A = A








A · (B + C) = A · B + A · C  


A · A = 0
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A · B = A + B


A = A


A · B = A + B      i    A + B = A · B


A · A = 0    i    A·(B+C) = (A·B)+(A·C)
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