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Wstep

Inspiracja do pracy byt dla mnie paradoks Monty'ego Halla, ktdrego opis znajda Panstwo
w pierwszym teleturnieju. Dotyczy on pewnego programu telewizyjnego. Postanowitem poszukaé
innych ciekawych probleméw matematycznych w teleturniejach. Jesli wezmiemy udziat w ktéryms
z opisanych programow, to by¢ moze wigcej wygramy. Omoéwitem teleturnieje /dZ na catosc!,

Grasz czy nie grasz?, Kolo Fortuny oraz Duety do mety!.

Czytelnikowi zycz¢ milego zagle¢biania si¢ w lekture!



I. Idz na calos¢!

Bramka nr 1: Zonk Bramka nr 2: Zonk Bramka nr 3: Samochdod

Uczestniczymy w teleturnieju Idz na catos¢!. Mozemy wygra¢ samochod lub Zonka, czyli
maskotke kota. Na poczatku gry sa przed nami trzy zastonigte bramki. W jednej z nich jest
samochdd, a w dwdch pozostatych Zonk. Nasza nagroda jest to, co znajduje si¢ w bramce, ktora

wybierzemy.

Zatézmy, ze wybraliSmy bramke nr 3. Nastgpnie prowadzacy odstanial bramke nr 2, w
ktorej jest Zonk i zapytat, czy pozostajemy przy swoim wyborze. Zastanawiamy si¢, czy warto
zmieni¢ bramke. Szansa wygranej za pierwszym razem (to znaczy na poczatku gry, gdy zadna
bramka nie byta odstonigta) wynosita 1:3. Zatem z takim wia$nie prawdopodobienstwem wygramy,
jesli nie zmienimy swojego wyboru. Szansa wygranej po zmianie bramki, to prawdopodobienstwo,
ze na poczatku samochdd znajdowat si¢ w ktorej$ z bramek przez nas niewybranych. Jest ona
zatem réwna 2:3. Oznacza to, ze po zmianie bramki nasze prawdopodobienstwo wygranej ros$nie,

wigc optaca nam si¢ zmieni¢ wybor!

Zauwazmy jednak, ze w naszym przypadku po zmianie decyzji stracilibySmy samochdd.

Wyzej opisane zjawisko nosi nazwg paradoksu Monty'ego Halla.



I1. Grasz czy nie grasz?

W teleturnieju Grasz czy nie grasz? stajemy przed problematyka walizek.
Przed nami znajduje si¢ dwadziescia sze$¢ walizek. W jednej z nich jest 1 grosz, w jednej 2 miliony

ztotych, a w pozostatych rézne kwoty od 20 groszy do 500 000 ztotych.

Na poczatku mamy wybra¢ jedna walizke. Sposrod pozostatych wybieramy kolejno te, ktore
chcemy otworzy¢. W dowolnym momencie gry moze zadzwonié bankier i zaproponowac

odkupienie walizki za zaproponowana przez niego kwote.

Do analizy tego teleturnieju przyda nam si¢ pojgcie wartosci oczekiwane;.
Warto$¢ oczekiwana to srednia wygrana w grze.
Obliczamy ja ze wzoru:
M=p;X;TP2X27F...Fpi Xy, (1)
gdzie m to watro$¢ oczekiwana, p, to prawdopodobienstwo, ze wygramy x;, p; to

prawdopodobienstwo, ze wygramy X, ..., px — prawdopodobienstwo, ze wygramy Xx;.

W pewnym odcinku bohaterem byl ksiadz. W ostatniej rundzie gry zadzwonit bankier
1 zaproponowal odkupienie walizki za 220 000 ztotych. Gracz przyjal jego ofertg. Ksiadz wiedzial,
ze w dwoch walizkach, ktore jako jedyne nie zostaly odstonigte jest 500 000 ztotych oraz 50 000
ztotych. Jak si¢ potem okazato, w jego walizce byto 50 000 ztotych.

Warto$¢ oczekiwana wygranej ksiedza, gdyby nie przyjal propozycji bankiera, wynosi

275 000 zlotych, czyli wigcej niz proponowal bankier.

Innym razem grala pani Matgorzata. W finale w jednej walizce byt 1 grosz a w drugiej
1 000 000 ztotych. Zadzwonit bankier i oferowat za jej walizke 400 000 ztotych. Pani Matgorzata

zgodzita sig. Jak si¢ potem okazato w jej walizce byl 1 grosz.

Warto$¢ oczekiwana wygranej pani Malgorzaty, gdyby nie przyjela propozycji

bankiera, wynosi 500 000, 005 zlotych, czyli znowu wigcej niz zaproponowal bankier!

Zastandéwmy sig, co kierowato graczami, skoro zdecydowali si¢ na opcj¢ z mniejsza

wartoscia oczekiwana wygranej. Mysle, ze dokonali oni mniej ryzykownego wyboru.



Matematycznym pojeciem mierzacym ryzyko jest wariancja.

Wz6r na wyliczenie wariancji V to

V = pi(x;-m)’ +ps(x-m)’ +...+pilxi-m)?,
gdzie z prawdopodobienstwem p; mozemy wygraé x,, z prawdopodobienistwem p, mozemy

wygrac x., ..., z prawdopodobienstwem p, mozemy wygrac x;, a m to warto$¢ oczekiwana w grze.
Jesli wariancja jest duza, to gra jest ryzykowna. Jesli nie ma zadnego ryzyka, wariancja si¢ zeruje.
Obliczmy teraz wariancje uczestnikow.
Wariancja Ksiedza
W naszym przypadku (zaktadajac, Ze ksiadz nie przyjmie propozycji bankiera) k = 2, p,=p.=1/2,
x;=500 000, x,=50 000, m= 275 000.
Wariancja wyniosta 50625000000 (czyli duzo!).
Wariancja ksigdza przy przyjgciu propozycji bankiera wynosi 0.
Wariancja pani Malgorzaty
W przypadku, gdy pani Matgorzata nie przyjmie propozycji bankiera, mamy:
k=2, p1=p>=1/2, x,=1000000, x,=0,01, m =500000,005.

Wariancja pani Matogorzaty wyniosta 249999995000 (czyli duzo).

Jednak jesli pani Matgorzata przyjmie propozycj¢ bankiera, to wariancja wyniesie po raz

kolejny 0.

WykazaliSmy zatem, ze nasza hipoteza byla stuszna — gracze dokonali mniej

ryzykownych wyborow.



Rys. Koto Fortuny z lat 1995 - 1998

I11. Kolo Fortuny

Jak po powyzszym obrazku mozna si¢ domysle¢ ten rozdziat dotyczy teleturnieju
Koto Fortuny. Uczestniczac w nim mozemy postawi¢ sobie nast¢pujac pytanie.
Na kole pol z wygrana pienigzna jest siedemnascie. Sa tez trzy pola specjalne: bankrut
(powodujace, ze gracz traci wszystkie pieniadze), nagroda (przyjmujg, Ze jej warto$¢ to 5 tysigey
zlotych) oraz stop, czyli strata kolejki. Po zakrgceniu tytutowym Kolem Fortuny gracz miat
odgadnac¢ jedna z liter hasta. Jesli mu si¢ to udato, to dostawat tyle pieniedzy, ile byto na jego polu
(chyba Ze jego pole bylo specjalne - wtedy sig stosowal do odpowiedniej reguly). Zastanoéwmy sig,
przy jakiej iloSci pieniedzy przestaje nam si¢ oplaca¢ kreci¢ kolem. Oczywiscie jest to pytanie

mocno teoretyczne, gdyz gracz nie miat wyboru, czy chce dalej krecic...

Aby na nie odpowiedzie¢, skorzystamy ze wzoru (1). W naszym przypadku k=20 a

pi1=p:>=...=p2=1/20. Ponadto:

x;=4235,
x,=1400,
x3=73,
x4=125,
x5s=300),
xs=475,
x=175,



xs=nagroda (5000),
x9=350,

x10=50,

x11=200,

x;>= - kwota, ktora zarobili$my,
x13=100,

x14=325,

x15=400),

X16=273,

xX;7=25,

x15= 0 (STOP),
x19=373,

X20=225.

Zatem:

m= (10300 — kwotg ktora zarobilismy). 20

Wynika stad, ze m jest wigksze od 0, jesli zarobiliSmy mniej niz 10 300 zlotych.

Zastanowmy si¢ wigce, kiedy to nastapi. Niech m, oznacza warto$¢ oczekiwana kwoty,

ktéra mamy po n-tym zakrgceniu kotem. Wtedy:

m, - (10300-0) : 20= 515

my=m;+(10300-m;):20= 515+(10300-515):20= 1004,25

ms= m+(10300-m5):20= 1004,25+(10300-1004,25):20=1469,0375
my=m3+(10300-m3):20= 1469,0375+(10300-1469,0375):20= 1910,58562
ms=my+(10300-m,):20=1910,58562 +(10300-1910,58562):20=2330,056339

Zauwazytem ze wyniki bardzo wolno rosna i dlatego postanowietem wesprze¢ sig

programem. Ponizej przedstawiam jego kod.

#include<iostream>
#include<fstream>
#include<set>

#include<vector>



#include <limits>
#include<iterator>
#include<algorithm>

using namespace std;

int main() {

double m;

while(m<10300){m=m+(10300-m)/20; i=i+1; cout<< i<<" "<< m<<" "3}

return 0;

}

Zauwazytem, ze program bardzo dtugo dziata. Postawilem hipoteze, Ze zawsze oplaca sig¢

kreci¢ kolem. Sprobujmy to udowodnic.

Nie optaca sig kreci¢ kotem, kiedy mamy wigcej pienigdzy niz 10 300 ztotych. Oznaczmy
przez d, r6znice pomigdzy 10 300 a warto$cia oczekiwana, ktéra mamy przed n-tym zakrgceniem

kotem. Innymi stowy, d,=10300-m,., Jak obliczy¢ m,? Nic prostszego: uzyjemy wzoru

m,=m.;+(10300-m,.;):20.

Zauwazmy, ze d;=10 300. Sprobuje teraz wyznaczy¢ zaleznos$¢ miedzy d, a du1..

d, + 1=10300-m,

dyer = 10300- (.1 +(10300-m,.,) : 20)
dyes = 10300-m,.1-10300:20 + m,.; : 20
dyer = 10300 * (1-1:20)-m,..*(1-1:20)
der= 10300% 0,95- m,.;*0,95

dyei= 0,95%(10300-m,.,)

d,ei= 0,95%d,

Skoro d; jest dodatnie a d to jest 0,95*d, to d, tez jest dodatnie...i tak dalej, wreszcie dgo tez

jest dodatnie, .... PokazaliSmy, zZe d, jest dodatnie dla kazdego n.



IV. Duety do mety

W grze braly udziat dw duety rywalizujace ze soba. Wtasciwie to gra przypominata
chinczyka (chociaz plansza byta w innym ksztalcie i kazdy duet miat tylko jeden pionek), tylko
zeby rzuci¢ kostka nalezato odpowiedzie¢ poprawnie na podane pytanie. Jesli liczba oczek
przekroczyta liczbg pol do mety, to nalezato si¢ cofnac o ich r6éznicg (po dojsciu do mety), czyli

zeby wygra¢ nalezato wyrzuci¢ doktadnie taka liczbg oczek, ile pol mamy do mety.

Sktonito mnie to do rozwiazania nast¢pujacego problemu: ktéra z pozycji w grze sposrod
tych, ktore daja nam szanse do wygrania w pierwszym ruchu (a wigc gdy stoimy 1,2...,6 pdl do
mety), daje nam szanse na najszybsza wygrang?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, oznaczmy:

m,; = warto$¢ oczekiwana liczby ruchow do konca gry, kiedy stoimy 1 pole do mety,
m, = warto$¢ oczekiwana liczby ruchow do konca gry, kiedy stoimy 2 pola do mety,
m; = warto$¢ oczekiwana liczby ruchow do konca gry, kiedy stoimy 3 pola do mety,
my = warto$¢ oczekiwana liczby ruchow do konca gry, kiedy stoimy 4 pola do mety,

ms = warto$¢ oczekiwana liczby ruchow do konca gry, kiedy stoimy 5 p6l do mety,

ms = warto$¢ oczekiwana liczby ruchow do konca gry, kiedy stoimy 6 p6l do mety.

Zatem pytanie, ktore sobie zadatem, mozna przeformutowac jako: Ktora sposrod liczb m,m,,...,ms

jest najmniejsza?

Zauwazmy, ze:

my=1/6 *1+1/6 * (14+my)+1/6* (1+my)+1/6*(1+ms)+1/6*(1+m,)+1/6%(1+ms),

my=1/6%(1-+m;)+1/6*1+1/6%(1+m,)+1/6%(1+my)+1/6%(1+ms)+1/6%(1+m.),

ms=1/6%(1+m)+ 1/6%(1+my)+ 1/6*1+1/6*(1-+my)+1/6*(1+my)+1/6*(1+ms),

my=1/6%(1+ms)+1/6%(1+mo)+1/6%(1+m;)+1/6*1+1/6%(1+m,)+1/6%(1 +m>),



ms=1/6*(1+my)+1/6%(1+ms)+1/6*(1+my)++1/6*(1+m,)+ 1/6*1+1/6*(1+m,),

me=1/6%(1+ms)+ 1/6%(1+my)+1/6*(1+ms)+1/6*(1+my)+1/6*(1+m,)+1/6*1.

Z powyzszych rachunkow wynika ze: m;=ms, m>=ms oraz ms=my

Oznaczmy: X;=m;=mg, Xo=M;=Ms, X3=M3=My4,

Wowczas:

x;=1/6(6+x;+2(x+x3))

x:=1/6(6+x:+2(x;+x3))

x;=1/6(6+x;+2(x;+x3))

Odejmujac pierwsze i drugie rOwnanie stronami otrzymujemy ze x;=x..
Analogicznie, odejmujac drugie 1 trzecie, wnioskujemy, ze x,=x;.
Z powyzszych wynikow wychodzi nam szokujaca rzecz: to, na jakim polu (od 1 do 6) staniemy, nie

ma kompletnie zadnego wptywu na warto$¢ oczekiwang liczby ruchow ktore zostaty do wygrane;!
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