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1 Wprowadzenie

Niniejsza praca jest zbiorem probleméw zwigzanych z tematem niezmiennikéw.
Metoda ta znajduje zastosowanie w wielu rodzajach zadan, gtéwnie kombinatorycz-
nych.

2 Teoria

Niezmiennik to wlasno$¢ pewnego obiektu (np. liczba, kolor, reszta z dzielenia),
ktora podczas zdefiniowanej operacji nie zmienia sie, natomiast péiniezmiennik jest
wlasnoscig, ktora zmienia sie w scigle okreslony sposob (np. stale rosnie lub stale
maleje) w trakcie wykonywania pewnego procesu. Wiele problemoéow ma nastepujaca
postac:

Znajdujemy sie w sytuacji A. Czy po wykonaniu serii okreslonych ru-
chéw mozemy dojs$é do sytuacji B?

Rozwiazanie takich zadan czesto polega na znalezieniu niezmiennika lub péinie-
zmiennika i pokazaniu, ze wychodzac z wartosci w A nie osiggnie on takiej wartosci
jak w B.

3 Problemy

Problem 3.1 Na stole lezy pie¢ kawalkéw papieru. Dowolnie wybrany kawatek roz-
rywamy na cztery czesci. Proces ten kontynuujemy, tzn. za kazdym razem
wybieramy jaki§ kawalek i rozrywamy go na cztery czesci. Zastanéwmy sie,
czy w ten sposob, po pewnej liczbie krokéw naszego procesu, mozemy uzyskaé
doktadnie 1996 kawaltkéw papieru.

Rozwiazanie: Kluczem do rozwiazania tego zadania jest znalezienie odpowied-
niego niezmiennika. Przeanalizujmy najpierw, jak zmienia sie liczba kawatkow
w kolejnych krokach. Liczba kawaltkéw wynosi kolejno: 5, 8, 11, 14, 17, itd.
Nietrudno wiec dostrzec, ze po kazdym ruchu liczba kawatkéw wzrasta o 3., a
wiec reszta z dzielenia liczby kawatkéw przez 3 nie zmienia sie — otrzymujemy
niezmiennik. Liczba 5 daje reszte z dzielenia przez 3 réwna 2, natomiast dzie-
lac liczbe 1996 przez 3 otrzymujemy 1, z czego wynika, ze po pewnej liczbie
krokéw nie mozemy uzyska¢ dokladnie 1996 kawatkow papieru.



Problem 3.2 Na tablicy zostato napisanych 10 pluséw i 15 minuséw. Dozwolony
ruch polega na wymazaniu 2 dowolnych znakéw i wpisaniu zamiast nich plusa,
jesli byty jednakowe lub minusa, w przeciwnym przypadku. Zastandéwmy sie,
jaki znak zostanie na tablicy po wykonaniu dwudziestu czterech takich dziatan.

Rozwiazanie: Rozpocznijmy od przeanalizowania, jak zmieniaja sie¢ znaki po
wykonaniu kolejnych krokéw. Mozna zauwazy¢, ze liczba minuséw nie zmienia
sie (gdy zetrzemy plus i minus) lub zmniejsza sie o 2 (gdy zetrzemy 2 minusy).
Niezmiennikiem jest wiec tutaj parzystosé liczby minuséw. Na poczatku liczba
minuséw byla nieparzysta, wiec na koricu na tablicy postanie minus.

Problem 3.3 Na tarczy zegara w miejsce liczb wkrecono zaréwki. Zaroéwka na go-
dzinie 12 jest zapalona, pozostate sa zgaszone. Mozemy wybiera¢ dowolne pét
tarczy zegara (6 kolejnych zarowek) i jednoczesnie zmieniaé stan wszystkich
zaréwek z tej potowki. Czy mozna w ten sposéb doprowadzi¢ do tego, by swie-
cita tylko zar6wka na godzinie 117

Rozwiazanie: Rozwazmy zaréwki umieszczone na godzinach: 12, 3, 6, 9. Wyko-
nujac dowolny ruch opisany w zadaniu zmieniamy stan 2 zaréwek z tego zbioru.
Parzystosé liczby zapalonych zaréwek w tym zbiorze jest wiec niezmiennikiem.
Na poczatku liczba ta wynosita 1, wiec niemozliwe jest zgaszenie wszystkich
zaréwek z tego zbioru.

Problem 3.4 Dana jest szachownica 2010 x 2010. Na kazdym polu lezy kamieri.
Wykonujemy nastepujace ruchy: jezeli na pierwszym i trzecim z trzech kolej-
nych p6l lezy kamien, to mozemy oba te kamienie przetozy¢ na drugie z tych
pol. Rozstrzygnijmy, czy mozna wykonujac takie ruchy przetozyé¢ wszystkie
kamienie na jedno pole.

Rozwiazanie: Na poczatku powinnismy zauwazy¢, ze wykonujac ruch nie zmie-
niamy polozenia $rodka ciezkosci danego uktadu. Aby osiagnaé konicowy cel,
wszystkie kamienie musialyby sie znajdowa¢ na polu, w ktérym jest érodek
ciezkosci. Srodek ten dla szachownicy o wymiarach 2010x2010 ma wspotrzed-
ne (1005,5;1005,5), wiec nie jest zadnym z pol szachownicy.

Problem 3.5 Dana jest szachownica 4 X 4, z polami jak na rysunku ponizej. Do-
zwolony ruch polega na zmianie koloru na przeciwny jednocze$nie na wszyst-
kich polach rozmieszczonych w jednym wierszu, kolumnie lub wzdtuz prostej
rownoleglej do jednej z przekatnych (w szczegodlnosci w polu naroznym). Czy
wykonujac skoniczong liczbe takich dziatan otrzymamy szachownice z samymi
biatymi polami?
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Rozwiazanie: Zwr6émy uwage na pola zaznaczone na rysunku ponizej. Moze-
my zauwazy¢, ze wykonujac opisane w zadaniu dziatanie zmieniamy stan 0 lub
2 pol. Parzystosé liczby czarnych pél w tym zbiorze nie bedzie sie wiec zmie-
nia¢. Na poczatku jedno z zaznaczonych pél jest czarne, wiec nie otrzymamy
szachownicy z samymi bialymi polami.

Problem 3.6 W tablice o wymiarach 8 x8 wpisano 64 liczby rzeczywiste. W jednym
ruchu mozemy zmienié¢ znaki wszystkich liczb stojacych w pewnej kolumnie lub
w pewnym wierszu. Udowodnié, ze wykonujac tylko takie ruchy mozna spowo-
dowadé, aby sumy liczb stojacych w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie byty
nieujemne.



Rozwiazanie: Wybieramy wiersz lub kolumne o ujemnej sumie liczb (jesli jest
to niemozliwe — zadanie jest rozwigzane). Zmieniamy wszystkie liczby tam
umieszczone na przeciwne, przez co otrzymujemy dodatnig sume liczb w wy-
branej kolumnie lub wierszu. Jesli po tym ruchu nie osiagnelismy celu, czynnosé
powtarzamy. Mozemy zauwazyé¢, ze po kazdym ruchu suma wszystkich liczb
stojacych na tablicy wzrasta. Suma ta moze przybiera¢ jedynie skoniczenie wie-
le roznych wartosci, nie wiecej niz 264. Oznacza to, ze proces musi sie zakoni-
czy¢. Udowodnilidémy wiec, ze mozna spowodowaé, aby sumy liczb stojacych
w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie byly nieujemne. W rozwigzaniu tego
zadania zastosowaliémy poéiniezmiennik, ktérym byta suma wszystkich liczb
na tablicy. Wielko$¢ ta zmieniala si¢ w okreslony sposéb, co doprowadzito do
rozwiazania.

Problem 3.7 Mamy szachownice o wymiarach 8 x 8 z wycietymi dwoma przeciw-
legtymi rogami. Czy da sie ja pokryé¢ ptytkami o wymiarach 1 x 27

Rozwiazanie: Pokolorujmy szachownice standardowo, jak na rysunku ponize;j.
Kazda ptytka 1x2 zakrywa 1 biate i 1 szare pole. Szachownica z wycietymi 2
przeciwlegtymi rogami posiada 32 pola szare i 30 pél biatych. Nie mozna wiec
pokry¢ jej tymi plytkami .

Problem 3.8 Mamy 15 kart, kazda jest z jednej strony bialta, a z drugiej strony
czarna. Rozkladamy je bialta strona do géry. Ruch polega na jednoczesnym
odwréceniu dowolnych dwoch kart. Czy mozna, wykonujac pewna liczbe ru-
chéw, doprowadzi¢ do tego, by wszystkie karty lezaly czarna strong do gory?
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Rozwiazanie: Rozwazmy, jak zmienia sie liczba kart odwroconych czarna strong
do gory. Gdy odwracamy 2 karty ustawione biata strona do gory, liczba kart
odwréconych czarng strong do gory zwieksza sie o 2, natomiast gdy odwracamy
2 rozne karty, liczba kart odwréconych czarng strong do géry nie zmienia
sie. Niezmiennikiem jest wiec tutaj parzystosé liczby tych kart. Poniewaz na
poczatku ich liczba wynosi 0, nie mozemy otrzymaé¢ ukladu zlozonego z 15
kart lezacych czarng strona do géry.

Problem 3.9 W parlamencie kazdy cztonek ma co najwyzej 3 wrogéw. Udowodnij,
ze izbe mozna podzieli¢ na dwie czedci w taki sposéb, ze kazdy cztonek bedzie
mial co najwyzej jednego wroga w swojej izbie.

Rozwiazanie: Na poczatku podzielmy czlonkéw parlamentu losowo na dwie
grupy tworzace oddzielne izby. Zatozmy, ze istnieje cztonek, ktory ma co naj-
mniej 2 wrogow w swojej izbie (jesli nie, zadanie jest rozwiazane). Oznacza
to, ze ma co najwyzej 1 wroga w drugiej izbie. Jesli osoba ta zmieni izbe,
catkowita suma wszystkich wrogéw kazdego cztonka w jego wlasnej izbie zma-
leje. Liczba ta bedzie sie zmniejszaé, az osiagnie absolutne minimum. Wlasnie
wtedy kazdy cztonek bedzie mial co najwyzej jednego wroga w swojej izbie.

Problem 3.10 Kilka kamieni jest umieszczonych na pasie ztozonym z nieskoiiczo-
nej liczby kwadratéw. Dopoki istniejg dwa kamienie umieszczone na jednym
kwadracie, mozna je przenieéé¢ na dwa kwadraty sasiadujace z kwadratem, na
ktorym sie znajdowaty tak, aby byly umieszczone na réznych kwadratach. Czy
mozna powrdci¢ do konfiguracji poczatkowej po skoriczonej liczbie ruchow?

Rozwiazanie: Oznaczmy kolejne kwadraty kolejnymi liczbami catkowitymi.
Niech n; oznacza numer kwadratu zawierajacego kamien i. Niech X = 3" n;2.
Zobaczmy, jak zmienia si¢ X po wykonaniu ruchu. Poczatkowo, dla 2 kamieni
umieszczonych na kwadracie t, X = 2t2. Nastepnie, zgodnie z zasada, jeden z
kamieni umieszczamy w polu o numerze (¢t — 1), a drugi — w polu o numerze
(t+1). Wtedy X = (t—1)2+(t+1)? = 2t2+2. Mozemy wiec zauwazy¢, ze kaz-
dy ruch powoduje zwiekszanie sie wartoséci X o 2, z czego wynika, ze po pewnej
ilosci ruchéw, zawsze bedzie ona wieksza od poczatkowej, wiec niemozliwe jest
uzyskanie konfiguracji poczatkowej.

Problem 3.11 Czy mozna pokry¢ szachownice o wymiarach 13 x 13 czterdziesto-
ma dwoma klockami o wymiarach 1 x 4 w taki sposéb, ze tylko érodkowe pole
szachownicy pozostanie niezakryte?

Rozwiazanie: Najpierw kolorujemy szachownice jak na rys. ponizej. P6l szarych
jest 85, a biatych 84. Kazdy klocek o wymiarach 1x4 pokrywa 2 szare i 2



biate pola, wiec gdyby pokrycie byto mozliwe, liczba pél szarych musiataby
by¢ réowna liczbie pol biatych. Pole srodkowe jest biate, wiec gdy je usuniemy,
liczba pol szarych bedzie wynosi¢ 85, a biatych 83,czyli takie pokrycie jest
niemozliwe.

Problem 3.12 Na tablicy napisano liczby od 1 do 2012. Wybieramy dwie z nich,
$cieramy i dopisujemy ich réznice. Postepujemy tak do momentu, gdy zostanie
nam jedna liczba. Czy moze nig by¢ liczba 337

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze $cierajac sume dwoch liczb i dopisujac ich réznice
nie zmieniamy parzystosci sumy liczb napisanych na tablicy. Suma liczb od 1
do 2012 jest parzysta, wiec liczba, ktéra pozostanie jako ostatnia na tablicy
rowniez musi by¢ parzysta. Liczba 33 nie spelnia tego warunku.

Problem 3.13 Rysujemy dziesieciokat foremny i w kazdym wierzchotku kladzie-
my zeton. Ruch polega na wybraniu dowolnych dwoéch zetonéw i przetozeniu
kazdego z nich do dowolnego wierzchotka sasiadujacego z tym, w ktérym le-
zat. Czy mozna doprowadzi¢ do sytuacji, gdy wszystkie zetony leza w jednym
wierzchotku?

Rozwiazanie: Ponumerujmy wierzchotki dziesieciokata numerami 1-10, jak na
rysunku ponizej. Rozwazmy liczbe zetonéw znajdujacych sie w wierzchotkach o
numerach nieparzystych. Poczatkowo wynosi ona 5. Po wykonaniu ruchu opisa-
nego w zadaniu zmienia sie ona o 2 (gdy przektadamy 2 zetony z wierzchotkow
o numerach nieparzystych na parzyste lub na odwroét) lub nie zmienia si¢ (gdy
przektadamy 1 zeton z wierzchotka o numerze nieparzystym i 1 z wierzchotka o
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numerze parzystym). Wobec tego parzystos¢ liczby zetonéw znajdujacych sie
w wierzchotkach o numerach nieparzystych pozostaje stata. Poniewaz poczat-
kowa jej wartosé jest nieparzysta, nie mozemy uzyskaé¢ konfiguracji, w ktorej
bedzie ona réwna 10.

Problem 3.14 Na szachownicy 2011 x 2013 sa rozmieszczone pionki, po jednym na
kazdym polu. Czy mozna je tak poprzestawia¢, aby kazdy pionek stat na polu
sasiadujacym bokiem z polem, ktére zajmowat i zeby wciaz na kazdym polu
stat doktadnie jeden pionek?

Rozwiazanie: Pomalujmy tradycyjnie szachownice. Chcemy, aby kazdy pionek
stal na polu o innym kolorze niz wyjsciowy. Poniewaz liczba pdél szachownicy
jest nieparzysta, liczba poél biatych jest inna niz liczba p6l szarych. Wobec tego
niemozliwe jest otrzymanie sytuacji opisanej w zadaniu.

Problem 3.15 Dana jest szachownica o nieskoriczonej ilodci p6l. Wyrézniamy na
tej szachownicy prosokat 9 x 10, na ktérym ustawiono 90 pionkéw. Dozwolone
ruchy to bicie pionka w pionie, lub w poziomie przeskakujac go. Pionek zbity
zostaje zdjety z szachownicy. Czy mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej na
szachownicy pozostanie tylko jeden pionek?

Rozwiazanie: Pokolorujmy szachownice jak ponizej. W prostokacie mamy po 30
pol danego koloru. Mozna zauwazy¢, ze podczas kazdego ruchu liczba pionkdw
na polach poszczegdlnego koloru zmienia sie o 1, gdyz trzy sasiadujace pola sa
3 roznych koloréw. Z tego wynika wiec, ze reszty z dzielenia liczb pionkéw na
polach poszczegolnych koloréw przez 2 s sobie zawsze rowne. Nie mozna wiec
uzyskaé uktadu z tylko jednym pionkiem na szachownicy.



Problem 3.16 Kazda z liczb ay,...,a, jest rowna 1 lub -1 oraz:
S = ajasazay + asasagas + ... + apajasaz =0

Udowodnij, ze 4|n.

Rozwiazanie: Przeanalizujmy, jak zmienia si¢ reszta z dzielenia S przez 4, gdy
zamiast a; podstawimy —a;. Zauwazmy, ze cztery kolejne sktadniki sumy zmie-
niaja wtedy znak na przeciwny. Kazdy z tych sktadnikéw jest réwny 1 lub -1.
Gdy dwa sktadniki sa dodatnie, a dwa ujemne — po podstawieniu nic sie nie
zmienia. Jesli jeden albo trzy sktadniki maja ten sam znak, wtedy S zmienia
sie o 4. Jedli wszystkie cztery skladniki majg ten sam znak, wartosé S zmie-
nia sie o 8. Poczatkowo reszta z dzielenia S przez 4 wynosi 0. Jej wartosé nie
zmienia sie rowniez, gdy zmienimy a; o ujemnych wartosciach na przeciwne.
Otrzymujemy wtedy S = n. Na podstawie powyzszej analizy (S = 0(mod4)
oraz S = n) mozna stwierdzi¢, ze 4|n.
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