
Niezmienniki i póªniezmienniki

Weronika Koªodziejczykyg
V Liceum Ogólnoksztaªc¡ce w Krakowie

Opiekun pracy: dr Jacek Dymel



2 3 Problemy

1 Wprowadzenie

Niniejsza praca jest zbiorem problemów zwi¡zanych z tematem niezmienników.
Metoda ta znajduje zastosowanie w wielu rodzajach zada«, gªównie kombinatorycz-
nych.

2 Teoria

Niezmiennik to wªasno±¢ pewnego obiektu (np. liczba, kolor, reszta z dzielenia),
która podczas zde�niowanej operacji nie zmienia si¦, natomiast póªniezmiennik jest
wªasno±ci¡, która zmienia si¦ w ±ci±le okre±lony sposób (np. stale ro±nie lub stale
maleje) w trakcie wykonywania pewnego procesu. Wiele problemów ma nast¦puj¡c¡
posta¢:

Znajdujemy si¦ w sytuacji A. Czy po wykonaniu serii okre±lonych ru-

chów mo»emy doj±¢ do sytuacji B?

Rozwi¡zanie takich zada« cz¦sto polega na znalezieniu niezmiennika lub póªnie-
zmiennika i pokazaniu, »e wychodz¡c z warto±ci w A nie osi¡gnie on takiej warto±ci
jak w B.

3 Problemy

Problem 3.1 Na stole le»y pi¦¢ kawaªków papieru. Dowolnie wybrany kawaªek roz-
rywamy na cztery cz¦±ci. Proces ten kontynuujemy, tzn. za ka»dym razem
wybieramy jaki± kawaªek i rozrywamy go na cztery cz¦±ci. Zastanówmy si¦,
czy w ten sposób, po pewnej liczbie kroków naszego procesu, mo»emy uzyska¢
dokªadnie 1996 kawaªków papieru.

Rozwi¡zanie: Kluczem do rozwi¡zania tego zadania jest znalezienie odpowied-
niego niezmiennika. Przeanalizujmy najpierw, jak zmienia si¦ liczba kawaªków
w kolejnych krokach. Liczba kawaªków wynosi kolejno: 5, 8, 11, 14, 17, itd.
Nietrudno wi¦c dostrzec, »e po ka»dym ruchu liczba kawaªków wzrasta o 3., a
wi¦c reszta z dzielenia liczby kawaªków przez 3 nie zmienia si¦ � otrzymujemy
niezmiennik. Liczba 5 daje reszt¦ z dzielenia przez 3 równ¡ 2, natomiast dzie-
l¡c liczb¦ 1996 przez 3 otrzymujemy 1, z czego wynika, »e po pewnej liczbie
kroków nie mo»emy uzyska¢ dokªadnie 1996 kawaªków papieru.
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Problem 3.2 Na tablicy zostaªo napisanych 10 plusów i 15 minusów. Dozwolony
ruch polega na wymazaniu 2 dowolnych znaków i wpisaniu zamiast nich plusa,
je±li byªy jednakowe lub minusa, w przeciwnym przypadku. Zastanówmy si¦,
jaki znak zostanie na tablicy po wykonaniu dwudziestu czterech takich dziaªa«.

Rozwi¡zanie: Rozpocznijmy od przeanalizowania, jak zmieniaj¡ si¦ znaki po
wykonaniu kolejnych kroków. Mo»na zauwa»y¢, »e liczba minusów nie zmienia
si¦ (gdy zetrzemy plus i minus) lub zmniejsza si¦ o 2 (gdy zetrzemy 2 minusy).
Niezmiennikiem jest wi¦c tutaj parzysto±¢ liczby minusów. Na pocz¡tku liczba
minusów byªa nieparzysta, wi¦c na ko«cu na tablicy postanie minus.

Problem 3.3 Na tarczy zegara w miejsce liczb wkr¦cono »arówki. �arówka na go-
dzinie 12 jest zapalona, pozostaªe s¡ zgaszone. Mo»emy wybiera¢ dowolne póª
tarczy zegara (6 kolejnych »arówek) i jednocze±nie zmienia¢ stan wszystkich
»arówek z tej poªówki. Czy mo»na w ten sposób doprowadzi¢ do tego, by ±wie-
ciªa tylko »arówka na godzinie 11?

Rozwi¡zanie: Rozwa»my »arówki umieszczone na godzinach: 12, 3, 6, 9. Wyko-
nuj¡c dowolny ruch opisany w zadaniu zmieniamy stan 2 »arówek z tego zbioru.
Parzysto±¢ liczby zapalonych »arówek w tym zbiorze jest wi¦c niezmiennikiem.
Na pocz¡tku liczba ta wynosiªa 1, wi¦c niemo»liwe jest zgaszenie wszystkich
»arówek z tego zbioru.

Problem 3.4 Dana jest szachownica 2010 × 2010. Na ka»dym polu le»y kamie«.
Wykonujemy nast¦puj¡ce ruchy: je»eli na pierwszym i trzecim z trzech kolej-
nych pól le»y kamie«, to mo»emy oba te kamienie przeªo»y¢ na drugie z tych
pól. Rozstrzygnijmy, czy mo»na wykonuj¡c takie ruchy przeªo»y¢ wszystkie
kamienie na jedno pole.

Rozwi¡zanie: Na pocz¡tku powinni±my zauwa»y¢, »e wykonuj¡c ruch nie zmie-
niamy poªo»enia ±rodka ci¦»ko±ci danego ukªadu. Aby osi¡gn¡¢ ko«cowy cel,
wszystkie kamienie musiaªyby si¦ znajdowa¢ na polu, w którym jest ±rodek
ci¦»ko±ci. �rodek ten dla szachownicy o wymiarach 2010x2010 ma wspóªrz¦d-
ne (1005,5;1005,5), wi¦c nie jest »adnym z pól szachownicy.

Problem 3.5 Dana jest szachownica 4 × 4, z polami jak na rysunku poni»ej. Do-
zwolony ruch polega na zmianie koloru na przeciwny jednocze±nie na wszyst-
kich polach rozmieszczonych w jednym wierszu, kolumnie lub wzdªu» prostej
równolegªej do jednej z przek¡tnych (w szczególno±ci w polu naro»nym). Czy
wykonuj¡c sko«czon¡ liczb¦ takich dziaªa« otrzymamy szachownic¦ z samymi
biaªymi polami?
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Rozwi¡zanie: Zwró¢my uwag¦ na pola zaznaczone na rysunku poni»ej. Mo»e-
my zauwa»y¢, »e wykonuj¡c opisane w zadaniu dziaªanie zmieniamy stan 0 lub
2 pól. Parzysto±¢ liczby czarnych pól w tym zbiorze nie b¦dzie si¦ wi¦c zmie-
nia¢. Na pocz¡tku jedno z zaznaczonych pól jest czarne, wi¦c nie otrzymamy
szachownicy z samymi biaªymi polami.

Problem 3.6 W tablic¦ o wymiarach 8×8 wpisano 64 liczby rzeczywiste. W jednym
ruchu mo»emy zmieni¢ znaki wszystkich liczb stoj¡cych w pewnej kolumnie lub
w pewnym wierszu. Udowodni¢, »e wykonuj¡c tylko takie ruchy mo»na spowo-
dowa¢, aby sumy liczb stoj¡cych w ka»dym wierszu i w ka»dej kolumnie byªy
nieujemne.
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Rozwi¡zanie: Wybieramy wiersz lub kolumn¦ o ujemnej sumie liczb (je±li jest
to niemo»liwe � zadanie jest rozwi¡zane). Zmieniamy wszystkie liczby tam
umieszczone na przeciwne, przez co otrzymujemy dodatni¡ sum¦ liczb w wy-
branej kolumnie lub wierszu. Je±li po tym ruchu nie osi¡gn¦li±my celu, czynno±¢
powtarzamy. Mo»emy zauwa»y¢, »e po ka»dym ruchu suma wszystkich liczb
stoj¡cych na tablicy wzrasta. Suma ta mo»e przybiera¢ jedynie sko«czenie wie-
le ró»nych warto±ci, nie wi¦cej ni» 264. Oznacza to, »e proces musi si¦ zako«-
czy¢. Udowodnili±my wi¦c, »e mo»na spowodowa¢, aby sumy liczb stoj¡cych
w ka»dym wierszu i w ka»dej kolumnie byªy nieujemne. W rozwi¡zaniu tego
zadania zastosowali±my póªniezmiennik, którym byªa suma wszystkich liczb
na tablicy. Wielko±¢ ta zmieniaªa si¦ w okre±lony sposób, co doprowadziªo do
rozwi¡zania.

Problem 3.7 Mamy szachownic¦ o wymiarach 8× 8 z wyci¦tymi dwoma przeciw-
legªymi rogami. Czy da si¦ j¡ pokry¢ pªytkami o wymiarach 1× 2?

Rozwi¡zanie: Pokolorujmy szachownic¦ standardowo, jak na rysunku poni»ej.
Ka»da pªytka 1x2 zakrywa 1 biaªe i 1 szare pole. Szachownica z wyci¦tymi 2
przeciwlegªymi rogami posiada 32 pola szare i 30 pól biaªych. Nie mo»na wi¦c
pokry¢ jej tymi pªytkami .

Problem 3.8 Mamy 15 kart, ka»da jest z jednej strony biaªa, a z drugiej strony
czarna. Rozkªadamy je biaª¡ stron¡ do góry. Ruch polega na jednoczesnym
odwróceniu dowolnych dwóch kart. Czy mo»na, wykonuj¡c pewn¡ liczb¦ ru-
chów, doprowadzi¢ do tego, by wszystkie karty le»aªy czarn¡ stron¡ do góry?
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Rozwi¡zanie: Rozwa»my, jak zmienia si¦ liczba kart odwróconych czarn¡ stron¡
do góry. Gdy odwracamy 2 karty ustawione biaª¡ stron¡ do góry, liczba kart
odwróconych czarn¡ stron¡ do góry zwi¦ksza si¦ o 2, natomiast gdy odwracamy
2 ró»ne karty, liczba kart odwróconych czarn¡ stron¡ do góry nie zmienia
si¦. Niezmiennikiem jest wi¦c tutaj parzysto±¢ liczby tych kart. Poniewa» na
pocz¡tku ich liczba wynosi 0, nie mo»emy otrzyma¢ ukªadu zªo»onego z 15
kart le»¡cych czarn¡ stron¡ do góry.

Problem 3.9 W parlamencie ka»dy czªonek ma co najwy»ej 3 wrogów. Udowodnij,
»e izb¦ mo»na podzieli¢ na dwie cz¦±ci w taki sposób, »e ka»dy czªonek b¦dzie
miaª co najwy»ej jednego wroga w swojej izbie.

Rozwi¡zanie: Na pocz¡tku podzielmy czªonków parlamentu losowo na dwie
grupy tworz¡ce oddzielne izby. Zaªo»my, »e istnieje czªonek, który ma co naj-
mniej 2 wrogów w swojej izbie (je±li nie, zadanie jest rozwi¡zane). Oznacza
to, »e ma co najwy»ej 1 wroga w drugiej izbie. Je±li osoba ta zmieni izb¦,
caªkowita suma wszystkich wrogów ka»dego czªonka w jego wªasnej izbie zma-
leje. Liczba ta b¦dzie si¦ zmniejsza¢, a» osi¡gnie absolutne minimum. Wªa±nie
wtedy ka»dy czªonek b¦dzie miaª co najwy»ej jednego wroga w swojej izbie.

Problem 3.10 Kilka kamieni jest umieszczonych na pasie zªo»onym z niesko«czo-
nej liczby kwadratów. Dopóki istniej¡ dwa kamienie umieszczone na jednym
kwadracie, mo»na je przenie±¢ na dwa kwadraty s¡siaduj¡ce z kwadratem, na
którym si¦ znajdowaªy tak, aby byªy umieszczone na ró»nych kwadratach. Czy
mo»na powróci¢ do kon�guracji pocz¡tkowej po sko«czonej liczbie ruchów?

Rozwi¡zanie: Oznaczmy kolejne kwadraty kolejnymi liczbami caªkowitymi.
Niech ni oznacza numer kwadratu zawieraj¡cego kamie« i. Niech X =

∑
ni

2.
Zobaczmy, jak zmienia si¦ X po wykonaniu ruchu. Pocz¡tkowo, dla 2 kamieni
umieszczonych na kwadracie t, X = 2t2. Nast¦pnie, zgodnie z zasad¡, jeden z
kamieni umieszczamy w polu o numerze (t − 1), a drugi � w polu o numerze
(t+1). Wtedy X = (t−1)2+(t+1)2 = 2t2+2. Mo»emy wi¦c zauwa»y¢, »e ka»-
dy ruch powoduje zwi¦kszanie si¦ warto±ci X o 2, z czego wynika, »e po pewnej
ilo±ci ruchów, zawsze b¦dzie ona wi¦ksza od pocz¡tkowej, wi¦c niemo»liwe jest
uzyskanie kon�guracji pocz¡tkowej.

Problem 3.11 Czy mo»na pokry¢ szachownic¦ o wymiarach 13 × 13 czterdziesto-
ma dwoma klockami o wymiarach 1× 4 w taki sposób, »e tylko ±rodkowe pole
szachownicy pozostanie niezakryte?

Rozwi¡zanie: Najpierw kolorujemy szachownic¦ jak na rys. poni»ej. Pól szarych
jest 85, a biaªych 84. Ka»dy klocek o wymiarach 1x4 pokrywa 2 szare i 2
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biaªe pola, wi¦c gdyby pokrycie byªo mo»liwe, liczba pól szarych musiaªaby
by¢ równa liczbie pól biaªych. Pole ±rodkowe jest biaªe, wi¦c gdy je usuniemy,
liczba pól szarych b¦dzie wynosi¢ 85, a biaªych 83,czyli takie pokrycie jest
niemo»liwe.

Problem 3.12 Na tablicy napisano liczby od 1 do 2012. Wybieramy dwie z nich,
±cieramy i dopisujemy ich ró»nic¦. Post¦pujemy tak do momentu, gdy zostanie
nam jedna liczba. Czy mo»e ni¡ by¢ liczba 33?

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e ±cieraj¡c sum¦ dwóch liczb i dopisuj¡c ich ró»nic¦
nie zmieniamy parzysto±ci sumy liczb napisanych na tablicy. Suma liczb od 1
do 2012 jest parzysta, wi¦c liczba, która pozostanie jako ostatnia na tablicy
równie» musi by¢ parzysta. Liczba 33 nie speªnia tego warunku.

Problem 3.13 Rysujemy dziesi¦ciok¡t foremny i w ka»dym wierzchoªku kªadzie-
my »eton. Ruch polega na wybraniu dowolnych dwóch »etonów i przeªo»eniu
ka»dego z nich do dowolnego wierzchoªka s¡siaduj¡cego z tym, w którym le-
»aª. Czy mo»na doprowadzi¢ do sytuacji, gdy wszystkie »etony le»¡ w jednym
wierzchoªku?

Rozwi¡zanie: Ponumerujmy wierzchoªki dziesi¦ciok¡ta numerami 1-10, jak na
rysunku poni»ej. Rozwa»my liczb¦ »etonów znajduj¡cych si¦ w wierzchoªkach o
numerach nieparzystych. Pocz¡tkowo wynosi ona 5. Po wykonaniu ruchu opisa-
nego w zadaniu zmienia si¦ ona o 2 (gdy przekªadamy 2 »etony z wierzchoªków
o numerach nieparzystych na parzyste lub na odwrót) lub nie zmienia si¦ (gdy
przekªadamy 1 »eton z wierzchoªka o numerze nieparzystym i 1 z wierzchoªka o
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numerze parzystym). Wobec tego parzysto±¢ liczby »etonów znajduj¡cych si¦
w wierzchoªkach o numerach nieparzystych pozostaje staªa. Poniewa» pocz¡t-
kowa jej warto±¢ jest nieparzysta, nie mo»emy uzyska¢ kon�guracji, w której
b¦dzie ona równa 10.

Problem 3.14 Na szachownicy 2011×2013 s¡ rozmieszczone pionki, po jednym na
ka»dym polu. Czy mo»na je tak poprzestawia¢, aby ka»dy pionek staª na polu
s¡siaduj¡cym bokiem z polem, które zajmowaª i »eby wci¡» na ka»dym polu
staª dokªadnie jeden pionek?

Rozwi¡zanie: Pomalujmy tradycyjnie szachownic¦. Chcemy, aby ka»dy pionek
staª na polu o innym kolorze ni» wyj±ciowy. Poniewa» liczba pól szachownicy
jest nieparzysta, liczba pól biaªych jest inna ni» liczba pól szarych. Wobec tego
niemo»liwe jest otrzymanie sytuacji opisanej w zadaniu.

Problem 3.15 Dana jest szachownica o niesko«czonej ilo±ci pól. Wyró»niamy na
tej szachownicy prosok¡t 9× 10, na którym ustawiono 90 pionków. Dozwolone
ruchy to bicie pionka w pionie, lub w poziomie przeskakuj¡c go. Pionek zbity
zostaje zdj¦ty z szachownicy. Czy mo»na doprowadzi¢ do sytuacji, w której na
szachownicy pozostanie tylko jeden pionek?

Rozwi¡zanie: Pokolorujmy szachownic¦ jak poni»ej. W prostok¡cie mamy po 30
pól danego koloru. Mo»na zauwa»y¢, »e podczas ka»dego ruchu liczba pionków
na polach poszczególnego koloru zmienia si¦ o 1, gdy» trzy s¡siaduj¡ce pola s¡
3 ró»nych kolorów. Z tego wynika wi¦c, »e reszty z dzielenia liczb pionków na
polach poszczególnych kolorów przez 2 s¡ sobie zawsze równe. Nie mo»na wi¦c
uzyska¢ ukªadu z tylko jednym pionkiem na szachownicy.
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Problem 3.16 Ka»da z liczb a1, . . . , an jest równa 1 lub -1 oraz:

S = a1a2a3a4 + a2a3a4a5 + . . . + ana1a2a3 = 0

Udowodnij, »e 4|n.

Rozwi¡zanie: Przeanalizujmy, jak zmienia si¦ reszta z dzielenia S przez 4, gdy
zamiast ai podstawimy −ai. Zauwa»my, »e cztery kolejne skªadniki sumy zmie-
niaj¡ wtedy znak na przeciwny. Ka»dy z tych skªadników jest równy 1 lub -1.
Gdy dwa skªadniki s¡ dodatnie, a dwa ujemne � po podstawieniu nic si¦ nie
zmienia. Je±li jeden albo trzy skªadniki maj¡ ten sam znak, wtedy S zmienia
si¦ o 4. Je±li wszystkie cztery skªadniki maj¡ ten sam znak, warto±¢ S zmie-
nia si¦ o 8. Pocz¡tkowo reszta z dzielenia S przez 4 wynosi 0. Jej warto±¢ nie
zmienia si¦ równie», gdy zmienimy ai o ujemnych warto±ciach na przeciwne.
Otrzymujemy wtedy S = n. Na podstawie powy»szej analizy (S ≡ 0(mod4)
oraz S = n) mo»na stwierdzi¢, »e 4|n.
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