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1 Wprowadzenie

Niniejsza praca podejmuje tematyk¦ kolorowania punktów na pªaszczy¹nie, które
cz¦sto pojawia si¦ na olimpiadzie matematycznej. Jest podzielona na kilka dziaªów
ze wzgl¦du na kilka rodzajów zada« z kategorii kolorowania jak okre±laj¡ce mo»-
liwo±¢ kolorowania w zale»no±ci od odlegªo±ci mi¦dzy punktami czy kolorowanie
pªaszczyzny tak, by wszystkie proste na niej miaªy okre±lon¡ ilo±¢ kolorów.

2 Odlegªo±ci mi¦dzy punktami

Zagadnienia z tej kategorii s¡ podstawowymi zagadnieniami z kolorowania punktów
na pªaszczy¹nie, które polegaj¡ na udowodnieniu mo»liwo±ci istnienia punktów o
okre±lonej odlegªo±ci pokolorowanych na ró»ne kolory.
Dowody takich wªasno±ci bardzo cz¦sto polegaj¡ na u»yciu wierzchoªków jaki± �gur
geometrycznych. Poni»ej przedstawi¦ kilka problemów z tej kategorii.

2.1 Problemy

Problem 2.1 Pªaszczyzna pokolorowana jest 2 kolorami. Wówczas istniej¡ dwa
punkty odlegªe o 1 pokolorowane na ten sam kolor.

Dowód: Stórzmy trójk¡t równoboczny o boku 1. Otrzymujemy sprzeczno±¢.

Problem 2.2 Pªaszczyzn¦ kolorujemy dwoma kolorami. Ka»da liczba rzeczywista
dodatnia jest odlegªo±ci¡ mi¦dzy dwoma punktami o tym samym kolorze.

Dowód: Wybierzmy na pªaszczy¹nie punkt A, który jest pomalowany na nie-
biesko. Je»eli na okr¦gu o ±rodku A i promieniu d (dowolna liczba rzeczywista
dodatnia) znajduje si¦ chocia» jeden niebieski punkt, to istniej¡ dwa niebieskie
punkty odlegªe o d. W przeciwnym razie okr¡g o ±rodku A i promieniu d jest
czerwony. Zatem znajdziemy na tym okr¦gu dwa czerwone punkty, których
odlegªo±¢ wynosi d.
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3 Kolorowanie pªaszczyzny tak, aby wszystkie proste na

niej miaªy okre±lon¡ ilo±¢ kolorów.

Jest to zagadnienie przedstawione w gazetce OMG �Kwadrat� z czerwca 2014 roku.
Problemy z tej kategorii polegaj¡ na znalezieniu najwi¦kszej liczby kolorów, któr¡
mo»na pokolorowa¢ pªaszczyzn¦ tak, aby ka»da prosta na niej byªa odpowiednio
pokolorowana. Dowody problemów tego typu polegaj¡ na znalezieniu odpowiedniego
kolorowania i udowodnieniu, »e to kolorowanie speªnia wszystkie warunki zadania.

3.1 Problemy

Problem 3.1 Ka»dy punkt pªaszczyzny nale»y pomalowa¢ na pewien kolor w taki
sposób, aby ka»da prosta byªa jednokolorowa lub dwukolorowa. Jaka jest naj-
wi¦ksza mo»liwa liczba kolorów, których mo»na u»y¢ do pomalowania punktów
tej pªaszczyzny?

Pªaszczyzn¦ za wyj¡tkiem pewnej prostej k ma pierwszy kolor, prosta k za
wyj¡tkiem pewnego punktu P ma drugi kolor, a punkt P kolor trzeci. Zatem
najwi¦ksz¡ mo»liw¡ liczb¡ kolorów speªniaj¡c¡ warunki tego zadania jest 3.

Problem 3.2 Mo»na tak pokolorowa¢ pªaszczyzn¦ trzema kolorami, by na ka»dej
prostej wyst¦powaªy dokªadnie dwa kolory.

Dowód: Aby udowodni¢ ten problem poprawmy nieznacznie dowód poprzed-
niego. Wszystkie proste jednokolorowe s¡ równolegªe do k. Dorysujmy kolejn¡
prost¡ przechodz¡c¡ przez punkt A i poza tym punktem nadajmy jej kolor
drugi (ten co k).

Problem 3.3 Iloma kolorami mo»na pokolorowa¢ pªaszczyzn¦ tak, aby ka»da pro-
sta byªa co najwy»ej trójkolorowa?

Spróbujmy wykorzysta¢ 4 kolory: na pªaszczy¹nie koloru pierwszego namaluj-
my dwoma kolorami dwie przecinaj¡ce si¦ proste. Punkt ich przeci¦cia oznacz-
my kolorem czwartym. Na ka»dej z tych prostych mo»emy doªo»y¢ po punkcie
w dwóch nowych kolorach, wykorzystuj¡c ju» 6 kolorów. Nie jest to jednak
najwi¦ksza liczba. Wystarczy zamiast dwóch przecinaj¡cych si¦ prostych wzi¡¢
dwie proste równolegªe, a na ka»dej z nich dwa punkty w ró»nych kolorach i
wówczas wykorzystamy a» 7 kolorów. Jednak w zadaniu jest mowa o maksy-
malnej liczbie kolorów. Otó» mo»emy u»y¢ niesko«czono±¢ kolorów. Wystarczy
na prostej jednego koloru namalowa¢ okr¡g, którego ka»dy punkt jest innego
koloru.
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4 Liczba chromatyczna pªaszczyzny

Liczba chromatyczna pªaszczyzna to minimalna liczba kolorów potrzebnych do po-
kolorowania pªaszczyzny w ten sposób, by »adne dwa punkty pªaszczyzny oddalone
o 1 nie byªy tego samego koloru.
Ten problem postawiª w 1950 roku osiemnastoletni student Uniwersytetu w Chicago
- Edward Nelson. O postawienia problemu min¦ªo ju» ponad 65 lat, jednak ten pro-
blem nie zostaª jeszcze rozwi¡zany.Jedyne, co wiadomo to to, »e liczba chromatyczna
pªaszczyzny jest wi¦ksza od 3 i mniejsza od 8.

4.1 Problemy

Problem 4.1 Liczba chromatyczna pªaszczyzny jest wi¦ksza ni» 3.

Dowód: Przeprowadzimy dowód nie
wprost. Hipoteza: Liczba chromatyczna
pªaszczyzny mo»e by¢ równa 3. Ka»dy
trójk¡t równoboczny o boku 1 ma wierz-
choªki trzech ró»nych kolorów. Narysujmy
czworok¡t ABCD skªadaj¡cy si¦ z dwóch
trójk¡tów równobocznych o boku 1: ABC
i BCD.Bez utraty ogólno±ci przyjmijmy,
»e punkt A jest czerwony, B - niebieski,
a C - »óªty. Zatem punkt D musi by¢
czerwony. Obró¢my czworok¡t ABCD o
taki k¡t wzgl¦dem punkt A, aby odlegªo±¢
DD′ wynosiªa 1. Rozumuj¡c analogicz-
nie w przypadku czworok¡ta AB'C'D'

otrzymujemy, »e punkt D' jest czerwony,
czyli otrzymali±my dwa punkty odlegªe o
jeden tego samego koloru. Otrzymali±my
sprzeczno±¢, która dowodzi twierdzenie 1.
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Problem 4.2 Liczba chromatyczna pªaszczyzny jest mniejsza od 8.

Dowód: Pªaszczyzn¦ podzielmy na sze±cio-
k¡ty foremne o boku a, jak na rysunku
(ka»da cyfra od 1 do 7 oznacza inny ko-
lor). Najdªu»sza przek¡tna sze±ciok¡ta jest
równa 2a, za± najkrótszy odcinek ª¡cz¡cy
dwa sze±ciok¡ty tego samego koloru jest
równy:

AB2 = AC2 +BC2 = 4a2 + 3a2 = 7a2

Zatem:
2a < 1 <

√
7a

1√
7
< a <

1

2

Jest mo»liwe pokolorowanie pªaszczyzny
tak 7 kolorami, aby odlegªo±¢ dwóch punk-
tów tego samego koloru byªa ró»na od 2.
Zatem twierdzenie jest prawdziwe.

5 Wierzchoªki trójk¡tów

Wierzchoªki trójk¡tów s¡ najcz¦±ciej wykorzystywan¡ metod¡ w dziedzinie kolo-
rowania. Polegaj¡ na udowodnieniu jakiej± zale»no±ci w kolorowaniu wierzchoªków
trójk¡tów w ró»nych sytuacjach.
W dowodach tych problemów najcz¦±ciej wystarczy rozwa»y¢ wszystkie mo»liwe
przypadki kolorowania lub przeprowadzaj¡c dowód nie wprost wybra¢ sobie jeden
punkt, kolorowa¢ po kolei punkty i doj±¢ do sprzeczno±ci.

5.1 Problemy

Problem 5.1 Punkty pªaszczyzny pokolorowane s¡ dwoma kolorami. Istnieje taki
trójk¡t równoboczny, którego wszystkie wierzchoªki s¡ tego samego koloru.
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Dowód: Przyjmijmy, »e punkty pªaszczy-
zny zostaªy pokolorowane na czarno i
»óªto. Na pªaszczy¹nie wybierzmy czarny
punkt A i »óªty punkt B w ten sposób,
aby odcinek AB miaª dªugo±¢ 2 (na pod-
stawie poprzednich zada« wiemy, »e taki
istnieje). Zªó»my, »e punkt C jest ±rod-
kiem odcinka AB i ma kolor np. czarny.
Wybierzmy punkty D i E tak, aby czwo-
rok¡t DAEC byª rombem o boku dªugo-
±ci 1. Je±li przynajmniej jeden z punktów
D, E b¦dzie czarny, to otrzymamy czar-
ny trójk¡t ACD lub ACE. W przeciwnym
wypadku trójk¡t DEC b¦dzie »óªtym trój-
k¡tem równobocznym o boku dªugo±ci

√
3.

Problem 5.2 Ka»dy z wierzchoªków siedmiok¡ta foremnego zostaª pomalowany na
jeden z dwóch kolorów: biaªy lub czarny. W±ród nich trzy punkty tego samego
koloru, które s¡ wierzchoªkami trójk¡ta równoramiennego.

Dowód: Przeprowadzimy dowód nie
wprost. Hipoteza: Nie istnieje taki
jednokolorowy trójk¡t równoramienny.
Oznaczmy wierzchoªki literami A, B,

C, D, E, F, G. Punkt A pomalujmy na
czarno, wi¦c jeden z punktów B lub G

musi by¢ »óªty. Przyjmijmy, »e B jest
»óªty. Jeden z punktów F lub E musi by¢
czarny. Przyjmijmy, »e F jest czarny. Aby
nie powstaªy trójk¡ty równoramienne
AFD i AFG malujemy punkt D i G na
»óªto. Otrzymujemy sprzeczno±¢, ponie-
wa» trójk¡t BDG jest równoramienny i
wszystkie jego wierzchoªki s¡ »óªte.

Problem 5.3 Ka»dy punkt obwodu kwadratu jest pomalowany jednym kolorem.
Rozwa»amy wszystkie trójk¡ty prostok¡tne, których trzy wierzchoªki le»¡ na
obwodzie kwadratu. Jaka jest najmniejsza liczba kolorów, dla której istnie-
je takie pokolorowanie kwadratu, »e »aden z rozwa»anych trójk¡tów nie ma
wszystkich wierzchoªków w jednym kolorze?



7

Najpierw poka»my, »e dwa kolory: nie-
bieski i czerwony nie wystarcz¡ do po-
kolorowania kwadratu. Oznaczmy wierz-
choªki kwadratu ABCD. Punkty E, F, G,
H s¡ odpowiednio ±rodkami boków AB,

BC, CD, DA. Spo±ród punktów A, B, E

przynajmniej dwa s¡ tego samego koloru.
Przypu±¢my, »e A i B s¡ niebieskie. Punk-
ty: H, D, C, F musz¡ by¢ czerwone. Po-
wstaje trójk¡t prostok¡tny HDC, którego
wierzchoªki s¡ czerwone. Przypu±¢my te-
raz, »e punkty A i E s¡ pomalowane na
niebiesko. Punkty: D, G, H musz¡ by¢
czerwone, czyli tworz¡ niedozwolony trój-
k¡t prostok¡tny GDH.
Zatem dwa kolory nie wystarczaj¡, ale
trzy - tak. Pomalujmy odcinek AB bez
ko«ców kolorem czerwonym. Bok AD bez
ko«ca D oraz bok DC bez ko«ców ma-
lujemy na niebiesko. Bok BC bez ko«ca
malujemy na »óªto. Wierzchoªki D i C po-
malujmy na czerwono. Przedstawione po-
kolorowanie speªnia warunki zadania.

Problem 5.4 Linie ±rodkowe trójk¡ta równobocznego ABC dziel¡ go na cztery trój-
k¡ty ADE, BDF, DEF i CEF, na bokach których zaznaczono ±rodki - s¡ nimi
punkty K, L, M, N, O, P, Q, R, S. Ka»dy z pi¦tnastu otrzymanych punktów
pomalowano jednym z dwóch kolorów. Mo»na wybra¢ 3 punkty tego samego
koloru, które s¡ wierzchoªkami trójk¡ta równobocznego.
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Dowód: Przeprowadzimy dowód nie
wprost. Hipoteza: Nie istniej¡ takie trzy
punkty tego samego koloru, które s¡
wierzchoªkami trójk¡ta równobocznego.
Zaªó»my, »e punkt O jest czerwony.
Przynajmniej jeden z punktów P, E, L

jest czerwony - bez utraty ogólno±ci przyj-
mijmy, »e jest to punkt P i cho¢ jeden z
punktów Q, D, M jest czerwony. Zatem
punkty Q i D s¡ niebieskie, aM czerwony.
Analogicznie otrzymujemy, »e punkty E i
L s¡ niebieskie. Rozpatruj¡c ostatecznie
trójk¡ty DEA, QLN i DLK otrzymujemy,
»e wierzchoªki trójk¡ta AKN s¡ czerwone.
Otrzymujemy sprzeczno±¢, czyli teza jest
prawdziwa.

Problem 5.5 Boki trójk¡ta równobocznego pomalowano u»ywaj¡c dwóch kolorów.
W±ród pomalowanych punktów istniej¡ trzy jednokolorowe, które s¡ wierz-
choªkami trójk¡ta prostok¡tnego.

Dowód: Przeprowadzimy dowód nie
wprost. Hipoteza: W±ród pomalowanych
punktów nie istniej¡ takie trzy, które s¡
wierzchoªkami trójk¡ta prostok¡tnego.
Podzielmy trójk¡t na trójk¡ty równo-
boczne jak na rysunku. Przynajmniej
dwa wierzchoªki najwi¦kszego trójk¡ta
musz¡ by¢ tego samego koloru. Bez utraty
ogólno±ci przyjmijmy, »e punkty A i B

s¡ zielone. Aby nie powstaªy monochro-
matyczne trójk¡ty prostok¡tne punkty
D i H musz¡ by¢ czerwone. Post¦puj¡c
analogicznie otrzymujemy, »e punkty C,

E, F i G musz¡ by¢ zielone. Trójk¡t
CEF jest prostok¡tny i wszystkie jego
wierzchoªki s¡ zielone. Otrzymali±my
sprzeczno±¢, czyli teza jest prawdziwa.
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Problem 5.6 Ka»dy punkt okr¦gu jest pomalowany jednym z trzech kolorów . Pew-
ne trzy punkty jednego koloru s¡ wierzchoªkami trójk¡ta równoramiennego.

Dowód: A, B, ..., M s¡ wierzchoªkami 13-
k¡ta foremnego wpisanego w okr¡g. Wy-
ka»emy, »e w±ród dowolnych pi¦ciu wierz-
choªków tego 13-k¡ta znajd¡ si¦ trzy b¦d¡-
ce wierzchoªkami trójk¡ta równoramien-
nego. Je±li w±ród dowolnych trzynastu
punktów danego okr¦gu znajdzie si¦ pi¦¢
pomalowanych tym samym kolorem, zada-
nie zostanie rozwi¡zane.
Przypu±¢my, »e udaªo si¦ wybra¢ tak pi¦¢
wierzchoªków, »e »adne trzy spo±ród wy-
branych punktów nie tworz¡ trójk¡ta rów-
noramiennego. Zaªó»my, »e w±ród wybra-
nych punktów nie ma dwóch s¡siednich
wierzchoªków 13-k¡ta. Wówczas w±ród
wybranych punktów znajdziemy dwa od-
dzielone dokªadnie jednym wierzchoªkiem,
który nie zostaª wybrany. Bez utraty ogól-
no±ci przyjmijmy, »e s¡ to B i M. Poniewa»
»adne trzy wybrane wierzchoªki nie tworz¡
trójk¡ta równoramiennego, wi¦c nie zostaª
wybrany »aden z punktów: A, B, C, K, L.
Trójk¡t BEJ jest równoramienny, wi¦c co
najmniej jeden z punktów E, J nie zo-
staª wybrany. Bez utraty ogólno±ci przyj-
mijmy, »e jest to punkt J. Zatem spo±ród
punktów: E, F, G, H, I trzy zostaªy wy-
brane, ale »adne dwa z nich nie s¡ kolej-
nymi wierzchoªkami 13-k¡ta, wi¦c musia-
ªy zosta¢ wybrane punkty E, G, I. Otrzy-
mali±my sprzeczno±¢, poniewa» te punkty
tworz¡ trójk¡t równoramienny.
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Rozpatrzmy teraz przypadek, w którym
w±ród wybranych wierzchoªków znajduj¡
si¦ dwa s¡siednie, bez utraty ogólno±ci A
i B. Oznacza to, »e nie zostaª wybrany
»aden z wierzchoªków: C, H, M. Trójk¡ty
AJL, BEJ, BEL s¡ równoramienne, wi¦c
zostaª wybrany najwy»ej jeden z punktów
D, F, K. Analogicznej stwierdzamy, »e zo-
staª wybrany co najmniej jeden z punktów
G, I. Bez utraty ogólno±ci przyjmijmy, »e
jest to punkt I. Zatem nie wybrano punk-
tów D, E, F, L.
W±ród wybranych pi¦ciu punktów musz¡
by¢ dwa spo±ród G, J, K. Ze wzgl¦du na
trójk¡ty równoramienne wybranym punk-
tem jest punkt G. To oznacza, »e nie zo-
staª wybrany punkt K. Zatem pi¡tym wy-
branym punktem jest punkt J. Otrzymu-
jemy sprzeczno±¢, poniewa» trójk¡t BGJ
jest równoramienny.

6 Zbiory punktów

Zagadnienia z tej kategorii s¡ bardzo cz¦sto pojawiaj¡ si¦ na olimpiadzie matema-
tycznej. Punkty nale»y poª¡czy¢ by otrzyma¢ odcinki, które maj¡ speªnia¢ odpo-
wiednie warunki.
W dowodach nie wystarczy ju» tylko u»ycie kredek, ale potrzeba ró»nych zale»no±ci
wynikaj¡cych z zaªo»e«.

6.1 Problemy

Problem 6.1 Dany jest takt sko«czony zbiór B punktów przestrzeni, »e ka»de dwie
odlegªo±ci mi¦dzy punktami tego zbioru s¡ ró»ne. Ka»dy punkt zbioru B ª¡czy-
my odcinkiem z najbli»szym mu punktem zbioru B. Otrzymamy w ten sposób
zbiór odcinków, z których jeden (dowolnie wybrany) malujemy na czerwono,
wszystkie pozostaªe odcinki malujemy na zielono. Istniej¡ takie dwa punkty
zbioru B, których nie mo»na poª¡czy¢ ªaman¡ zªo»on¡ z odcinków pomalowa-
nych na zielono.

Dowód: Bez utraty ogólno±ci zaªó»my, »e odcinek A1A2 jest czerwony. Je±li
istniaªaby ªamana zªo»ona z odcinków zielonych ª¡cz¡ca punkt A1 i A2 to
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istniaªyby punkty A3, ..., An b¦d¡ce kolejnymi ko«cami odcinków tworz¡cych
ªaman¡. Narysujmy odcinek AiAj , wi¦c Ai jest najbli»szym elementem zbio-
ru dla Aj lub Aj jest najbli»szym elementem dla Ai. Ka»de dwie odlegªo±ci
mi¦dzy punktami zbioru s¡ ró»ne, wi¦c nie mo»e równocze±nie dla k 6= j Aj

by¢ najbli»szym elementem zbioru dla Ai oraz Ak by¢ najbli»szym elementem
zbioru dla Aj . Zatem A2 jest najbli»szym elementem zbioru dla A1, A3 dla
A2,...,A1 dla An albo An dla A1, An−1 dla An,...,A1 dla A2.
W obu przypadkach odlegªo±ci kolejnych punktów speªniaªyby odpowiednio
sprzeczne nierówno±ci.

A1A2 > A2A3 > ... > AnA1 > A1A2

albo
A1A2 < A2A3 < ... < AnA1 < A1A2

Wobec tego punktyA1 i A2 nie mog¡ by¢ poªaczone ªaman¡ zªo»on¡ z odcinków
zielonych.

Problem 6.2 Dany jest zbiór n punktów (n ≥ 2), z których »adne trzy nie le»¡ na
jednej prostej. Kolorujemy wszystkie odcinki o ko«cach w tym zbiorze tak, by
ka»de dwa odcinki o wspólnym ko«cu miaªy ró»ne kolory. Jaka jest najmniej-
sza liczba kolorów, dla której istnieje takie pokolorowanie.

Przyjmijmy, »e dane punkty s¡ wierzchoªkami n-k¡ta (je±li n = 2 wystarczy
jeden kolor). Wszystkie odcinki o jednakowym kolorze wyznaczaj¡ rozª¡cz-
ne pary wierzchoªków wielok¡ta. Maksymalna liczba rozª¡cznych podzbiorów

dwuelementowych zbioru wynosi
n

2
. Zatem liczba kolorów jest nie mniejsza ni»

(
n

k
)(
n

2
)−1 =

{
n dla n nieparzystych.

n− 1 dla n parzystych.

Wyka»my, »e ta liczba kolorów wystarcza do speªnienia »¡danego warunku.
Gdy n jest liczb¡ nieparzyst¡, bierzemy zbiór wierzchoªków n-k¡ta foremnego
i malujemy jednakowym kolorem bok i wszystkie równolegªe do niego prze-
k¡tne; inne odcinki malujemy ró»nymi kolorami. U»yli±my n kolorów. Gdy n
jest liczb¡ parzyst¡, bierzemy zbiór wierzchoªków (n− 1)-k¡ta foremnego oraz
jeden punkt P. Kolorujemy boki i przek¡tne wielok¡ta w sposób taki sam jak
powy»ej, u»ywaj¡c n− 1 kolorów. Dla ka»dego zbioru równolegªych odcinków
jednakowego koloru ki, pozostaje jeden wierzchoªek Pi wielok¡ta nie b¦d¡cy
ko«cem »adnego z tych odcinków. Malujemy odcinek P0Pi kolorem ki. U»yli-
±my n-1 kolorów, speªniaj¡c wymagany warunek.
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