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1 Wprowadzenie

Niniejsza praca podejmuje tematyke kolorowania punktéw na ptaszczyznie, ktore
czesto pojawia sie na olimpiadzie matematycznej. Jest podzielona na kilka dziatéw
ze wzgledu na kilka rodzajow zadan z kategorii kolorowania jak okreslajace moz-
liwoéé kolorowania w zaleznodci od odlegtodci miedzy punktami czy kolorowanie
plaszczyzny tak, by wszystkie proste na niej miaty okreslong ilog¢ koloréw.

2 Odlegtosci miedzy punktami

Zagadnienia z tej kategorii sa podstawowymi zagadnieniami z kolorowania punktéw
na plaszczyznie, ktére polegaja na udowodnieniu mozliwosci istnienia punktéw o
okreslonej odlegltosci pokolorowanych na rézne kolory.

Dowody takich wtasnosci bardzo czesto polegaja na uzyciu wierzchotkow jakis figur
geometrycznych. Ponizej przedstawie kilka probleméw z tej kategorii.

2.1 Problemy

Problem 2.1 Ptaszczyzna pokolorowana jest 2 kolorami. Woéwczas istniejg dwa
punkty odlegle o 1 pokolorowane na ten sam kolor.

Dowod: Stérzmy tréjkat réwnoboczny o boku 1. Otrzymujemy sprzecznoscé.

Problem 2.2 Plaszczyzne kolorujemy dwoma kolorami. Kazda liczba rzeczywista
dodatnia jest odlegtoscia miedzy dwoma punktami o tym samym kolorze.

Dowdéd: Wybierzmy na ptaszczyznie punkt A, ktory jest pomalowany na nie-
biesko. Jezeli na okregu o srodku A i promieniu d (dowolna liczba rzeczywista
dodatnia) znajduje si¢ chociaz jeden niebieski punkt, to istnieja dwa niebieskie
punkty odlegte o d. W przeciwnym razie okrag o $rodku A i promieniu d jest
czerwony. Zatem znajdziemy na tym okregu dwa czerwone punkty, ktérych
odlegtos¢ wynosi d.



3 Kolorowanie ptaszczyzny tak, aby wszystkie proste na
niej mialy okreslong ilo$é koloréw.

Jest to zagadnienie przedstawione w gazetce OMG ,Kwadrat” z czerwca 2014 roku.
Problemy z tej kategorii polegaja na znalezieniu najwiekszej liczby koloréw, ktorag
mozna pokolorowaé plaszczyzne tak, aby kazda prosta na niej byta odpowiednio
pokolorowana. Dowody probleméw tego typu polegaja na znalezieniu odpowiedniego
kolorowania i udowodnieniu, ze to kolorowanie spetnia wszystkie warunki zadania.

3.1 Problemy

Problem 3.1 Kazdy punkt ptaszczyzny nalezy pomalowaé¢ na pewien kolor w taki
sposob, aby kazda prosta byta jednokolorowa lub dwukolorowa. Jaka jest naj-
wieksza mozliwa liczba koloréw, ktérych mozna uzy¢ do pomalowania punktow
tej plaszczyzny?

Plaszczyzne za wyjatkiem pewnej prostej & ma pierwszy kolor, prosta k za
wyjatkiem pewnego punktu P ma drugi kolor, a punkt P kolor trzeci. Zatem
najwieksza mozliwg liczbg koloréw spelniajaca warunki tego zadania jest 3.

Problem 3.2 Mozna tak pokolorowaé plaszczyzne trzema kolorami, by na kazdej
prostej wystepowaly doktadnie dwa kolory.

Dowod: Aby udowodni¢ ten problem poprawmy nieznacznie dowod poprzed-
niego. Wszystkie proste jednokolorowe sg réwnolegte do k. Dorysujmy kolejna
prosta przechodzaca przez punkt A i poza tym punktem nadajmy jej kolor
drugi (ten co k).

Problem 3.3 Iloma kolorami mozna pokolorowaé¢ plaszczyzne tak, aby kazda pro-
sta byla co najwyzej tréjkolorowa?

Sprobujmy wykorzystaé 4 kolory: na ptaszczyznie koloru pierwszego namaluj-
my dwoma kolorami dwie przecinajace sie proste. Punkt ich przeciecia oznacz-
my kolorem czwartym. Na kazdej z tych prostych mozemy dotozyé po punkcie
w dwéch nowych kolorach, wykorzystujac juz 6 koloréw. Nie jest to jednak
najwieksza liczba. Wystarczy zamiast dwoch przecinajacych sie prostych wziaé¢
dwie proste réwnolegle, a na kazdej z nich dwa punkty w réznych kolorach i
wowczas wykorzystamy az 7 koloréw. Jednak w zadaniu jest mowa o maksy-
malnej liczbie koloréw. Otéz mozemy uzy¢ nieskoniczonosé kolorow. Wystarczy
na prostej jednego koloru namalowaé okrag, ktérego kazdy punkt jest innego
koloru.



4 Liczba chromatyczna ptaszczyzny

Liczba chromatyczna ptaszczyzna to minimalna liczba koloréw potrzebnych do po-
kolorowania plaszczyzny w ten sposob, by zadne dwa punkty plaszczyzny oddalone
o 1 nie byty tego samego koloru.

Ten problem postawit w 1950 roku osiemnastoletni student Uniwersytetu w Chicago
- Edward Nelson. O postawienia problemu mineto juz ponad 65 lat, jednak ten pro-
blem nie zostatl jeszcze rozwigzany.Jedyne, co wiadomo to to, ze liczba chromatyczna
plaszczyzny jest wieksza od 3 i mniejsza od 8.

4.1 Problemy

Problem 4.1 Liczba chromatyczna ptaszczyzny jest wieksza niz 3.

Dowdéd:  Przeprowadzimy dow6d nie

wprost. Hipoteza: Liczba chromatyczna

plaszczyzny moze byé réwna 3. Kazdy A
trojkat rownoboczny o boku 1 ma wierz-
chotki trzech réznych koloréw. Narysujmy
czworokat ABCD skladajacy sie z dwoch
trojkatoéw réwnobocznych o boku 1: ABC
1 BCD.Bez utraty ogélnoéci przyjmijmy,
ze punkt A jest czerwony, B - niebieski,
a C - z6tty. Zatem punkt D musi by¢
czerwony. Obrdéémy czworokat ABCD o
taki kat wzgledem punkt A, aby odlegtosé
DD’ wynosita 1. Rozumujac analogicz-
nie w przypadku czworokata AB’C’D’ D’
otrzymujemy, ze punkt I’ jest czerwony,
czyli otrzymaliémy dwa punkty odlegle o
jeden tego samego koloru. Otrzymalismy
sprzecznoéé, ktora dowodzi twierdzenie 1.




Problem 4.2 Liczba chromatyczna ptaszczyzny jest mniejsza od 8.

Dowdéd: Plaszczyzne podzielmy na szescio-
katy foremne o boku a, jak na rysunku
(kazda cyfra od 1 do 7 oznacza inny ko-
lor). Najdtuzsza przekatna szesciokata jest
rowna Za, zas najkrotszy odcinek taczacy

dwa szedciokaty tego samego koloru jest
rowny: '
AB? = AC? + BC? = 4d” + 3a® = Ta’ .’0.
Zatem:
2a <1< 7a ' 6
o

1 1
W <a< 5
Jest mozliwe pokolorowanie plaszczyzny
tak 7 kolorami, aby odlegtosé dwoéch punk-
tow tego samego koloru byta rézna od 2.
Zatem twierdzenie jest prawdziwe.

5 Wierzcholki tr6jkatéow

Wierzchotki tréjkatéw sa najczesciej wykorzystywana metoda w dziedzinie kolo-
rowania. Polegaja na udowodnieniu jakiejs zaleznosci w kolorowaniu wierzchotkéw
trojkatow w réznych sytuacjach.

W dowodach tych probleméw najczesciej wystarczy rozwazyé wszystkie mozliwe
przypadki kolorowania lub przeprowadzajac dowdd nie wprost wybra¢ sobie jeden
punkt, kolorowaé po kolei punkty i dojéé¢ do sprzecznosci.

5.1 Problemy

Problem 5.1 Punkty ptaszczyzny pokolorowane sg dwoma kolorami. Istnieje taki
tréjkat réownoboczny, ktérego wszystkie wierzchotki sa tego samego koloru.



Dowdéd: Przyjmijmy, ze punkty ptaszczy-
zny zostaly pokolorowane na czarno i
z6tto. Na plaszczyznie wybierzmy czarny D
punkt A i zolty punkt B w ten sposob,
aby odcinek AB mial dltugos¢ 2 (na pod-
stawie poprzednich zadan wiemy, ze taki
istnieje). Ztozmy, ze punkt C jest §rod-

kiem odcinka AB i ma kolor np. czarny. 4
Wybierzmy punkty D i E tak, aby czwo-

rokat DAEC byt rombem o boku dtugo-

$ci 1. Jedli przynajmniej jeden z punktow

D, E bedzie czarny, to otrzymamy czar-

ny trojkat ACD lub ACE. W przeciwnym B
wypadku trojkat DEC bedzie zéttym troj-

katem rownobocznym o boku diugosci v/3.

Problem 5.2 Kazdy z wierzchotkéw siedmiokata foremnego zostal pomalowany na
jeden z dwoch koloréw: biaty lub czarny. Wéréd nich trzy punkty tego samego
koloru, ktore sa wierzchotkami tréjkata réwnoramiennego.

Dowé6d: Przeprowadzimy dowdd nie

wprost. Hipoteza: Nie istnieje taki E
jednokolorowy tréjkat réwnoramienny.

Oznaczmy wierzchotki literami A, B,

C, D, E, F, G. Punkt A pomalujmy na F
czarno, wiec jeden z punktéw B lub G

musi byé¢ zotty. Przyjmijmy, ze B jest

z6tty. Jeden z punktéw F' lub E musi by¢

czarny. Przyjmijmy, ze F' jest czarny. Aby a

nie powstaly trojkaty réwnoramienne

AFD i AFG malujemy punkt D i G na

z6to. Otrzymujemy sprzecznosé, ponie-

waz trojkat BDG jest réwnoramienny i A
wszystkie jego wierzcholki sg zotte.

Problem 5.3 Kazdy punkt obwodu kwadratu jest pomalowany jednym kolorem.
Rozwazamy wszystkie tréjkaty prostokatne, ktérych trzy wierzchotki leza na
obwodzie kwadratu. Jaka jest najmniejsza liczba koloréow, dla ktérej istnie-
je takie pokolorowanie kwadratu, ze zaden z rozwazanych tréjkatéw nie ma
wszystkich wierzchotkéw w jednym kolorze?



Najpierw pokazmy, ze dwa kolory: nie-
bieski i czerwony nie wystarcza do po-
kolorowania kwadratu. Oznaczmy wierz-
chotki kwadratu ABCD. Punkty E, F, G,
H sa odpowiednio érodkami bokéw AB,
BC, CD, DA. Sposrod punktow A, B, F
przynajmniej dwa sa tego samego koloru. D G C
Przypusémy, ze A i B sg niebieskie. Punk-
ty: H, D, C, F musza by¢ czerwone. Po-
wstaje trojkat prostokatny HDC, ktorego
wierzchotki sg czerwone. Przypusémy te-
raz, ze punkty A i F sa pomalowane na

niebiesko. Punkty: D, G, H musza by¢ i r
czerwone, czyli tworzg niedozwolony tréj-
kat prostokatny GDH.
Zatem dwa kolory nie wystarczaja, ale
trzy - tak. Pomalujmy odcinek AB bez
A E B

koricow kolorem czerwonym. Bok AD bez
konica D oraz bok DC bez konicéow ma-
lujemy na niebiesko. Bok BC bez korica
malujemy na zotto. Wierzchotki D i C po-
malujmy na czerwono. Przedstawione po-
kolorowanie spelnia warunki zadania.

Problem 5.4 Linie srodkowe trojkata rownobocznego ABC dziela go na cztery troj-
katy ADE, BDF, DEF i CEF, na bokach ktorych zaznaczono $rodki - sa nimi
punkty K, L, M, N, O, P, Q, R, S. Kazdy z pietnastu otrzymanych punktéw
pomalowano jednym z dwoéch koloréw. Mozna wybraé 3 punkty tego samego
koloru, ktore sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego.



Dowéd: Przeprowadzimy dowdd nie
wprost. Hipoteza: Nie istnieja takie trzy
punkty tego samego koloru, ktére sa
wierzchotkami trojkata réwnobocznego.
Zalozmy, ze punkt O jest czerwony.
Przynajmniej jeden z punktéw P, E, L
jest czerwony - bez utraty ogélnosci przyj-
mijmy, ze jest to punkt P i choé jeden z
punktow @, D, M jest czerwony. Zatem
punkty @ i D sa niebieskie, a M czerwony.
Analogicznie otrzymujemy, ze punkty F i
L sa niebieskie. Rozpatrujac ostatecznie
trojkaty DEA, QLN i DLK otrzymujemy,
ze wierzchotki trojkata AKN sg czerwone.
Otrzymujemy sprzecznosé, czyli teza jest
prawdziwa.

Problem 5.5 Boki trojkata réwnobocznego pomalowano uzywajac dwéch koloréw.
Wséréd pomalowanych punktéw istnieja trzy jednokolorowe, ktére sa wierz-
chotkami tréjkata prostokatnego.

Dowdéd: Przeprowadzimy dow6d nie
wprost. Hipoteza: Wéréd pomalowanych
punktéw nie istnieja takie trzy, ktore sa
wierzchotkami tréjkata prostokatnego.
Podzielmy trojkat na trojkaty réwno-
boczne jak na rysunku. Przynajmniej
dwa wierzchotki najwiekszego trojkata
musza by¢ tego samego koloru. Bez utraty
ogblnosci przyjmijmy, ze punkty A i B D H

sg zielone. Aby nie powstaly monochro- A/\/\
matyczne trojkaty prostokatne punkty

D ¢ H musza byé¢ czerwone. Postepujac 9 E

analogicznie otrzymujemy, ze punkty C,

E, F ¢ G musza by¢ zielone. Trojkat 4 B
CEF jest prostokatny i wszystkie jego

wierzchotki sa zielone. Otrzymali$my

sprzecznodé, czyli teza jest prawdziwa.




Problem 5.6 Kazdy punkt okregu jest pomalowany jednym z trzech koloréw . Pew-
ne trzy punkty jednego koloru sa wierzchotkami tréjkata réwnoramiennego.

Dowod: A, B, ..., M sa wierzchotkami 13-
kata foremnego wpisanego w okrag. Wy-
kazemy, ze wéréd dowolnych pieciu wierz-
chotkéw tego 13-kata znajda sie trzy beda-
ce wierzchotkami trojkata réwnoramien-
nego. Jedli wéréd dowolnych trzynastu
punktéw danego okregu znajdzie sie pie¢
pomalowanych tym samym kolorem, zada-
nie zostanie rozwigzane.

Przypusémy, ze udalo sie wybra¢ tak pie¢
wierzchotkéw, ze zadne trzy sposréd wy-
branych punktéw nie tworzg tréjkata row-
noramiennego. Zatézmy, ze wéréd wybra-
nych punktéw nie ma dwoéch sasiednich
wierzchotkéw 13-kata. Wowcezas wsrdd
wybranych punktéw znajdziemy dwa od-
dzielone doktadnie jednym wierzchotkiem,
ktory nie zostal wybrany. Bez utraty ogél-
nodci przyjmijmy, ze sa to B i M. Poniewaz
zadne trzy wybrane wierzchotki nie tworza
trojkata rownoramiennego, wiec nie zostat
wybrany zaden z punktow: A, B, C, K, L.
Trojkat BEJ jest rownoramienny, wiec co
najmniej jeden z punktéw FE, J nie zo-
stal wybrany. Bez utraty ogélnosci przyj-
mijmy, ze jest to punkt J. Zatem sposrod
punktow: E, F, G, H, I trzy zostaly wy-
brane, ale zadne dwa z nich nie sa kolej-
nymi wierzchotkami 13-kata, wiec musia-
ty zosta¢ wybrane punkty E, G, I. Otrzy-
malidmy sprzeczno$é, poniewaz te punkty
tworza tréjkat réwnoramienny.
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Rozpatrzmy teraz przypadek, w ktérym
wéréod wybranych wierzchotkdéw znajduja
sie dwa sasiednie, bez utraty ogélnosci A
1 B. Oznacza to, ze nie zostal wybrany
zaden z wierzchotkéw: C, H, M. Trojkaty
AJL, BEJ, BEL sa réwnoramienne, wiec
zostal wybrany najwyzej jeden z punktow
D, F, K. Analogicznej stwierdzamy, ze zo-
stal wybrany co najmniej jeden z punktow
G, I. Bez utraty ogélnosci przyjmijmy, ze
jest to punkt /. Zatem nie wybrano punk-
tow D, E, F, L.

Wiéréd wybranych pieciu punktéw musza
by¢ dwa sposrod G, J, K. Ze wzgledu na
trojkaty réwnoramienne wybranym punk-
tem jest punkt G. To oznacza, ze nie zo-
stal wybrany punkt K. Zatem pigtym wy-
branym punktem jest punkt J. Otrzymu-
jemy sprzecznosé, poniewaz tréjkat BGJ
jest réwnoramienny.

6 Zbiory punktéw

Zagadnienia z tej kategorii sg bardzo czesto pojawiaja sie na olimpiadzie matema-
tycznej. Punkty nalezy potaczyé by otrzymaé odcinki, ktére maja spetniaé odpo-
wiednie warunki.

W dowodach nie wystarczy juz tylko uzycie kredek, ale potrzeba réznych zaleznoéci
wynikajacych z zaltozer.

6.1 Problemy

Problem 6.1 Dany jest takt skoniczony zbiér B punktéw przestrzeni, ze kazde dwie
odlegltosci miedzy punktami tego zbioru sg rézne. Kazdy punkt zbioru B taczy-
my odcinkiem z najblizszym mu punktem zbioru B. Otrzymamy w ten spos6b
zbior odcinkow, z ktorych jeden (dowolnie wybrany) malujemy na czerwono,
wszystkie pozostale odcinki malujemy na zielono. Istniejg takie dwa punkty
zbioru B, ktérych nie mozna potaczy¢ tamang ztozona z odcinkéw pomalowa-
nych na zielono.

Dowdéd: Bez utraty ogodlnosci zalozmy, ze odcinek Ay Ag jest czerwony. Jesli
istniataby tamana ztozona z odcinkéw zielonych taczgca punkt Ay i As to
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istniatyby punkty As, ..., A, bedgce kolejnymi konicami odcinkéw tworzgcych
tamang. Narysujmy odcinek A4;A;, wiec A; jest najblizszym elementem zbio-
ru dla A; lub A; jest najblizszym elementem dla A;. Kazde dwie odleglosci
miedzy punktami zbioru sg rézne, wiec nie moze réwnoczesnie dla k # j A;
by¢ najblizszym elementem zbioru dla A; oraz Ay by¢ najblizszym elementem
zbioru dla A;. Zatem Ay jest najblizszym elementem zbioru dla Ay, Az dla
AQ,...,Al dla An albo An dla Al, An—l dla An,...,Al dla AQ.

W obu przypadkach odlegtosci kolejnych punktéw speliatyby odpowiednio
sprzeczne nieréwnosci.

A1As > AsAz > ... > A, AL > A1 Ay

albo
A1As < AsAz < ... < Ap Al < A1 Ay

Wobec tego punkty A; i As nie moga by¢ potaczone tamana ztozona z odcinkéw
zielonych.

Problem 6.2 Dany jest zbior n punktow (n > 2), z ktérych zadne trzy nie leza na
jednej prostej. Kolorujemy wszystkie odcinki o konicach w tym zbiorze tak, by
kazde dwa odcinki o wspo6lnym koricu miaty rézne kolory. Jaka jest najmniej-
sza liczba koloréw, dla ktorej istnieje takie pokolorowanie.

Przyjmijmy, ze dane punkty sa wierzchotkami n-kata (jesli n = 2 wystarczy
jeden kolor). Wszystkie odcinki o jednakowym kolorze wyznaczaja roztacz-
ne pary wierzchotkéw wielokata. Maksymalna liczba roztacznych podzbioréw

n
dwuelementowych zbioru wynosi 5 Zatem liczba koloréw jest nie mniejsza niz

(E)(ﬁ)*l _Jn dla n nieparzystych.
n —1 dla n parzystych.

Wykazmy, ze ta liczba kolorow wystarcza do spelnienia zgdanego warunku.
Gdy n jest liczba nieparzysta, bierzemy zbior wierzchotkow n-kata foremnego
i malujemy jednakowym kolorem bok i wszystkie réwnolegte do niego prze-
katne; inne odcinki malujemy réznymi kolorami. UzyliSmy n koloréw. Gdy n
jest liczba parzysta, bierzemy zbior wierzchotkow (n — 1)-kata foremnego oraz
jeden punkt P. Kolorujemy boki i przekatne wielokata w sposéb taki sam jak
powyzej, uzywajac n — 1 koloréw. Dla kazdego zbioru réownolegtych odcinkéw
jednakowego koloru k;, pozostaje jeden wierzcholek P; wielokata nie bedacy
konicem zadnego z tych odcinkéw. Malujemy odcinek PyP; kolorem k;. Uzyli-
$my n-1 koloréw, spelniajac wymagany warunek.
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