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1 Wstep

Jednym z podstawowych proceséw w matematyce jest rozdzielanie zbioru ele-
mentéw na klasy postugujac sie pewnymi konkretnymi zasadami. Podazajac za
tymi zasadami, mozemy zdecydowaé, czy pary elementéw moga zostaé przy-
pisane do tej samej klasy. Przyktadowo, jesli mielibySmy zaplanowaé dzienny
rozklad zajeé na uczelni, musielibySmy upewnié sie, ze zaden profesor nie ma
udziela¢ dwéch wykladéow w tym samym czasie. Jednocze$nie chcemy tez, aby
plan zajeé¢ byl jak najkrétszy. Aby wykonaé¢ to zadanie, mozemy zakodowaé
konkretna godzine jako klase i przypisa¢ do niej wszystkie niekolidujace ze sobg
wyklady. Nastepnie, tworzymy kolejna klase zawierajaca pozostate niekonflik-
tujace wyktady. Robimy tak az do momentu, w ktorym wszystkie zajecia sg
przypisane do jakiej$ godziny. Z pomoca przy prezentowaniu takiego problemu
przyjdzie nam teoria graféw - przedstawi¢ go mozna za pomoca grafu, w kté-
rym kazdy wierzcholek odpowiada jednemu wyktadowi, z krawedziami pomiedzy
kazdg kolidujaca para. Powiedzmy, ze mamy siedem wyktadéw A, B, C, D, E,
F, G. Profesor X daje wyktady A, B i C, profesor Y wyklady D i E a profesor Z
wyktady F i G. Sytuacje ta mozna przedstawi¢ za pomoca grafu, jak pokazuje
Rysunek 1.

Rysunek 1: Przedstawienie przyktadowego problemu za pomoca grafu

Klasy moga by¢ oznaczone zbiorem koloréw C'. Przypisujemy teraz kolory w
taki sposéb, aby zadna para polaczonych wierzchotkéw nie miala tego samego
koloru.
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Rysunek 2: Przedstawienie przykltadowego problemu za pomoca grafu

Na Rysunku 2 widzimy, ze potrzeba jedynie trzech koloréw do pokolorowa-
nia tego grafu, a co za tym idzie, trzech godzin do rozmieszczenia wszystkich
wyktadow w taki sposéb, aby ze soba nie kolidowaly. Proces opisany wczesniej



jest kolorowaniem wierzcholkowym tego grafu. Kolorowanie wierzcholkowe grafu
G = (V, E) to taka funkcja ¢, ze ¢ : V(G) — C, gdzie dla kazdego zy € E(G),
c(z) # c(y). V(Q) jest zbiorem wszystkich wierzchotkéw grafu G i E(G) zbio-
rem wszystkich krawedzi tego grafu. Jedli |C] = k, wtedy funkcja ¢ nazywana
jest k-kolorowaniem G. Najmniejsze k, dla ktérego G jest k-kolorowalne nazy-
wane jest liczbg chromatyczng grafu G i zapisywane jako x(G) (Weisstein, 2005).

Istnieje wiele probleméw matematycznych, ktére zwiazane sa z kolorowa-
niem wierzchotkowym graféw. Jednym z nich jest problem Hadwigera-Nelsona,
ktéry po raz pierwszy zostal sformutowany w 1950 roku przez E.Nelsona i ktéry
ponizej podajemy w dwoch wersjach:

Problem 1 Niech G bedzie grafem nieskonczonym, w ktorym wierzcholkami sq
wszystkie punkty na plaszczyznie, i w ktorym xy jest krawedzig tylko jesli punkty
x 1y sqg oddalone od siebie o 1. Jaka jest liczba chromatyczna x(G) grafu G?
(Jensen i Toft, 1995).

Jaka jest minimanla liczba koloréw, ktorymi musi byé pokolorowana plasz-
czyzna, aby istnialo kolorowanie takie, Ze nie istnieje odcinek o diugosci 1, ktory

ma kovice o tych samych kolorach? (Pitera, 2014).

Powyzszy problem pojawil sie na warsztatach Uniwersytetu Jagiellonskiego
dla licealistéw i przykut wtedy moja uwage. Podczas zaje¢ wspomniane zostalo
rowniez twierdzenie o czterech barwach i réznorodne zastosowania teorii graféw,
co sklonito mnie do zainteresowania si¢ zagadnieniami kolorowania. Dlatego tez
zdecydowalam sie poswiecié te prace problemowi Hadwigera-Nelsona. W dalszej
czesci pracy przedstawione zostang podstawy kolorowania graféw, kolorowania
zbioréw R, N x N, Z x Z, Q x Q, a nastepnie oszacowanie dolne i goérne dla
X(R x R), czyli dla rozwiazan problemu Hadwigera-Nelsona.

2 Liczba chromatyczna graféw o réznych typach

Zanim przejdziemy bezposrednio do analizy problemu Hadwigera-Nelsona, warto
przyjrzec sie wartosciom liczby chromatycznej dla réznych typéw grafow. Dzieki
temu sprawdzimy, czy rozwiazanie problemu Hadwigera-Nelsona mogloby opie-
ra¢ sie o strukture podobng podstawowym grafom. Po znalezieniu liczb chro-
matycznych kilku graféw danego typu, zauwazyé mozna bylo powtarzalny wzor
dla rozwiazan.

Jako pierwsze rozwazmy drzewo, czyli graf spéjny bez cykli (Gorgol, 2007). Z
samej jego definicji wynika, ze do pokolorwania go wystarcza nam dwa kolory
- po pokolorowaniu jednego wierzchotka kolorem 1 kolorujemy wszystkie pota-
czone z nim wierchotki kolorem 2, nastepnie wszystkie wierzchotki potaczone
z wierzchotkami o kolorze 2 kolorujemy kolorem 1 i tak dalej. Brak cykli w
grafie oznacza, ze dwa wierzcholki o tym samym kolorze nie beda ze soba pola-



czone w wypadku takiego kolorowania. Rysunek 3 przedstawia dwa przyktady
pokolorowanych drzew.
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Rysunek 3: Kolorowanie wierzchotkowe drzew

W grafach cyklicznych o liczbie wierzchotkéw wiekszej niz jeden, liczba chro-
matyczna zalezy od tego, czy liczba wierzchotkow jest parzysta czy nieparzysta.
W pierwszym przypadku liczba chromatyczna wynosi dwa, natomiast w drugim
przypadku jest to trzy. Wynika to z faktu, ze w grafie cyklicznym z parzysta
liczba wierzchotkéw mozemy kolorowaé wierzchotki na zmiane dwoma kolorami
i zadne dwa wierzcholki o tym samym kolorze nie spotkaja sie. W grafach o nie-
parzystej liczbie wierzchotkéw jest to niemozliwe, poniewaz pierwszy i ostatni
wierzchotek, ktore sg ze sobg polaczone, mialyby ten sam kolor. Przyklady gra-
fow cyklicznych o parzystej i nieparzystej liczbie wierzchotkéw przedstawione sg
na Rysunku 4.
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Rysunek 4: Kolorowanie wierzchotkowe graféw cyklicznych

Dla graféow pelnych K,,, gdzie n > 1, liczba chromatyczna réwna jest n, jako
ze w grafie tego typu kazdy wierzcholek polaczony jest ze wszystkimi innymi.
Zostato to dowiedzione przez Rowlanda L. Brooksa w 1941 roku i nazywane jest
Twierdzeniem Brooksa. Méwi ono, ze jedli graf jest pelny, jego liczba chroma-
tyczna wynosi A(G) 4 1, gdzie A(G) jest maksymalnym stopniem wierzchotka
w tym grafie (Cranston and Rabern, 2014).



W wypadku graféw planarnych, najwieksza mozliwg liczba chromatyczna
jest 4, co wynika z twierdzenia o czterech barwach. Twierdzenie to zostato udo-
wodnione przy uzyciu programu komputerowego w roku 1976 przez K.Appela i
W.Hakena, chociaz nie wszyscy matematycy zgadzaja sie co do wiarygodnosci
tego dowodu. W roku 2009, Limin Xiang przedstawil propozycje formalnego
dowodu na prawdziwos$¢ twierdzenia o czterech barwach (Xiang, 2009).

Niestety, rozwazania te raczej nie doprowadza nas do ostatecznej odpowiedzi
na problem Hadwigera-Nelsona. Bierzemy tam pod uwage grafy punktéw odda-
lonych o 1 (z ang. unit distance graphs). Wraz ze wzrostem liczby wierzchotkdw,
grafy rozwazane powyzej staja sie zbyt zlozone, aby mogly by¢ przedstawione
w postaci graféw punktéw oddalonych o 1, dlatego ich liczby chromatyczne nie
pomoga nam w szukaniu rozwiazania dla problemu Hadwigera-Nelsona. Przy-
ktadowo, K, juz dla n = 4 nie spelnia warunku o odlegtosci 1, jako ze ma on
wtedy posta¢ kwadratu - nawet jesli jego boki beda mialy dlugos¢ 1, to dwie
pary wierzchotkéw potaczonych ze soba przekatnymi znajdowaé sie beda w od-
leglosci v/2 od siebie. Odpowiednio ztozone grafy punktéw oddalonych o 1 nie
sg takze ani drzewami, ani grafami planarnymi, co zobaczymy na rozwazanym
w dalszej czeéci pracy grafie nazywanym wrzecionem Moserow.

3 Liczba chromatyczna r6znych obiektéw mate-

matycznych

Jaka bylaby liczba chromatyczna x(N)? Rozwazmy 0§ z zaznaczonymi punktami
o wartosciach naturalnych - punkty te oddalone sa od siebie o 1. Czy do po-
kolorowania ich wystarczy jeden kolor? Odpowiedz jest dosé oczywista - majac
jeden kolor, mozemy pokolorowaé wylacznie jeden wierzchotek. Jesli natomiast
do dyspozycji mamy dwa kolory, zadanie wydaje sie bardziej wykonalne, jako
ze mozemy pokolorowaé jeden wierzcholek jednym kolorem, wierzchotek sasia-
dujacy z nim drugim kolorem, a nastepny wierzcholek znowu pierwszym. Tak
samo dzieje sie w przypadku x(Z), gdzie jedyna réznica jest to, ze bierzemy pod
uwage réwniez liczby ujemne. Podobnie jest w wypadku x(Q). Wreszcie, liczba
chromatyczna x(R) jest réwniez réwna dwa, pomimo tego, ze sklada sie z o
wiele wiekszej ilosci punktéw. Wynika to z faktu, ze zasada ktora poshugujemy
sie przy tworzeniu krawedzi sie nie zmienia, niezaleznie od tego, jakie punkty
bierzemy pod uwage.

Problem Hadwigera-Nelsona rozwazany jest na ptaszczyznie sktadajacej sie z
punktéw o wspétrzednych bedacych liczbami rzeczywistymi. Taki zbiér punktéw
bedziemi oznaczaé¢ R x R, co jest illoczynem kartezjanskim tych dwéch zbioréw.
Jak zmienilyby sie te rozwazania, gdybysmy brali pod uwage wylacznie punkty
o wspétrzednych bedacych liczbami naturalnymi? Wynikajace utozenie punktéw
bytoby kratownica N x N, w ktérej kazdy punkt bylby odlegly o 1 od doktadnie
czterech innych punktéow. Po stworzeniu krawedzi pomiedzy wszystkimi punk-
tami odleglymi od siebie o 1, otrzymaliby$my unit distance graph sktadajacy sie
z przylegltych kwadratéw. Liczba koloréw potrzebnych do pokolorowania takiego
grafu to dwa, poniewaz do pokolorowania pojedynczego kwadratu potrzebujemy
dwoch koloréw. Sytuacja wyglada podobnie, jedli rozwazamy punkty, ktérych



wspélrzedne sa liczbami calkowitymi - réznice stanowi fakt, ze bierzemy teraz
pod uwage punkty o ujemnych wspotrzednych.

Liczba chromatyczna Q x Q takze jest réwna 2. Dokladny dowdd tego stwier-
dzenia zostal podany w roku 1973 przez Woodalla (Jensen, 2010). Opiera si¢
on na fakcie, iz punkt o wspétrzednych wymiernych nieskracalnych przez 2 (¢,
9), gdzie a,b,c,d € 7Z, bedzie w odlegtoéci 1 od Srodka uktadu wspéirzednych
jedynie, gdy oba mianowniki b i d beda nieparzyste. Nastepnie mozna pokazad,
ze jesli dane sa dwa punkty R(r1,72) oraz P(p1,p2) o wspélrzednych wymier-
nych oddalone od siebie o 1, to wspélrzedne punktu (r; — p1,re — p2) beda
liczbami wymiernymi o nieparzystych mianownikach. To pozwala stworzy¢ rela-
cje na Q x Q, w ktérej dwa punkty R(r1,r2) oraz P(p1, p2) beda w relacji wtedy
i tylko wtedy, gdy wspdlrzedne punktu (r; — p1, 72 — p2) beda liczbami wymier-
nymi o nieparzystych mianownikach. Latwo sprawdzié, ze taka relacja bedzie
relacja rownowaznosci. Wtedy powstalym klasom réwnowaznosci mozemy przy-
pisa¢ ten sam kolor. Rozwazmy kolorowanie podane wzorem:
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_Jczerwony, jesli a + c jest parzyste
niebieski, jesli a + c jest nieparzyste

Takie kolorowanie zapewnia, ze kazde dwa punkty o wspélrzednych wymier-
nych nie beda mieé przypisanego takiego samego koloru. W wypadku R x R nie
da sie stworzy¢ takiej relacji w podobny sposéb jak dla Q x Q.

4 Oszacowanie dolne dla rozwigzan problemu

Kilka akapitéw wyzej rozwazaliSmy sytuacje, takie jak x(R), w ktérych uzyé
mozna bylo dwéch koloréw do pokolorowania danej konfiguracji punktow, jed-
nak byly to kolorowania konkretnych ulozen i niekoniecznie musza by¢ praw-
dziwe dla wszystkich ulozen punktéow. Najprostszym wyjadnieniem tego faktu
jest sytuacja, w ktoérej trzy wierzchotki na plaszczyznie tworza trojkat réwno-
boczny o boku dlugosci 1 - nie jest mozliwym pokolorowanie go za pomoca
dwdch koloréw. To prowadzi nas do rozwazan na temat 3-kolorowania ptaszczy-
zny, ktorego przyklad przedstawiony jest w Rysunku 5.

Rysunek 5: Propozycja 3-kolorowania plaszczyzny



Wydawacé by sie moglo, ze jest to ostateczne rozwiazanie problemu Hadwigera-
Nelsona. Jednak graf ten nie jest jedynym, jaki moze powstaé na plaszczyZnie.
Mozemy na przyklad stworzy¢ graf skladajacy sie z dwoch rombéw z bokami o
dlugosci réwnej 1. Romby te umieszczone sa na plaszczyznie w taki sposob, ze
maja wspélny wierzcholek przy kacie ostrym, a pomiedzy pozostalymi wierz-
chotkami przy katach ostrych jest odlegloéé¢ rowna 1, tak przedstawione zostalo
to w Rysunku 6. Takie ulozenie zostalo opublikowane po raz pierwszy w 1961
roku przez Leo i Williama Moseréw i nazywane jest wrzecionem Moserow.

Rysunek 6: Wrzeciono Moserow

Jesli przypiszemy kolor A wierzchotkowi nalezacemu do obu rombéw, wtedy
te dwa wierzcholki, ktére z nim sasiaduja w rombie musialyby zostaé¢ pokoloro-
wane dwoma innymi kolorami, odpowiednio B i C. W takiej sytuacji, wierzchotki
przy katach ostrych obu romboéw, ktére nie sg wspélne, miatyby ten sam kolor
A (Rys. 7).

Rysunek 7: Wrzeciono Moserow

Jest to sprzeczne z wymaganiem, aby zadna para wierzchotkéw odleglych
od siebie o 1 nie miala tego samego koloru. Pokazuje to, ze potrzebujemy co
najmniej czterech kolorow, aby pokolorowaé ten graf, tak jak jest to pokazane
na Rysunku 8. Graf ten zadaje nam ograniczenie dolne na x(R x R), poniewaz
do tej pory nie znaleziono grafu punktéw oddalonych o 1, ktéry wymagalby
pieciu koloréw do wykonania poprawnego kolorowania.



Rysunek 8: Poprawne kolorowanie wrzeciona Moseréw

5 Oszacowanie gorne dla rozwigzan problemu

Wiemy teraz jaka jest dolna granica dla rozwiazan problemu Hadwigera-Nelsona
- a co z gorng? Wedlug Pritikina, znalezienie 5-kolorowalnego unit distance
graph jest mozliwe, jednak obecne rezultaty sa niesatysfakcjonujace (Pritikin,
1998). Szukanie takiego grafu moze zakonczy¢ sie sukcesem przy uzyciu nowocze-
snej technologii. Pritikin twierdzi tez, ze kazdy unit distance graph zawierajacy
6197 lub mniej wierzcholtkéw jest 6-kolorowalny (Pritikin, 1998). Nie jest to jed-
nak odpowiedzia na pytanie dotyczace gérnej granicy dla rozwiazan problemu
Hadwigera-Nelsona. Przedstawiona moze by¢ za pomoca parkietazu plaszczy-
zny szedciokatami foremnymi o przekatnej dlugosci 1 lub troche krétszej niz 1,
i T-kolorowania, w ktorym kazdy punkt znajdujacy sie wewnatrz jednego sze-
$ciokata ma ten sam kolor. Parkietaz powstaje, kiedy za pomoca konkretnego
ksztaltu zakrywamy ptaszczyzne, nie pozwalajac powtarzajacym sie ksztaltom
nachodzi¢ na siebie ani zostawiaé¢ pustych przestrzeni. Parkietaz ptaszczyzny
szesciokatami foremnymi ukazuje Rysunek 9.

Lepiej jest nada¢ szeSciokatom przekatna odrobine krotsza niz 1, jako ze

pozwala to uniknaé sytuacji w ktorej dwa punkty lezace na krawedziach tego
samego szedciokata maja rézne kolory. Kiedy wybierzemy dowolny punkt na
plaszczyznie, wszystkie punkty odlegle od niego o 1 znajdowaé sie beda poza
obszarem sze$ciokata, do ktorego nalezy wybrany przez nas punkt. Oznacza to,
ze jesli przypiszemy jaki$ kolor jednemu szesciokatowi, potrzebujemy jeszcze
szesciu innych koloréw aby pokolorowaé pozostale sze$ciokaty.
Parkietaz plaszczyzny szesciokatami foremnymi sugeruje gérna granice pro-
blemu Hadwigera-Nelsona, ale moze wydawacé sie¢ niewystarczajacym dowodem.
Inne, bardziej doktadne 7-kolorowanie ptaszczyzny zostalo zademonstrowane
przez Dana Pritikina. Jest ono okresowe i sklada sie z kolumn pieciokatéw po-
kolorowanych na sze$é koloréw z dodatkowymi rejonami w ksztalcie romba, po-
kolorowanymi za pomoca siédmego koloru. 7-kolorowanie zaproponowane przez
Pritikina przedstawione jest w Rysunku 10. Rejony pokolorowane siédmym ko-
lorem stanowia niewielka czes¢ catego parkietazu, poniewaz kolor ten przypisy-
wany jest wylacznie wierzchotkom, ktére nie moga by¢ pokolorowane za pomoca
pierwszych szeéciu koloréow. Ukazuje to, ze gbrng granica moze okazac sie 6, a
nie 7. Dodatkowo, Pritikin pokazal, ze dowolne 6179 punktéow w 7-kolorowaniu
plaszczyzny moze by¢ poddanych translacji w taki sposéb, ze siddmy kolor nie
jest juz potrzebny do pokolorowania ich (Axenovich et al., 2011).



Rysunek 9: Fragment parkietazu plaszczyzny sze$ciokatami foremnymi

Rysunek 10: 7-kolorowanie zaproponowane przez Pritikina

6 Wnioski

Celem tej pracy bylo zbadanie problemu Hadwigera-Nelsona i przedstawienie
dolnych i gérnych oszacowan dla x(R x R). Pokazane zostalo, ze ani jeden ani



dwa kolory nie wystarcza do pokolorowania ptaszczyzny. Trzy kolory wydawaly
sie by¢ lepsza odpowiedzia, jednak nie kazdy unit distance graph moze by¢ po-
kolorowany za pomoca trzech koloréw, co prowadzilo do wniosku, ze potrzeba co
najmniej czterech koloréw do pokolorowania plaszczyzny. Dowdd na to przedsta-
wiony zostal za pomoca wrzeciona Moseréw, ktory jest skoficzonym podgrafem
nieskonczonego unit distance graph plaszczyzny i ktérego liczba chromatyczna
wynosi cztery. Gérna granica zostala pokazana za pomocs parkietazu plaszczy-
zny sze$ciokatami foremnymi i 7-kolorowaniem powstatego obiektu. Nie jest to
jedyny dowdd na gérny limit rozwiazan - Dan Pritikin przedstawil podobne 7-
kolorowanie, ktére jednak bylo bardziej dokladne niz parkietaz szesciokatami.
Chociaz przedzial w ktorym mieszcza sie rozwiazania problemu Hadwigera-
Nelsona jest niewielki, probolem pozostaje nierozwiazany od jego publikacji, od
ktérej mineto ponad 50 lat. Pomimo tego, ze za gérny limit dla rozwigzan uzna-
jemy siedem, kolorowanie zaproponowane przez Pritikina daje nam podstawy
sadzi¢, ze sze$¢ koloréw wystarczy do pokolorwania plaszczyzny. Niestety, jako
ze ilo$¢ wierzchotkéw uzytych przez Pritikina jest bardzo duza, nie jest tatwo
wykorzystaé¢ te wiedze w dalszej eksploracji. Problem Hadwigera-Nelsona mo-
zemy takze rozwazy¢ w przestrzeni, zamiast na plaszczyznie. W 3-wymiarowej
przestrzeni, dolny limit dla rozwiazan jest wiekszy badz réwny 5, co zostalo
udowodnione w roku 1970 przez Raiskii’ego (Jensen i Toft, 1995). Dolny limit
mozna udowodnié¢ takze za pomoca tréjwymiarowego odpowiednika wrzeciona
Moseréw. Goérna granica jest mniejsza badz réwna 18 i znajduje sie ja za po-
moca kolorowania krat i podkrat (Coulson, 2002). Problem moze by¢ jeszcze
bardziej uogdlniony, jesli rozwazymy go w n-wymiarowej przestrzeni, dla kto6-
rego to przypadku dolny limit zostal udowodniony przez Frankla i Wilsona w
roku 1981 a gérny przez Larmana i Rogersa w roku 1972.
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