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Wstep

Niniejsza praca dotyczy pewnego zagadnienia z teorii gier, a mianowicie istnienia strategii
wygrywajacej. Strategia wygrywajaca to szereg regut, dzigki ktérym bez wzgledu na to, co zrobi
nasz przeciwnik, wygramy. Postanowitem napisa¢ prace na ten temat, gdyz lubi¢ wygrywac.

Na poczatku pracy przedstawiam zasady klasycznych gier dwuosobowych. Opisy tych gier
dostepne sg w literaturze (np. w [1]), ale samodzielne znalezienie wtasciwych dla nich strategii
wygrywajacych potraktowatem jako ¢wiczenie i rozgrzewke. W dalszej czg$ci pracy opisuj¢ moje
uogolnienia gier z poprzedniego rozdziatu. Dla nich rowniez znajduje strategie wygrywajace.

W ostatniej cz¢$ci pracy skupiam si¢ na strategiach przegrywajacych .

Czytelnikowi zycze milego zaglebiania si¢ w lekture!



I.

I1.

Co to jest strategia wygrywajaca?

Strategia wygrywajqgca to algorytm, dzigki ktoremu za kazdym razem wygramy w dane;j
grze, bez wzgledu na ruchy przeciwnika. Pojgcie strategii wygrywajacej czesto jest mylone
ze sposobem gry, ktéry da nam szanse wygrane wieksze niz przeciwnikowi. Zeby to
zobrazowac¢ przyjrzyjmy si¢ nastg¢pujacemu przyktadowi. W filmie Oszukac System Brian
Brushwood pokazuje sposob, jak gra¢ w Papier-Kamien-Nozyce. Okazuje si¢, ze ludzie,
ktorzy wygraja dang rundg, najczesciej powtarzajg ruch w kolejnej, podczas gdy ci, ktorzy
runde przegraja, zmieniaja wybor w okreslonej kolejnosci: kamien na papier, papier na
nozyce, nozyce na kamien. Dzigki tej informacji iluzjoniscie udalo si¢ wygra¢ ze
wszystkimi osobami bioragcymi udziat w eksperymencie. Ten sposob jest ciekawy, ale z
punktu widzenia matematyki nie jest strategia wygrywajaca, poniewaz on tylko zwigksza
prawdopodobienstwo wygranej, a nie ja zapewnia.

Gry znane w literaturze
Graw,-1,-2”

Opis gry

Na stole lezy dziesie¢ zolierzykow: pie¢ jednego gracza i pi¢¢ drugiego gracza. W grze
bierze udziat dwoch graczy. W kazdym ruchu gracz zabiera ze stotu jednego lub dwa
zohierzyki. Wygrywa ten, kto zabierze ze stotu ostatniego zotierzyka.

Strategia wygrywajaca

Strategie wygrywajaca ma gracz pierwszy. W pierwszym ruchu powinien on zabrac
jednego zotnierzyka a nastepnie odwracac¢ ruchy przeciwnika, to znaczy bra¢ jednego
zohierzyka, gdy on bierze dwa i bra¢ dwa, kiedy on bierze jednego. W ten sposob po
ruchach gracza pierwszego na stole bedzie odpowiednio: dziewieé, szes¢, trzy i zero
zohierzykoéw. Zauwazmy ponadto, ze liczba zotierzykow bezposrednio po ruchu drugiego
gracza nigdy nie bedzie liczba podzielng przez trzy, a wigc nie moze on doj$¢ do zera jako
pierwszy.

Grim

Opis gry

Mamy dziewi¢¢ koralikdw nawinigtych na sznur, tak jak na ponizszym rysunku.
Ruch polega na na zebraniu koralika ze stotu. Nie wolno jednak zabiera¢ koralika, ktory nie
jest polaczony z zadnym innym. Przegrywa ten, ktory jako pierwszy nie moze wykonac

ruchu.
9,0,0,0.0,0,0,0,0

Rys. 1 Koraliki do gry Grim

Strategia wygrywajaca

Strategi¢ wygrywajaca posiada gracz pierwszy. Jesli najpierw podzieli on sznur na dwie
takie same czgsci, zabierajac Srodkowy koralik a nastgpnie bedzie on odbijat ruchy
przeciwnika w symetrii wzgledem s$rodka korali, po kazdym ruchu pierwszego gracza
sytuacja bedzie symetryczna wzgledem $srodka. Zatem, dopoki gracz drugi jest w stanie
wykona¢ ruch, gracz pierwszy moze go odbi¢. Poniewaz liczba koralikoéw zmniejsza sig, gra



musi si¢ kiedy$ skonczy¢. Jesli gracz pierwszy bedzie gral zgodnie z tg strategia,
uniemozliwi wygrang graczowi drugiemu, zapewniajac sobie zwycigstwo.

Zauwazmy, 7ze powyzsza strategia wygrywajaca dziata, jesli na poczatku na stole jest
dowolna rozna od 1 nieparzysta liczba koralikow. Przegladajac literatur¢ dowiedziatem sie,
ze ten problem jest bardzo trudny (a nawet czgSciowo otwarty), jesli na stole na poczatku
jest parzysta liczba koralikéw (2).

Podobna strategia jest dobra w grze Monety na Stot.

3. Monety na Stotl

Opis gry

Dwoch graczy na przemian ktadzie na stole monety jednogroszowe w taki sposob, aby
dokladana moneta w cato$ci znajdowata si¢ na stole oraz nie nachodzila na monety juz tam
potozone. Wygrywa ten z graczy, ktory jako ostatni jest w stanie dotozy¢ monetg.

Strategia wygrywajaca

Strategi¢ wygrywajaca ma gracz pierwszy. W pierwszym ruchu powinien on potozy¢
monete doktadnie na §rodku stotu, a p6zniej odbijac ruchy przeciwnika w symetrii
wzgledem S$rodka stotu. W ten sposéb, po kazdym ruchu pierwszego gracza monety utozone
na stole bedg tworzy¢ ksztatt symetryczny wzgledem $rodka. Wynika stad, ze jesli drugi
gracz jest w stanie wykonac¢ ruch, to pierwszy moze rozpocza¢ nast¢pna kolejke. Poniewaz
na stole zmiesci si¢ tylko skonczona liczba monet, gra musi si¢ kiedys zakonczy¢, a wiec
opisana strategia doprowadzi gracza pierwszego do wygrane;j.

4. Zatruta Czekolada

Opis gry

Dana jest tabliczka czekolady o wymiarach 8x5. Jedna kostka (w prawym goérnym rogu) jest
zatruta. Na poczatku jest dwoch graczy (p6zniej tylko jeden). Kazdy z nich w swoim ruchu moze
wzig¢ dowolng ilo$¢ czekolady byle linia ztamania byta linig prosta. Przegrywa osoba, ktéra zje
zatruta kostke.

Strategia wygrywajaca

Strategi¢ wygrywajaca posiada gracz pierwszy. Sprowadza on tabliczke do tabliczki o
wymiarach 5x5, czyli do kwadratu. W ten sposob po kazdym ruchu gracza drugiego, tabliczka nie
jest kwadratowa, a wigc gracz pierwszy nie musi jes¢ zatrutej kostki. Czekolada musi si¢ kiedy$
skonczy¢, a wigc ktorys z graczy przegra. Nie bedzie to gracz pierwszy, wiec bedzie to gracz drugi.

II1. Moje uogolnienia
A. Uogolnienia gry ,,-1,-2”
1. ,,-1, -2 z wymuszeniem”

Opis gry

W grze bierze udzial dwoch graczy. Poczatkowo na stole lezy dziesig¢ monet. Gracze
na przemian zabierajg lub doktadaja monety. Kto zabierze ostatniag monete, wygrywa. W
jednym ruchu mozna zabra¢ jedng lub dwie monety, albo dotozy¢ jedna monete¢ na stot. Jesli
przeciwnik doda monete, to druga osoba musi w nastepnym ruchu zabra¢ dwie monety.



Strategia wygrywajaca

Strategi¢ wygrywajaca ma gracz pierwszy. Na poczatku dodaje jedng moneteg, a wiec na
stole bedzie ich jedenascie. Drugi gracz musi zabra¢ dwie monety. W nastepnej kolejce
gracz pierwszy znowu dodaje jedng monete. Po jego drugim ruchu na stole jest dziesie¢
monet. Gracz pierwszy powinien gra¢ w ten sposob (to znaczy caty czas dodawac monete),
az na stole po ruchu gracza drugiego zostang dwie monety. Wtedy gracz pierwszy powinien
wzia¢ obie monety.

2. Gra bez strategii wygrywajacej

Opis gry

Na stole jest dziesig¢ kartonikéw soczku. W grze bierze udzial dwoch graczy. Probuja
oni doj$¢ do sytuacji, gdy na stole nie ma soczkdéw, to znaczy wygrywa ten, ktéry wezmie
ostatni soczek. W jednym ruchu zabieramy dwa albo jeden soczek lub dodajemy jeden
soczek. W przeciwienstwie do poprzedniej gry, dodanie soczku przez ktorego$ z graczy, nie
powoduje zmian w mozliwosciach ruchow przeciwnika.

Ta gra nauczyla mnie jednej waznej rzeczy: nie we wszystkich grach ktorys z graczy
ma strategie wygrywajaca!
W tej grze strategii nie ma. Moze si¢ ona toczy¢ bez konca. Zauwazmy, ze jesli na stole sg
cztery soczki, to po nastgpnym ruchu moze ich by¢ pigé, a jesli na stole jest pig¢ soczkoéw, to
po nastepnym ruchu moze ich by¢ cztery.
Dzigki mozliwo$ci dodawania soczku, kazdy z graczy moze zapewni¢ sobie, Ze po jego
ruchu na stole sg co najmniej cztery soczki lub nie ma ich w ogole. Obaj gracze maja zatem
strategie nieprzygrywajaca, wigc zaden nie ma strategii wygrywajace;j.

3. ,-1,-2” raz jeszcze

Opis gry
Do gry ,,-1,-2” dodajmy nastepujaca regute: jesli ktorys z graczy w swoim ruchu ma
przed soba doktadnie trzy soczki, to moze wzig¢ wszystkie trzy.

Strategia wygrywajaca

Twierdzimy ze strategie wygrywajaca ma gracz drugi: jesli przez dwie pierwsze kolejki
bedzie on wykonywat ruchy przeciwne do gracza pierwszego, to niezaleznie od wyboru
pierwszego gracza, gdy si¢ one zakoncza, to na stole zostang cztery soczki. W tej sytuacji
gracz pierwszy moze wzia¢ albo jeden albo dwa soczki. W obu przypadkach gracz drugi

wygrywa.

4. Zastanéwmy sie, ile zolmierzykow w klasycznej grze ,,-2, -1” musi leze¢ na stole, aby
strategie wygrywajacq mial gracz drugi.

Zauwazmy, ze jesli poczatkowo na stole lezy podzielna przez trzy liczba zolierzykow,
to wygra gracz drugi. Niezaleznie od ruchu gracza pierwszego, gracz drugi bezposrednio
przed swoim ruchem bedzie mial przed sobg liczbg zotierzykéw niepodzielng przez trzy.
Zatem bedzie ona dawatla z dzielenia przez trzy reszte 1 lub 2. W pierwszym przypadku
gracz drugi musi odja¢ 1, a w drugim 2. W ten sposob otrzyma liczbe podzielna przez
trzy 1 ponownie uniemozliwi otrzymanie takiej liczby graczowi pierwszemu. Poniewaz 0
jest podzielne przez trzy, gracz pierwszy nie moze go osiggnac. Zauwazmy ponadto, ze



liczba Zotierzykow na stole zmniejsza si¢ przy kazdym ruchu, wigc gra kiedys si¢
zakonczy. Zatem kto$ musi wygra¢ 1 nie moze to by¢ gracz pierwszy, wigc musi to by¢
gracz drugi.

B. Uogolnienia do gry w Zatruta Czekolade
1. Czekolada z uko$nymi lamaniami

Opis gry

Zasady gry sa podobne do zwyklej gry w czekolade, jednak w kazdym ruchu mozna
famac po liniach pionowych poziomych lub uko$nych, takich jak na ponizszym rysunku.
Zatrute sg tym razem dwie trdjkatne kostki oznaczone nizej kolorem czerwonym.

X

Rys. 2 Zmodyfikowana tabliczka czekolady
Strategia wygrywajaca
Strategi¢ wygrywajaca ma gracz pierwszy, poniewaz moze on zabra¢ wszystko poza
zatrutg czescia.

. Czekolada z uko$Snymi lamaniami 11

Zajmijmy si¢ zatem ciekawszym przypadkiem. Tym razem zatrute sg cztery kostki w
prawym gornym rogu, tak jak na Rys. 3.

Rys. 3 Kolejna zmodyfikowana tabliczka czekolady.



Rys. 4 Pierwsze famanie pierwszego gracza przy zatozeniu, ze gra on zgodnie ze strategia
wygrywajaca.

Strategia wygrywajaca

Strategi¢ wygrywajaca posiada rowniez gracz pierwszy. Pierwsze tamanie powinien on
wykona¢ wzdluz linii zaznaczonej na Rys. 4 kolorem zielonym a nast¢pnie powinien
odbija¢ ruchy przeciwnika w symetrii wzgledem osi zaznaczonej na Rys. 5 kolorem

niebieskim.

Rys. 5 O$, wzgledem ktorej powinien odbija¢ ruchy gracz pierwszy w drugim ruchu.

Opis gry
Tym razem zatrute sg kostki zaznaczone na ponizszym rysunku.



Rys. 6 Kolejna zmodyfikowana tabliczka czekolady.

Strategia wygrywajaca
Strategi¢ wygrywajaca ma gracz drugi. Polega ona na odbijaniu ruchow gracza
pierwszego w symetrii wzgledem $rodka czekolady.

IV. Strategie przegrywajace

Wyobrazmy sobie, ze gramy z matym dzieckiem, ktore chce za wszelka cen¢ wygrac.
Niestety nie jest mu tatwo, poniewaz nie ma wprawy. Dlatego musimy znalez¢ algorytm,
ktory zapewni nam przegrang niezaleznie od tego, jakie ruchy wykona nasz przeciwnik.
Znalezienie strategii przegrywajacej w niektorych przypadkach jest fatwe a w niektorych
nawet trudniejsze od znalezienia strategii wygrywajace;.

Do gier, w ktorych ta strategia sama si¢ nasuwa nalezg wszystkie opisane wyzej gry
w Czekoladg. Aby przegra¢ wystarczy zjes¢ od razu catg czekolad¢. Zauwazmy ze jest to
jedyna strategia przegrywajaca w tej grze. Jesli dopuscimy do tego, zeby przeciwnik
mogt wykona¢ ruch, moze on zjes¢ calg pozostala czgs¢ czekolady (w tym zatrute kawatki),
niweczac naszg przegrang.

Teraz zajmiemy si¢ przypadkiem kiedy znalezienie strategii przegrywajacej jest
trudniejsze.

Strategia przegrywajaca do gry w ,,-1, -2”.

Strategi¢ przegrywajacg ma gracz drugi. Powinien on wykonywac ruchy przeciwne do
ruchow gracza pierwszego, to znaczy, gdy on odejmuje 1, powinien odja¢ 2 a gdy on
odejmuje 2, powinien odja¢ 1. Dzigki takiej strategii po zakonczeniu trzech tur na stole
pozostanie jeden zotnierzyk i nasz przeciwnik wygra.

Strategia przegrywajaca do gry w Monety na Stél.

Znalezienie strategii przegrywajacej w grze w Stot w ogdlnym przypadku nie jest proste.
Rozwazmy wigc kilka szczegdlnych przypadkéw, co doprowadzi nas do pewnych
wnioskow.

A. Zalézmy, ze wszystkie boki stolu s krotsze niz 1 a moneta ma Srednice 1.

Oczywiscie strategi¢ przegrywajacg ma gracz pierwszy, poniewaz gra nie moze si¢



rozpoczac. Jest to w pewnym sensie zdegenerowany przypadek. Przyjrzyjmy si¢
ciekawszym.

B. Zal6zmy, ze stol ma wymiary 2x1 a moneta ma Srednice 1.
Strategi¢ przegrywajaca ma gracz 1 wystarczy, ze potozy on monete tak, aby przylegata
do krawedzi stotu, tak jak na Rys. 7.

Rys. 7 Pierwszy ruch pierwszego gracza w przypadku stotu o wymiarach 2x1 i monety o $rednicy 1,
przy zatozeniu, ze gra on zgodnie ze strategig przegrywajaca.

Gdy tak postapi, umozliwi graczowi drugiemu wykonanie ruchu (obrazuje to Rys. 8), ale

sam juz nastepnego ruchu nie wykona. Wymuszony przez gracza pierwszego ruch gracza
drugiego mu to uniemozliwi.

N

Rys. 8 Wymuszony przez gracza pierwszego pierwszy ruch gracza drugiego, przy zatozeniu, ze
pierwszy gracz gra zgodnie ze strategia przegrywajaca.

C. St6l ma wymiary 3x1 a Srednica monety to 1

W tym przypadku takze gracz pierwszy ma strategi¢ przegrywajaca. Jego pierwszy ruch
powinien wygladac tak, jak zaprezentowano to na Rys. 9.
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Rys. 9 Pierwszy ruch gracza pierwszego w przypadku stotu o wymiarach 3x1 i monety o $rednicy 1,
przy zalozeniu, ze pierwszy gracz gra zgodnie ze strategia wygrywajaca.

Po takim ruchu pierwszego gracza, gracz drugi musi potozy¢ monete po prawej stronie monety



gracza pierwszego. Latwo zauwazy¢, Ze niezaleznie od tego, jak to zrobi, gracz pierwszy nie bedzie
mogt wykona¢ kolejnego ruchu.

D. Stél ma wymiary 4x1 a Srednica monety jest rowna 1

Okazuje si¢, ze w tym przypadku strategi¢ przegrywajaca ma gracz drugi. Aby to uzasadnic,
podzielimy wszystkie mozliwe pierwsze ruchy gracza pierwszego na kilka przypadkow.

a. Gracz pierwszy w pierwszym ruchu ktadzie monete tak, aby przylegata do lewej krawedzi stotu
(pokazuje to Rys. 10).

Rys. 10 Pierwszy ruch gracza pierwszego przy wymiarach stolu 4x1 i §rednicy monety 1 -
przypadek pierwszy.

Woéwecezas gracz drugi moze potozy¢ monete tak, jak obrazuje Rys. 11

OC

Rys. 11 Odpowiedz gracza drugiego na pierwszy ruch gracza pierwszego z przypadku a., przy
zatozeniu, ze gracz drugi gra zgodnie ze strategig przegrywajaca.

Zauwazmy, ze w takiej sytuacji, gracz pierwszy musi potozy¢ monete po prawej stronie od monety
gracza drugiego, ale niezaleznie od tego, jak to uczyni, na druga monetg gracza drugiego nie starczy

miejsca.

b. Pierwszy gracz w pierwszym ruchu ktadzie monete pomiedzy pierwszg a drugg ¢wiartkg stotu,

tak jak na Rys. 12.
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Rys. 12 Pierwszy ruch gracza pierwszego — przypadek b.



W tym przypadku gracz drugi moze potozy¢ monet¢ na przyktad doktadnie w trzeciej ¢wiartce, tak

N TN
N

Rys. 13 Odpowiedz gracza drugiego na pierwszy ruch gracza pierwszego — przypadek b.

Kolej na ruch gracza pierwszego. Musi on potozy¢ monete bezposrednio przy prawej krawedzi
stotu. W ten sposob gracz drugi przegra.

c. Gracz pierwszy w pierwszym ruchu ktadzie monet¢ doktadnie w drugiej ¢wiartce, tak jak na

Rys. 14.
B

Rys. 14 Pierwszy ruch gracza pierwszego — przypadek c.

Woéwecezas gracz drugi moze potozy¢ monete pomiedzy trzecig a czwartg ¢wiartka, tak jak na

Rys. 15.

N/
A

Rys. 15 Odpowiedz gracza drugiego na pierwszy ruch gracza pierwszego — przypadek c.

Gracz pierwszy moze wowczas wykona¢ kolejny ruch tylko na jeden sposob. Przedstawia go
Rys. 16. Wymuszony przez gracza drugiego drugi ruch gracza pierwszego.
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Rys. 16
W tym przypadku znowu gracz drugi przegrywa.

d. Gracz pierwszy w pierwszym ruchu ktadzie monete pomiedzy drugg a trzecig ¢wiartka, tak
jak na Rys. 17.
m

Rys. 17 Pierwszy ruch gracza pierwszego — przypadek d

Gracz drugi, aby przegra¢, moze postawi¢ monet¢ na przyktad tak, jak na Rys. 18.

Y
RANY,

Rys. 18 Odpowiedz gracza drugiego na pierwszy ruch gracza pierwszego w przypadku c.

W takiej sytuacji gracz pierwszy musi postawi¢ monete po lewej stronie swojej pierwszej monety.
Gdy to zrobi gracz drugi przegra.

e. Gracz pierwszy w pierwszym ruchu ktadzie monete po prawej stronie od srodka.
Kazde ulozenie monety po prawej stronie od srodka ma swoj symetryczny odpowiednik po lewej
stronie od $rodka. Strategia przegrywajaca gracza drugiego w tym przypadku bedzie analogiczna do

strategii z przypadkow a, b, c1d.

Pokazalismy, ze niezaleznie od tego, jak bedzie wygladat ruch gracza pierwszego, gracz drugi
znajdzie algorytm, ktory zapewni mu przegrang. Zatem gracz drugi ma strategi¢ przegrywajaca.

E. Stol ma wymiary 5x1 a Srednica monety wynosi 1.
W tym przypadku strategi¢ przegrywajaca ma gracz pierwszy. Jesli potozy on monete tak jak na

Rys. 19, sprowadzi on gre do gry z podpunktu D., zamieniajac jednoczesnie rolami gracza
pierwszego i gracza drugiego. Stanie si¢ graczem drugim, ktory ma strategi¢ przegrywajaca, gdy



stol ma wymiary 4x1.

Rys. 19 Pierwszy ruch gracza pierwszego, w przypadku gdy st6t ma wymiary 5x1, §rednica monety
to 1 a gracz pierwszy gra zgodnie ze strategig przegrywajaca.

Nasze rozumowanie dotyczace strategii przegrywajacej dla gry w Monety na Stét podsumujemy w
tabelce.

Wymiary stolu i monety Strategie przegrywajaca posiada gracz
Stot ma oba boki dlugosci nie wiekszej niz 1, Pierwszy
moneta ma $rednice 1
Stot ma wymiary 1x2, moneta ma $rednice 1 Pierwszy
Sto6t ma wymiary 1x3, moneta ma $rednice 1 Pierwszy
Stot ma wymiary 1x4, moneta ma $rednicg 1 Drugi
Stot ma wymiary 1x5, moneta ma $rednice 1 Pierwszy

Tab. 1 Ktory gracz ma strategie przegrywajaca w grze w Czekoladg?

Jako wniosek otrzymujemy, ze w grze w St6t to, kto ma strategi¢ przegrywajaca, zalezy od
wymiardw stolu.

Przyktad tej gry uczy nas, ze czasem tatwiej jest wygraé, niz przegraé. Znalezienie strategii
wygrywajacej w przypadku gry w Stot bylo duzo mniej pracochtonne niz opisanie strategii
przegrywajacej dla tej zabawy.




Dodatek

Rysunki wykonatem za pomoca tikza. Jest on dodatkiem do LaTeXa, ktory utatwia redagowanie
tekstow matematycznych. LaTeXa niestety jeszcze nie umiem, ale dzigki pisaniu tej pracy
nauczylem si¢ niektorych komend do tikza, ktére omawiam na przyktadzie ponizszego kodu.

\documentclass{article}
\usepackage{amsmath}
\usepackage{amssymb}

\usepackage {amsthm}

\usepackage{tikz}
\usepackage{verbatim}
\usepackage[active, tightpage] {preview}
\usetikzlibrary{arrows}
\PreviewEnvironment{tikzpicture}
\usetikzlibrary{matrix}
\usetikzlibrary{decorations.pathreplacing}

\begin{document}
\begin{tikzpicture}[scale=1] % zaczynam rysunek, skala 1:1

\draw [ help lines ] (0,0)--(12,0)--(12,3) -- (0,3) --(0,0); % rysuje prostokat
o wierzchotkach w punktach (0,0), (12,0), (12,3), (0,0)

\draw [dotted] (3,0)--(3,3); % rysuje kropkowana linie z punktu (3,0) do punktu
(3,3)

\draw [dotted] (6,0)--(6,3):;

\draw [dotted] (9,0)--(9,3):;

\draw (2.5,1.5) circle (1.5cm); % rysuje okrag o Srodku w punkcie (2.5,1.5) i
promieniu 1.5 cm

\end{tikzpicture}
\end{document}
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