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Liczby powstate przez ubenia kropek w figurach
geometrycznych byly badanezjw staraytne] Grecji. Od
tamtego czasu wiedza na ten temat zgaxae poszerzyta.
Poniewa nie jest to tematyka poruszana zbytsta w
szkotach, postanowitem zgjsic nia w niniejszej pracy.

Przedstawd w niej najprostsze liczby geometryczne w
drugim i trzecim, a nawet w wigzych wymiarach.



Liczby wielokatne

Zastanowmy si, jaka jest liczba kropek w kolejnych tratkych
wzorach:
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Rysunek 1: Liczby tréjkqgtne

Liczbe tg oznaczmy przez,I
Ustawmy obok siebie dwie liczby trajtne, z tymze drug
odwrocmy. Otrzymamy wtedy prostgiko wymiarach n x (n+1)

Rysunek 2: Dwie liczby trojkqgtne
uzupetniajq si¢ do prostokgta



Zatem liczba kropek w trojkie o boku n wynosi n(n+1)/2.
Pierwsze liczby w tym ggu to:

0, 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55

Jest to ¢ig A217 z On-line Encyclopedia of Integer Sequences,
encyclopedii gggow zawierajcej ich ponad 250000.

Oto kilka wzorow z liczbami troggnymi i ich geometryczne
uzasadnienia:
Tn+Tn_1=n2

3Tn+Tn-1:T2n
Tn+3Tn-l:T2n-1
(2n+1)*=8T,+1=T,.,+6T,
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Rysunek 3: Ilustracja tozsamosci miedzy liczbami trojkgtnymi

Ponadto, jak udowodnit Euklideszgdi M,=2"-1 jest liczly
pierwsz, to Tu, jest liczly doskonad.

Dla innych wielolgtow takze da st stworzy¢ odpowiednie liczby.



0 °, o000 e
o. I I 000000 000 O o
CI Oco0o0O0O® ) ®

%o °, o e @ 0o e
ooooo o0 o00® ooooo O © e o0 e
ooo 0008 °°°o. 6o o o e

e O0o0o0O0® 000'.0 ¢ee O o

0.. Oo0o0O0 o

L XERE R

Rysunek 4: Liczby wielokgtne

Zauwamy, ze kada n-ta liczba k-itna sktada siz (k-2) (n-1)-
szych liczb trojlgtnych oraz dodatkowych n kropek.
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Rysunek 5: Jak obliczac liczby wielokqtne.

Zatem n-ta liczba k4dtna jest rowna n(n-1)(k-2)/2+n.
Otrzymujemy w ten sposob noweyg:

0,1,4,9,16,25,36,... - liczby kwadratowe (A290)
0,1,5,12,22,35,51,... - liczbyqmiokatne (A326)
0,1,6,15,28,45,66,... - liczby soeokatne (A384)

Zauwamy, ze co druga liczba trogtna jest rownig liczba
szesciokatna. Istotnie, n-ta liczba szeiokatna to T.+3T,.1, z& ta
jest rowna .1 .

Liczbami széciokatnymi s tez zwane inne liczby, ktére ja dla
odr@znienia nazw liczbami széstkowymi (jako pierwszy nazwat
je tak Martin Gardner).
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Zauwamy, ze n-ta liczba széstkowa jest rowna,8I=3rf+3n+1.



Trzeci wymiar

W wyzszych wymiarach odpowiednikami liczb wiekpkych g
liczby piramidalne.

Rysunek 7: Liczby piramidalne
Dodapc trzy identyczne liczby czwofoienne otrzymujemy

wielokrotnai¢ liczby trojkatne).

1 5 1 7
12 4 4 21 7 7
1 2 3 3 33 321 777
1234 T 22 22 + 4321 = 77 77
12 3 4 5 1 1 11 1 543 21 7 77 77

Rysunek 8: Trzy liczby czweéaienne daj liczbe trojkgtng

Oznaczgc n-y liczbe czwordgcienry przez $dostajemy
S=(n+2)T/3=n(n+1)(n+2)/6

Zauwamy, ze S=1*n+2*(n-1)+...+(n-1)*2+n*1, poniewaw
srodkowej piramidzie na obrazku mamwydzedynek diugéci n,
rzad dwojek dtugéci n-1, itd. Zatem liczby czwokcienne mana
otrzymyw& z tabliczki mnaenia.
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Rysunek 9: Liczby czwamenne
w tabliczce mngenia

Piramidy kwadratowe sktadgasgic z n pierwszych kwadratow,
ktore skiadaj sie z dwoch kolejnych liczb trojtnych, zatem
1+ 24+ 3+, A=To+ T+ T+ T+ Tt Tat.. + Ty g+ T=
=0+2T+2T+2Ts+... + 2T+ To=S51+S=n(n+1)(2n+1)/6

Liczbe tg oznaczmy przez P
Ogolny wzor na ngtliczbe piramidalr k-katng to

nin+1)-((k-2)(n-1)+3)
p :

Piramidy maemy uktada takze z liczb széstkowych.
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Rysunek 10: Piramidy z liczby szostkowych

Kiedy obliczymy pierwsze wyrazy tegmgu, otrzymamy:
1,8,27,64,125,...

Mozna na tej podstawie wyssthprzypuszczeniezin-ty wyraz
tego cigu jest rowny h Istotnie, liczby szostkowe nana wygicé
w roznicg miedzy kolejnymi szécianami, zatem ich suma da
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Rysunek 11: Wygiete liczby szostkowe

Na ptaszczynie istnieje nieskiaczenie wiele wieloktow
foremnych, ale w przestrzeni foremnych jest tylkg podzajow
wieloscianow foremnych: czwokgian, sz&cian, gmioscian,
dwunastécian i dwudziestecian.

Rysunek 12: R¢ wielasciandéw foremnych

Dla pierwszych dwdch stworzyginy juz odpowiednie liczby,
zatem stwoOrzmy tade dla pozostatych trzech.

Osmioscian powstaje z dwoch pmizonych piramid, zatem n-ta
liczba dmioscienna jest rownaPP,.1,czyli n(2rf+1)/3.

Rysunek 13: @niascian
z kulek magnetycznych
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Liczby dwunastécienne i dwudziestzienne trudno sobie
wyobrazt ze wzgédu na zaawansowanie tych bryt i trudéev
upakowaniu kul we wgtrzach tych bryt. Powierzchnie s
latwe do wyobraenia — sktadajsic z odpowiedniej iléci
wielokatow foremnych.

Rysunek 14: Liczby dwudziest@enne

N-ta liczba dwunastmienna to n(9f19n+2)/2, z& n-ta liczba
dwudziestécienna to n(5f15n+2)/2.
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Czwarty | wyzsze wymiary

Kierujac sk analogiami, mgna przedstawiwielowymiarowe
odpowiedniki liczb przedstawionych w poprzednichdniatach.

Liczby piramidalne otrzymywalmy sumugc liczby wielolgtne,
zatem zsumujmy liczby piramidalne. Ogolniearlitzba k-katng
w-wymiarowg nazwiemy sumn pierwszych k-gtnych liczb
(w-1)-wymiarowych. Mana sprawdd, ze liczba ta wynosi
(u+w—l). (k=2)-(n-1) +w _ (H+w—2). (k‘—ﬁj-[u—l)+wl

W n+w-—1 -1 W

(:) - k!(nﬂi k)l

Piramidy mana ustawia takze z (w-1)-wymiarowych kostek. Dla
w=4 (czyli sum sz&ianow) otrzymujemy g

1,9,36,100,225,...

Sa to kwadraty liczb trojkatnych.
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Rysunek 15
Na obrazku po prawej stronie kropki tego samegorkohalea
do tej samej warstwy saganu. Dorysowujc analogiczne wzory
dla mniejszych szeiandéw otrzymamy kwadrat o boku 1+2+...+
+n=T, ,czyli tacznie T;? kétek.

W ogolnaci zachodzi wzér Faulhabera:
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gd2|e symbol z lewej strony oznacza sumd j=1 do j=n, z&B, to
n-ta liczba Bernoulliego. Liczby Bernoulliego oma prosto
obliczat rekurencyjnie. Oznaczmy g-liczb¢ Bernoulliego przez
B" tak, jakby byta paiga pewnej liczby (oczywiécie niejest tak w
rzeczywistadci). Wtedy dla kadego n>1 mamy (B-13B", np.

(B-1)>=B%2B+1=B?, czyli B=1/2

-1)=b"- + -1=B°, zatem B= ,
(B-1)*=B*-3B%+3B-1=B° B=1/6
itd.

W ten sposob otrzymujemy pierwsze wacidych liczb:
B'=1/2; B*=1/6; B=B>=B’=...=0; B'=B®= -1/30; B=1/42; ...

Wz6ér Faulhabera nima teraz zapisav skrocie jako

142+, .+r=(,,(n+B)*-B*")/k,

gdzie wyraenia ugte w cudzystowy powinny yzapisane jako
suma, w ktorej kady sktadnik jest pea B pomnaomng przez
pewn liczbe, a paigi B nalery traktowa jako liczby
Bernoulliego.

W czwartym wymiarze mamy sgehiperwielgcianow
foremnych, zaw kazdym wyzszym wymiarze jest ich 3. Dla nich
takze ma@na skonstruow@odpowiednie liczby.

Odpowiednikami liczb czwosgiennych g liczby

sympleksoidalne. N-ta liczba sympleksoidalna k-watmwva to
( n +.;z -1 ]

Mozna tego dowi& analizugc kolejne sumy w tzw. trogcie
Pascala, w ktorym kaa liczba jest sumdwoch liczb
znajdupcych seé nad nj.
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Rysunek 16: Troit Pascala

Liczby sympleksoidalne k-wymiarowe znajggic na k-tej
przelgtnej tego trojlgta. Dodagc liczby sympleksoidalne (k-1)-
wymiarowe do siebie otrzymujemy liczby sympleksdneek-
wymiarowe.

3 31\_4
6 4 1

N
10 10 5

N
20 15 6
I’
35 35 21

70 56

Rysunek 17: Sumyg liczby
czworgcienne otrzymujemy
liczby sympleksoidalne
czterowymiarowe
N-ta liczba lggca na k-tej przedtnej trojkata Pascala to wéaie
n+k-1
(")

Po wkksz liczbe ciekawych liczb geometrycznych odsytam do
bibliografii.
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